Analyysi I
Harjoitus 4 kevat 2006

1. a) Oletetaan, ettd (z,) on jono, jolle pétee

1
|Tpa1 — zn| < 2—n,n:1,2,---.

Todista, ettd (z,) suppenee.

(Opastus: (z,) on Cauchyn jono geometrisen sarjan suppenemisen
nojalla.)

b) Tutki onko kohdan a) tulos voimassa , jos oletamme etté

1
[Tt — 2] < ﬁ,nzl,Z,---.

2. Madritelldén jono (x,,) rekursiivisesti niin, etta
Tl = 171;2 = 2Ja Tp = E(xn—Q +mn—1)7n = 3747"' .

a) Todista, ettd 1 < x,, < 2 kaikillan =1,2,--- .

b) Todista, etté |z, — Tni1] = g7, n =1,2, - .

c¢) Todista, ettd (x,) on Cauchyn jono ja pééttele, ettd se suppenee.
d) Tutki onko (x,,) monotoninen.

3. Funktio f : R — R on L-Lipschitz, jos on olemassa vakio L > 0, jolle patee

|f(z) = f(y)| < L|z -y

kaikilla xz,y € R. Todista, ettd jo (x,) on Cauchyn jono, niin myds (f(x,)) on
Cauchyn jono, jos f on L-Lipschitz.

4. Olkoon
1, z=>1,
_ 1 1 1 _
f(.fC)— pop) E§$<m,n—2,3,"',
0, =<0.

Tutki onko funktiolla f raja-arvoa 0:ssa.
5. Olkoon f :[-1,1] — R,

1, josx==41,4+1,+4,--,
0 muulloin.

)=

Tutki ovatko seuraavat raja-arvot olemassa:

) Jim_f()

(i) lim f(x) ja

(if) lim f(z).



Oppimispaivakirja

3. tehtavakokoelma; Deadline 10.2.2006

1. Todista huolellisesti perustellen, etta lim1 %2 = 1. Maarita sellainen § > 0, etta
xr—

1
72

1
-1 — k —1] <.
'<1000 un 0 < |z —1| <

2. Olkoon f(z) = L,z # 0. Todista huolellisesti perustellen, etté funktiolla f ei ole
raja-arvoa 0:ssa.

3. Olkoon f(x) = %,z # 0. Tutki onko funktiolla f raja-arvoa 0:ssa.

el

4. Olkoon f: R — R funktio, joka on jatkuva pisteessa 0 ja jolle patee

@) < % kun 7 #0.

Todista, etta f on rajoitettu funktio.

5. Maaritellaan f : R — R,
0,z =1,
flx) =
2,x # 1,
jag: R —R,g(z) =x+ 1. Nayté, etta
tim (£ 0 9)(@) # (£ © 9)(0).

Onko funktio f o g jatkuva origossa?

6. Oletetaan, etta [ag, b,k = 1,2, - -, ovat sellaisia suljettuja véileja, etta [agy1, bpr1] C
[ak, br] kaikilla k =1,2,--- ja

lim (bk - ak) = 0.

k=00
Todista, etta on olemassa sellainen zg € R, etta

o

() lak, bi] = {zo}.

k=1



