
Matematiikan historia

HARJOITUSTEHTÄVÄT

1.1. Esitä luku 2
5

yksikkömurtojen avulla ainakin kahdella eri tavalla.

1.2. Jaa 19 leipää 8 miehelle egyptiläiseen tapaan.

1.3. Suorita egyptiläisellä menetelmällä seuraavat laskut

a) 22 × 36,

b) 7 × (5̄ 10 23),

c) 123 : 11,

d) 9 : 13.

1.4. (RMP, probleema 70) Osoita, että

2̄ 6̄ 12 14 21 21 42 63 84 126 126 168 252 336 504 1008 = 1.

1.5. (RMP, probleema 23) Täydennä 4̄ 8̄ 10 30 45 luvuksi ¯̄3.

(Ts. laske ¯̄3 − 4̄ 8̄ 10 30 45).
Ohje: Valitse viittausluvuksi 360.

1.6. Ratkaise positio falsi -menetelmällä egyptiläinen ongelma:
”AHA ja sen neljäsosa on 15; paljonko on AHA?”
Ohje: Tee väärä oletus AHA=4.

1.7. Perustele geometrisesti tutut laskusäännöt

a(b + c) = ab + ac ja

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

1.8. Lausu 8
13 yksikkömurtojen avulla.

1.9. Perustele gnomon-menetelmällä, että

a2 − b2 = (a − b)(a + b).

2.1. (Babylonia)
Puolisuunnikkaan kannan suuntainen suora puolittaa tämän pinta-alan. Määrää
puolisuunnikkaan tästä suorasta leikkaaman janan pituus.

2.2. (Babylonia)
Ratkaise yhtälöryhmä {

xy = 1, 0
x − y = 7



2.3. (Babylonia)
Kolme kokonaislukua a, b ja c toteuttavat babylonialaisen ehdon jos

a2 + b2 = 2c2.

Määrää Pythagoraan lukujen avulla nämä ”Babylonialaiset” luvut.

2.4. (Kiina)
(IX. 20) Muurilla ympäröity kaupunki on neliönmuotoinen. Jokaisen muurin sivun
keskellä on portti. 20:nen bu’n etäisyydellä pohjoisesta portista kasvaa puu. Jos
kuljetaan eteläisestä portista 14 bu’ta ja sen jälkeen länteen 1775 bu’ta, niin puu
tulee näkyviin. Mikä on kaupungin muurin pituus.

2.5. (Intia)
Mahtavan voittamattoman mustakäärmeen pituus on 80 angulaa. Se menee erääseen
koloon nopeudella 71

2 angulaa 5
14 päivässä ja sen pyrstö kasvaa 1

4 päivässä 23
4 an-

gulaa. Kerro minulle, Sinä artimeetikkojen ornamentti, missä ajassa tämä mainio
käärme pääsee kokonaan koloon.

2.6. Tulkitse seuraava Babylonialainen tehtävä ja sen ratkaisu nykyaikaisin merkinnöin.
Pituuden ja leveyden kerron, saan alan. Niin paljon kuin pituus ylittää leveyden,
lisään pinta-alaan. Saan 3,3. Edelleen lisään pituuden leveyteen, saan 27. Pituus,
leveys, pinta-ala mitä?
Savitaulussa oleva ratkaisu:
1) Pituuden ja leveyden summaan lisäät 3,3. Saat 3,30.
2) Lisäät 2:een 27, saat 29. Puolitat sen.
3) 14; 30 kertaa 14;30 on 3,30;15.
4) 3,30;15 vähennät 3,30 , 0;15 on erotus.
5) 0;15:n neliöjuuri on 0;30.
6) Lisäät 0;30 lukuun 14;30 ja saat pituudeksi 15.
7) Vähennät 0;30 luvusta 14;30. Saat 14.
8) Olet lisännyt 2:n 27:ään. Vähennä 2 14:sta. Saat 12 leveydeksi.
Siis:
15 pituus, 12 leveys. Olen ne kertonut. 15 kertaa 12 antaa 3,0 pinta-alaksi.

2.7. Arvio gnomon-menetelmällä lukua
√

5 (kaksi desimaalia).

2.8. Laske 60-järjestelmässä laskut
a) 9,32+20,37,15
b) 20,37,15-9,32
c) 9,32 × 20,37,15
d) 20,37,15 : 9,32 (1 heksadesimaali).

3.1. (Babylonia)
Ympyrän sisään on piirretty tasakylkinen kolmio, jonka kanta on 60 ja korkeus 40.
Määrää ympyrän säde.



3.2. (Intia)
Kahdeksan yhdeksäsosaa mehiläisparvesta on asettautunut jasmiinipensaaseen, samoin
sellainen osa, joka on neliöjuuri koko parven puolikkaasta. Mehiläiskuningatar etsii
yksinäistä urosmehiläistä, jonka on lumonnut täysin lootuskukan öinen vieno tuoksu.
Kerro, ihastuttava neito, montako mehiläistä on parvessa.

3.3. (Intia)
Jos luku jaetaa 8:lla niin jakojäännös on 5, jos se jaetaan 9:llä niin jakojäännös on
4 ja 7:llä jaettaessa jakojäännös on 1. Mikä on tämä luku?

3.4. (Intia)
Laske

√
755161.

3.5. Suorita kertolaskut GELOSIA-taulun avulla.

a) 291 × 723, b) 2742 × 6017.

3.6. Päättele GELOSIA-taulun avulla, mitä on 56088:123.

3.7. (Intia)
Laumasta menee luolaan se osa, joka on neliö luvusta, joka on lauman viidesosa
vähennettynä kolmella. Ulkopuolelle jää yksi apina. Kuinka iso on apinalauma?

3.8. (Intia)
16 tuoksusta valitaan 4. Kuinka monella tavalla se voidaan tehdä?

3.9. (Mahāv̄ira)
Neljä putkea johtaa kaivoon.
1. putki täyttää kaivon 1/2 päivässä,
2. putki täyttää kaivon 1/3 päivässa,
3. putki täyttää kaivon 1/4 päivässä,
4. putki täyttää kaivon 1/5 päivässä.
Kuinka nopeasti nämä neljä putkea yhdessä täyttävät kaivon?

4.1. (Kiina)
Olkoon suorakulmaisen kolmion kateetit a ja b ja hypotenuusa c.

a) Määrää kolmion sisään piirretyn neliön sivu.

b) Määrää kolmion sisään piirretyn ympyrän säde.

4.2. (Kiina)
Sauva ei mahdu ovesta poikittain, se on 4 chi’tä liian pitkä. Se ei mahdu myöskään
pystysuorassa, se on 2 chi’tä liian pitkä. Vinottain sauva mahtuu ovesta tarkalleen.
Määrää oven leveys ja korkeus (1 chi’ih ' 23 cm).

4.3. Laske luennoilla esitetyllä menetelmällä

a)
√

55225 b)
√

702, 25 c)
√

6 (2 desimaalia).



4.4. (Intia)
Määrää Pellin yhtälölle 8x2 + 1 = y2 kaksi muuta ratkaisua ”yhdistämällä”, kun
huomataan, että x0 = 1, y0 = 3 on eräs ratkaisu.

4.5. (Kreikka)
a) Osoita pythagoralaiseen tyyliin, että jokainen kolmioluku on muotoa

n(n + 1)
2

, n ∈ N,

ts.

1 + 2 + 3 + ... + n =
n(n + 1)

2
.

(Opastus: täydennä kolmioluku ”suorakaideluvuksi” n(n + 1))

b) Osoita, että jokainen neliöluku on kahden peräkkäisen kolmioluvun summa.

4.6. Kun n0 ∈ Z+, olkoon n1 luvun n0 numeroiden neliöiden summa, n2 luvun n1

numeroiden neliöiden summa jne. Luku n0 on onnellinen, mikäli näin päädytään
lukuun 1.
a) Etsi jokin onnellinen alkuluku.
b) Etsi jokin onnellinen lukupari (n, n + 1).
c) Mitä tapahtuu jonolle n0, n1, n2, · · · , jos n0 ei ole onnellinen?

(Vihje: Tutki milloin nk+1 < nk).

5.1. (Kreikka)
Osoita pythagoralaiseen tapaan, että kahden peräkkäisen parillisen luvun neliöiden
erotus = 4 × pariton luku.

5.2. (Alkeet)
I.9. Jaa suoraviivainen kulma kahtia!
IV.5. Piirrä annetun kolmion ympäri ympyrä!
III.20. Ympyrässä keskuskulma on kaksi kertaa kehäkulma, kun kulmilla on sama
kaari kantana.

5.3. (Alkeet)
III.36. Jos ympyrän ulkopuolella olevasta pisteestä D piirretään ympyrälle tangentti
DB (B sivuamispiste) ja ympyrää leikkaa viiva, joka kulkee D:n kautta ja leikkaa
ympyrän pisteissä C ja A, niin DA × DC = DB2.
(Todista tapaus, jossa CA kulkee ympyrän keskipisteen kautta.)

5.4. (Alkeet VI 10)
Leikkaa leikkaamaton suora viiva samassa suhteessa kuin annettu leikattu suora
viiva!

5.5. (Nikomedes)
Johda konkoidin symptomi ja suorita kulman kolmijako sen avulla

6.1. Suorita kulman 0 < α < 90◦ kolmijako kvadratrixin avulla.



6.2. (DIOKLES) Johda kissoidin symptomi ja hae sen avulla kaksi keskivertoa annetuille
suureille.

6.3. Suorita kuution kahdentaminen kissoidin avulla.

6.4. Olkoon n = pq, missä p ja q ovat alkulukuja. Osoita, että n ei ole täydellinen paitsi,
kun p = 2 ja q = 3.

6.5. (APOLLONIOS: KONIKA I 20)
Olkoon A paraabelin kärki ja AB halkaisija. Jos E, F ovat halkaisijalla, C, D paraa-
belilla ja EC, FD ovat ordinaatan suuntaisia, niin

FD2 : EC2 = AF : AE.

6.6. (ARKHIMEDES, Lemmojen kirja, lause 11)
Jos ympyrän jänteet AB ja CD leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessä K, joka
ei ole keskipiste, niin AK2 + BK2 + CK2 + DK2 = (halkaisija2).

6.7. Olkoon ABC tasakylkinen kolmio, jonka huippukulma α on puolet kantakulmasta.
a) Osoita, että kantakulman puolittaja jakaa vastaisen sivun kultaisen leikkauksen

suhteessa.
b) Sovella geometrista anthyfairesista ja osoita, että suhde on irrationaalinen.

7.1. (DIOFANTOS)
Onko seuraavilla yhtälöpareilla rationaalisia ratkaisuja? Jos on, niin etsi jokin
ratkaisu:

a
{

x + y = 18
x2 − y2 = 49

b)
{

x − y = 3
xy = 5

7.2. (DIOFANTOS)
Etsi seuraavan toisen asteen käyrän positiiviset rationaalipisteet (s, t) ∈ Q2

+ :

2s2 + 3s + 6 = 2t2.

7.3. (AL-KHAWARIZMI)
Ratkaise neliöksi täydentämällä yhtälö x2 + (10 − x)2 = 58.

7.4. (ABU KAMIL)
Ratkaise yhtälöt

a)
x

10 − x
+

10 − x

x
=

√
5 b) 4

√
x − 3

√
x = x − 3

√
x + 4.

7.5. (FIBONACCI)
Mies ostaa 30 lintua: pyitä, kyyhkysiä ja varpusia. Yksi pyy maksaa 3 hopeako-
likkoa, yksi kyyhkynen kaksi ja varpunen puoli. Mies maksaa 30 kolikkoa. Montako
kutakin lintua hän osti?



7.6. Tarinan mukaan Diofantoksen iän voi laskea seuraavien tietojen avulla: ” 1
6 elämästään

hän oli lapsi, 1
12 nuorukainen ja sen jälkeen eli 1

7 elämästään poikamiehenä. Viisi
vuotta sen jälkeen, kun hän oli mennyt naimisiin, hän sai pojan, joka kuoli 4 vuotta
ennen isäänsä ja saavutti puolet isänsä eliniästä.”
Mikä siis oli Diofantoksen elinikä?

7.7. (ABU KAMIL)
10 on jaettu kahteen osaan ja osat jaetaan toisillaan. Kumpikin osamäärä kerrotaan
itsellään ja suuremmasta neliöstä vähennetään pienempi, jolloin jää 2. Mitkä ovat
osat?

7.8. Keppi, jonka pituus on 10, jaetaan kahteen osaan niin, että osien tulon ja erotuksen
suhteen neliö on 18. Mitkä ovat osat?

8.1. Olkoon yksikköjana annettu. Osoita,
a) jos a, b ∈ HV K, niin a ± b ∈ HV K,

b) jos a, b ∈ HV K, niin ab ∈ HV K,

c) jos a, b ∈ HV K, b 6= 0, niin a
b ∈ HV K.

d) Jos a ∈ HV K, a > 0, niin
√

a ∈ HV K.

(Ohje: Neliöi suorakaide, jonka sivut a ja 1, ks. luennot)

HVK= harpilla ja viivaimella konstruoitavissa.

8.2. Piirrä käyrä
(1) 2x2 − 2 = y2.

Etsi jokin käyrän (1) rationaalipiste ja konstruoi siitä lähtien muita rationaalipis-
teitä.

8.3. (FIBONACCI; AL-KARAGI)
Kolme miestä on hevosen ostossa. Ensimmäinen sanoo kahdelle muulle: ”Jos te
annatte kolmanneksen yhteenlasketuista rahoistanne minulle, voin ostaa hevosen”.
Toinen sanoo:” Jos te annatte yhden neljänneksen varoistanne, voin ostaa hevosen”.
Kolmas sanoo:” Jos te annatte yhden viidenneksen varoistanne, voin ostaa hevosen”.
Paljonko rahaa vähintään oli kullakin miehellä?

8.4. (FIBONACCI)
Ratkaise yhtälöpari {

6 : x = y : 9
x + y = 21

.

8.5. (DIOFANTOS)
Määrää jokin ratkaisu yhtälölle

x3 + y = (x + y)3, x, y ∈ Q+.

Ohje: Tee oletus (positio falsi), että x = 2y ja korjaa sitten kerroin 2 sopivaksi.



9.1. (AL-KARAGI)
Todista identiteetti

3
√

A + 3
√

B =
3
√

3 3
√

A2B + 3 3
√

AB2 + A + B.

9.2. (AL-KARAGI)
Todista geometris-induktiivisesti, että

13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2.

9.3. (MAZZINGHI)




x + y + z = 10
x : y = y : z

x2 + y2 + z2 = 40
.

9.4. a) Poista yhtälöstä
x3 − 3x2 + 18x − 35 = 0

2. asteen termi sijoittamalla x = y + a (a on valittava sopivasti).

b) Sijoita y = u − v ja osoita, että yhtälö toteutuu, jos
{

u3 − v3 = 19
uv = 5

.

9.5. (FIBONACCI)
Osoita, että

4 + 4
√

10 =
√

16 +
√

10 + 8 4
√

10.

10.1. Ratkaise yhtälö
x3 + 6x2 − 50 = 0.

10.2. Ratkaise yhtälö
x3 − 21x = 20

Cardanon kaavoja käyttäen. Laske Bombellin menetelmällä, mikä kokonaisluku saa-
masi ratkaisu on.

10.3. Osoita, että
3
√√

108 + 10 − 3
√√

108 − 10 = 2



10.4. (FERMAT)
Kolmesta samalla suoralla olevasta pisteestä A, B ja C piirretään suorat viivat jo-
honkin pisteeseen O. Oletamme, että

AO2 + BO2 + CO2 = c2,

missä c on vakio. Osoita, että pisteen O määräämä ura on ympyrä, jos c on riittävän
suuri. Määrää tämän ympyrän keskipiste.

10.5. Kvaternionialgebran H alkiot ovat muotoa

q = a + bi + cj + dk a, b, c, d ∈ R.

Kertolasku määritellään asettamalla

· i j k

i −1 k −j

j −k −1 i

k j −i −1.

Totea, että kvaternionialgebra ei ole kommutatiivinen, laske ijk ja johda kaava kah-
den kvaternion tulolle.

10.6. Cristian Huygens’in probleema Leibinzille: Määrää kolmiolukujen
1
2
n(n + 1) kään-

teislukujen summa.


