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1.

- W

Olkoon X perusjoukko. Osoita, ettd joukkojen yhtdmahtavuus on ekvivalenssi-
relaatio joukossa P(X).

Osoita, ettd [{x € R|0 <z < 1} = |Ry|.

Osoita, etta |Z| = |NJ.

Osoita, ettd [Ny x Ng| = |Np| kiyttamalla funktiota f(m,n) =2"(2n+ 1) — 1.

Olkoot a,b,c,d € R, a < b ja ¢ < d. Merkitdén |a,b[= {z € Rla < = < b}.
Osoita, etta ||a, b[| = |]c, d]|.

Osoita, ettd |0, €[ on ylinumeroituva olipa € > 0 kuinka pieni tahansa.

(Tehtédva on muokkaus tieteiskirjailija Stanislaw Lemin teoksesta The Inters-
tellar Milkman, Ion the Quiet) Ari saapui hotelli Hilbertin pihalle aikoen ma-
joittua hotellissa muutaman péivén. Hotellissa oli ddrettomén monta huonetta
hy, ha, hs, . ... Valitettavasti hotelli oli tdynné, mutta onneksi paikalle sattui ho-
tellin neuvokas johtaja, joka jarjesti asian: Ari péddsi huoneeseen hq, jossa ollut
henkilo siirrettiin huoneeseen hs, jossa ollut henkil¢ siirrettiin huoneeseen hg jne.

(a)

Seuraavana aamuna hotelliin pyrki dédrettomén monta uutta vierasta, ni-
mittdin universaalin perhokalastuskilpailun osallistujat pq, po, ps3,.... Het-
ken mietittydédn hotellin johtaja keksi keinon, milld ndmékin vieraat saatiin
majoitetuksi hotelli Hilbertiin. Miké oli tdmé& keino?

Mlalla vaikeudet jatkuivat. Galakseissa g1, g2, . . . oli jokaisessa hotelli Hilber-
tin kaltainen hotelli, ja ndmé kaikki hotellit olivat tdynné. Jostakin syysté
kaikki muut hotellit paitsi Hilbert paatettiin sulkea, ja niiden asukkaat kul-
jetettiin Hilbertiin. Hotellin johtaja oli epétoivoissaan, silla hénen oli sijoi-
tettava ddrettomén monen hotellin vieraat, joita kussakin oli ddrettomén
monta, jo entuudestaan tdyteen Hilbertiin. Onneksi Ari oli ammatiltaan
matemaatikko ja keksi ratkaisun. Mika oli hdnen ratkaisu?

Hilbertin johtaja mééréttiin laatimaan luettelo kaikista mahdollisista tavois-
ta, joilla vieraita voidaan sijoittaa tdhén hotelliin. Tayttd huonetta tarkoitti
luku 1 ja tyhjda luku 0. Esimerkiksi 10101010. .. tarkoitti, ettd paritonnu-
meroiset huoneet ovat varattuja ja paritonnumeroiset vapaita, 111111...
sitd, ettd hotelli on tdynni, ja 0000000 ... sitd, ettd hotelli on tyhja. Pa-
rin paivan ahkeran tyon jédlkeen Hilbertin johtaja tuli Arin luo mukanaan
aarettoman pitka lista ddrettomia jonoja nollia ja ykkosia. Ari viitti, ettei
listassa voi olla kaikkia mahdollisia tapoja vieraiden sijoittamiseksi. Miten
hén perusteli viitteensa?



