Matriisiteoria
Harjoitus 6, kevit 2007

1. Onko matriisi
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diagonalisoituva? Onko A unitaarisesti similaarinen jonkin diagonaalimatriisin
kanssa? Onko A normaali?

2. Olkoon matriisin A ominaisarvot A} = —1, A2 = 1 ja A3 = 0 seké niitd vastaavat
ominaisvektorit 1 = (=1,1, 1), 2o = (1,4, 1) ja 3 = (1,2,1)". Madrda
matriisi A.

3. Olkoon matriisi A € K, x, idempotentti (eli projektio), ts. A% = A.

(a) Osoita, ettd jos A on matriisin A ominaisarvo, niin A = 0 tai A = 1.
(b) Jos z on matriisin A ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, niin madraa
A200,.
4. Olkoon A € Cpxn ja A1, A2, ..., Ay sen ominaisarvot. Osoita, ettd
(a) A*A on hermiittinen;
(b) tr(A*A) = Zi7j |aij|2;
(© M+ Pl < 5, g = tr (A7),
(Vihje. Kéytd Schurin normaalimuotoa ja muista, etté similaarisilla matriiseilla
on sama jalki.)
Huom. Merkinté )7, ;|ai;|* tarkoittaa summaa Y 7% |ag;|*.
5. Olkoon A = I — azx*, missi z € C"\ {0} ja a = 2/||z||* (muistutus: ||z|]* =
(x|z) = x*x). Osoita, ettd matriisi A on hermiittinen ja unitaarinen.
Osoita lisdksi, ettd A = —1 on matriisin A ominaisarvo ja x sitd vastaava omi-

naisvektori.

6. Tarkastellaan tehtévin 1 matriisia A € C,x,. MAardd matriisi B siten, ettéd
B? = A. Voiko tuloksen yleist## koskemaan jokaista diagonalisoituvaa matriisia
A € Cpxp, (ts. voiko aina 16ytdd sellaisen matriisi B, ettéd B2 = A)?

(Vihje. Kéyté luentojen seurausta 4.5 matriisin B méérittelyssé.)
7. Olkoon A € R, «, symmetrinen sekd 7 sen pienin ja R sen suurin ominaisarvo.

Osoita, etté
r<zTAr <R

aina kun =z € R" ja ||z|| = 1. Muotoile vastaava tulos hermiittisille matriisille
A € Cphxn.

(Vihje. Kéyté luentojen lausetta 4.14.)

Tehtivit 5, 6 ja 7 ovat pistetehtiivii, joista riittdi valita kaksi. Kaikki
tehtivit tekemilld mahdollisuus korvata aikaisempia pistetehtivii.



