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1. Betafunktio määritellään integraalina

B(z, w) =

∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1 dt.

a) Osoita, että jos Re z > 0 ja Re w > 0, niin

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

b) Osoita, että
∫ 1

−1
(1− x2)n dx =

Γ(n + 1)Γ(1
2)

Γ(n + 1
2)

=
2n+1n!

1 · 3 · 5 · · · (2n + 1)
.

2. Osoita, että J ′0(x) = −J1(x) derivoimalla J0:n sarjakehitelmä.

3. Laske integraalit

a)
∫ 2

0 J1(x) dx b)
∫ 2

0 J3(x) dx.

4. Osoita, että

a) cos(x sin θ) = J0(x) + 2
∑∞

n=1 J2n(x) cos(2nθ);

b) sin(x sin θ) = 2
∑∞

n=1 J2n−1(x) sin((2n− 1)θ).

5. Osoita, että

a) cos x = J0(x) + 2
∑∞

n=1(−1)nJ2n(x);

b) sin x = −2
∑∞

n=1(−1)nJ2n−1(x).

6. Osoita, että cos(mθ − x sin θ) =
∑∞

n=−∞ Jn(x) cos((m− n)θ).

7. a) Osoita, että

Jm(x) =
1

π

∫ π

0
cos(mθ − x sin θ) dθ, kun m = 0, 1, . . . .

b) Osoita, että

Jm(x) =
1

π

∫ π

0
cos(x sin θ) cos(mθ) dθ kun m on parillinen, ja

Jm(x) =
1

π

∫ π

0
sin(x sin θ) sin(mθ) dθ kun m on pariton.


