
DIFFERENTIAALIYHTÄLÖT II
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1. Osoita, että Legendren polynomeille pätevät kaikilla n ≥ 1 yhtälöt

a) xP ′
n(x)− P ′

n−1(x) = nPn(x);

b) P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n + 1)Pn(x).

2. Määrää funktioiden

a) f(x) = ex; b) f(x) =

{
0, −1 ≤ x < 0,

x, 0 ≤ x ≤ 1

Legendren sarjojen kolme ensimmäistä termiä.

3. Olkoon p(x) n:nnen asteen polynomi, (n ≥ 1) jolle
∫ 1
−1 xkp(x) = 0,

k = 0, 1, . . . , n− 1. Osoita, että p(x) = c Pn(x) eräällä c:n vakioarvolla.

4. Olkoon f reaalifunktio, jolle
∫ 1
−1 f(x)2dx < ∞, sekä m positiivinen kokon-

aisluku. Osoita, että se m:nnen asteen polynomi p(x), joka minimoi inte-
graalin

∫ 1
−1[f(x)− p(x)]2dx on

p(x) =
m∑

n=o

anPn(x), missä an =

(
n +

1

2

) ∫ 1

−1
f(x)Pn(x) dx, 0 ≤ n ≤ m.

5. Osoita, että se n:nnen asteen polynomi p(x), jonka johtokerroin on yksi ja
joka minimoi integraalin

∫ 1
−1 p(x)2dx, on Legendren polynomi Pn(x) jaet-

tuna johtokertoimellaan. (Polynomin johtokerroin on sen muuttujan ko-
rkeimman potenssin kerroin.)


