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Harjoitus 7, kevät 2009

1. Osoita, että cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 aina, kun z1, z2 ∈ C.

2. Määrää derivaatta f ′(z), kun

a) f(z) = cos(z2 + iz), b) f(z) = e
1
z .

3. Määrää

a) i2i, b) (−i)i, c) i−i.

4. Osoita, että

arc tan z =
1
2i

log
(

1 + zi

1 − zi

)
.

5. Laske raja-arvot

a) lim
z→0

ez2 − 1
z2 + 2z

, b) lim
z→π

2

cos z

z − π
2

, c) lim
z→0

cos 2z − 1
sin2 z

.

6. Laske tieintegraalit:

a)
∫

γ

(z2 − z)dz; γ on murtoviiva γ1 ∪ γ2, missä

γ1(t) = (1 − t)i − t, 0 ≤ t ≤ 1 ja

γ2(t) = −1 + t2, 0 ≤ t ≤ 1.

b)
∫

σ

Im z dz; σ = −γ , missä γ kiertää yksikköympyrän positiiviseen

kiertosuuntaan 1 → 1.

c) Laske
∫

γ

z̄2dz, kun γ = γ1 ∪ γ2, missä γ1 : z(t) = t + i, 0 ≤ t ≤ 1

ja γ2 : z(t) = 1 + ti, 1 ≤ t ≤ 3.

d) Laske
∫

γ

z3dz, kun γ on ellipsin x2 + 4y2 = 1 kaari pisteestä z = 1

pisteeseen z = 1
2 i.


