Lukuteoria 1

Harjoituksia 2009

1. Osoita, etté

(a) [z] = —|—x] VzeR,
(b) |z] <z <|z]+1 VreR,
(c) lz+k|=|z|+|k] VzreRVkelZ,
(d) [z +y] <|lz+y] VoyekR,
(e) [z]ly] < lzy] Vaz,y € Rso.
2. Olkoot a,b,q,r € Zjaa=qgb+r, 0 <r<]|b|.
Nayta, etta
ol et
josbeZr.

3. Madrda sellaiset luvut n € N, etta

(a) n?+1€P,
(b) n®+1€P,
(c) n*+1€P.

4. Kertaa ryhmén, renkaan, kokonaisalueen, kunnan seké karakteristikan maéritelmaét.

5. Olkoot a,b € Z* annettu. Niyté, ettd on olemassa yksikésitteiset ¢, r € Z siten,
etta
a=bqg+r, —b/2<r<b/2.

6. Olkoon x € Rs; annettu ja wg(x) = #{k € Z|1 < k < z,d|k}.

(a) Nayta, ettd wqy(z) = |z/d].

(b) Laske wy(1000), kun
d = 5,25,125, 625.

(c) Médraa 7. jaolliset kokonaisluvut véliltd [1000, 10000].

7. Osoita, etti
21 [(2+V3)"] VneZ"

8. Olkoot p,p+ 2,p+ 4 € P. Nayta, ettd p = 3.

9. Olkoot a,b € Z*. Osoita, etti

ab = syt(a, b)pyj(a, b).



10. (a) Olkoon

(a1
Q’f‘(f o)'

syt(a,b) = spa + t,b.

Masrad detQy ja Q'
(b) Osoita, ettd

11. Olkoon p € P>5. Madraa

(a) 37,
(b) 47" ryhméssé Z.
12. Maarééd ryhmén Z; kertaluku, kun
(a) n=peP,
(b) n =24,
(c) n=13L

13. (a) Todista Wilsonin lause:
Jos p on alkuluku, niin (p — 1)! = —1(mod p).
(b) Jos n ei ole alkuluku, niin (n —1)! # —1 (mod n).

14. (a) Olkoot p,q € P ja p # q. Néyté, ettd yhtaloista
a=b (mod p)
a=b (mod q)

seuraa
a=0b (mod pq).

(b) Olkoot m; € Z ja m; L m; kaikilla i # j. Nayt4, ettd yhtéloistd
a=b (modm;) V i=1..,r

seuraa
a=b (mod my---m,).

15. Ratkaise yhtéaloryhmé

3 =2  (mod 5)
4r=-2  (mod 7)
2r =4 (mod9).

16. Néyti, ettd
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. Osoita, etta

. Osoita, etta

(@) () < (1) & 0<r<m—1).
(0) () = (1) & 2njar="4m—1).

. Osoita, etté
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(=1)k(}) =0 kun n > 1.
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(a) Osoita induktiolla, etté
a"—1=(a—1)(a" ' +a"?+---+a+1).
Osoita, etté

(b) a"+1=(a+1)(a" ' —a"2+---—a+1)jos 2{n.
(c) A" = B"=(A—B)(A" '+ A" 2B+ ...+ AB"2 + B"!).

. Johda ja todista kaava

. Todista, etta
nt+4"eP=>n=1.

. Méaaraa lukujen
(@) T+1+tq 4L
1,1 1
(b) 1+§+g—|—"'+pTQ
osoittajien alkutekijahajoitelmat, kun p = 7,11, 13. Mitd huomaat?
. Olkoot a € Z, a > 2, m € Z*. Osoita, etti

(a) josa™+1€P, niin 2|a jam=2", n€N.
(b) josa™—1€P,m>2, niina=2jam=peP.

. Olkoot a € Z, a > 2. Osoita, ettd

syt.(a"—1, am —1) = a1V mneZ".
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Maaraa luvun
1/2
k
alkutekijahajoitelma.
Todista binomikaava.

Suoraan laskemalla nayté, etta

11 1
2”‘151+p<1+—+—+---+—) (mod p?),

3 5 p—2
kun p = 11, 13.
Olkoon p € P-5 ja
- p—1 p—1
[[@-k =) (D)W
k=1 i=0

(a) Madrdad kertoimen W,_5 eksplisiittinen lauseke ja osoita, ettéd p|W,_s.

(b) Méérédé kertoimien W; palautuskaava.

Olkoot a/b € Q,alb,n € Z>s ja n}a/b. Nayté, ettd nLb.

Néyta, ettd

1_|_1+1_|_1 25
2 3 4

7

(mod 5%).
Maaréaa sellainen k € Z, etta
i/5 =& (mod 11).

Muodosta Pascalin kolmio (mod p) riville n = 12 asti, kun p = 2,3, 5.

Maaraa
(i’}) (mod p), kun
p="7,11.

Johda summakaavat

n(n+1)
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_ n(n+1)(2n+1)
6

=
(1=
ol
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k=1
5 _ n(nt1)?
(¢) 2ok = =7
Néyta, ettd
(a) lim {2t — 1+2‘/5 = a.

n—o0 fn
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(b) fare>a" ¥ n>2.

(C) n2+1 - fr%—l = f2n-

(d) far = La—\/ng;f%H = [a%\/glw VEkeN
(€) fat1 =2 (n;k)

k>0

n

(£) fon =3 () fi

k=0

(g) an—l—m = fnlm + fmln

Osoita, etta

G- )

Johda generoivasta sarjasta
L(z) = Z 12"
k=0

Binet'n esitys Lucasin luvuille [j.

Olkoot d,n, M, N € Z. Osoita

(a) dln < fq|fn-

(b) jos M L N, niin fufn|fun-
(¢) fn€Pss=nel.
(d)n>4=f,+1¢P.

Olkoon p € Ps3. Néyté, ettéd

(3o

aina, kun 2 < j <p— 1.

Niiyté, etti
2"~ f =n (mod 5).

Johda teleskooppiperiaatteella summan

Y o
k=1

arvo.

Osoita, etti formaalille eksponenttisarjalle eZ = EXP(T') pitee
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(@) 7 =

(b) e’ =

(c) el = (ef)" Vn € Z.

(d) €T =cosT +isinT ; i = —1.

Maaraa 10 ensimmaista Bernoullin lukua.

Osoita generoivan sarjan avulla tehtédvin 36 kohtien e) ja f) tulokset.

Olkoot A(T), B(T) € R[[T]] ja A(T)B(T) = 1.
Nayté, ettd ord A(T) = ord B(T)) = 0.

Maaraa sellainen A(T') € Z[[T], etta

(1T —-T*)A(T) = P(T),

Osoita, etta

M&araa summat
Sm(n) =1"+2" 4+ .-+ n"™,

kin m=1,---,5.
Maaraa Bernoullin polynomit B, (z),kun n =0,1,--- 5.

Olkoon m € 2Z*. Osoita, etti

M +1 | Sp(n).
Q[n]

Olkoon p € P.

(a) Osoita valuaation v, ominaisuudet 1-4.

(b) Osoita, ettd Z,) on rengas ja ettéd sen yksikkéryhmd Zj, on

Ziy = {A € Ql v,(A) = 0}.
Olkoot p € P, k € Z* ja A = p*/(k + 1). Osoita, etti

(a) vp(4) = 0.

(b) jos k > 2, niin v,(A) > 1.



(c) jos k >3 jap > 5, niin v,(4/p?) > 0.

54. Olkoot a € Z, m € Z". Osoita, etti

(a) a(a™ —1)B,, € Z.
(b) a™(a™ — 1)B,,/m € Z.

55. Maaraa summa

" (k+r
r+1/)
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56. Madraa sarjojen

kertoimet.

57. Todista Bernoullin polynomien ominaisuudet

—
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58. Osoita, ettd

1m+2m++nm:Bm+1(n+1)_Bm+l

m+1
59. Olkoon p € P, néyta, etta

pBo=1>+2°+---+(p—1)* (mod p).



60. (a) Olkoon p € P,p = 1(mod 3). Nayta, ettd

1
ng - 6 + Agp,

missé Ay, € Z.

(b) Tarkastele lukujen Boy nimittéajid Dok, kun £ =0,1,--- 13, 19.

(c) Osoita, ettd alkuluvut 5, 7, 11, 13, 17 ovat sdéannollisia.
Bo=1,B1=—1/2,By = 1/6, B, = —1/30, Bs = 1/42, Bs = —1/30,
Bio = 5/66, Bis = —691/2730, B1, = 7/6.

61. Asetetaan a; =1 ja

1
(1+al+-+a’),neZ.

Apy1 = —
n

Tutki vaitetta
a, €Z VnelZt.

42k+1 1
By, =—-——B -,
w=gprPun (§)

(a) n(n+1) | Snu(n) Vm € Z*,
Q[n]

(b) n*(n+1)? | Sp(n) Vm € 2Z* + 1.
QIn]

64. Olkoon A € Q ja v,(A) > 0 Vp € P. Nayta, ettd A € Z.

62. Niyti, etti

63. Osoita, etté

65. Niytd, etti

(a) B, € ZV¥n €N,
(b) si(n,k) € ZVn € N,0< k < n,
(c) Sa(n,k) € ZVn € N,0 <k <n.

66. Niyti, ettd

(a) s1(n,0) = d,0,51(n,n) =1,
(b) s1(n,1) = (=1)""*(n - 1),
(¢) s1(n,2) = (=1)"(n—1)!H,_4,
(d) s1(n,n—1)= —(g)

67. Niiyti, etti

(a) Sa(n,m)=Sy(n—1,m —1)+mSs(n—1,m),



(b) Sa(n,m) = L é(—l)i(?) (m — i)

aina, kunn € ZT,0 <m < n.

68. Olkoon § = 2D = z-L ja f = f(z),g = g(x). Néyt4, ettd
(2 )
n
k=0
(v) )
"D"f =Y si(n, k)" f.
k=0
(c)
f = ZSQ n, k)z*DFf.
k=0
69. Osoita, etta
k=0

70. Maaraa Stirlingin kolmiot (mod p) 8. riville asti, kun p = 2, 3,5, 7.

71. Olkoon « € C*. Osoita, ettid jonot

ovat lineaarisesti vapaita C:n yli.

72. Osoita differenssioperaattoreille

(a) A= (=1)" 3= () (=E),

73. Olkoon D € Z neliévapaa. Osoita, etti v/ D ¢ Q.

74. Olkoot n € Z>3 ja r € QT. Osoita (Fermat'n suuren lauseen nojalla), etti

Vi+rm ¢ Q.
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(a) Ratkaise rekursio

api2 — (N4 3)api1 + (n+ 1)a, = 0.

(b) Olkoot f,, = n! ja e, = nl > L. Osoita, ettd {(e,), (fn)} on (a)-kohdan
k=0
ratkaisukanta.

(c) Mé&&raa rekursion
(n+2)bpya — (N4 3)bpg1 + b, =0

ratkaisukanta.
(d) Ratkaise rekursio

apio — (n+ 1ays — (n+ 1)a, = 0.

(e) Olkoon g, = n! >’ (_k—l,)k Osoita, ettd {(f.),(gn)} on (d)-kohdan ratkaisu-
k=0

kanta.
Osoita rationaalilukujen ja -funktioiden supistamis- ja laventamissaannot.

Osoita, etta
(D) (") (DR = (=0r ().
(Z) (ﬁ)(_l)k = <_1)n5nr-

Olkoot (a,), (b,) € C. Osoita identiteettien

a, = Zn: (Z)bk ja

k=0
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yhtéapitavyys.

Maaraa

() (1) e

n=> np, 0<m<p-1

Olkoon p € P ja

luvun n € Z* p-kantaesitys seki asetetaan

sp(n) = Z n;.



Osoita, etta
n — sp(n)

N =
Up(n’) p— 1

81. (a) Osoita Neperin luvun e irrationaalisuus kiiyttien luvun e~! sarjaesitysté.

(b) Osoita, ettd ehdosta
ae’+be+c=0, abcel,

seuraa, ettd a =b=c=0.



