Lukuteoria ja ryhmat

Harjoitus 2 kevat 2013

1. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on nollasta eroava.
a) Olkoot syt(a,b) = 1 seké ¢ ja d sellaisia kokonaislukuja, ettéd c | a ja
d | b. Osoita, etté syt(c,d) = 1.
b) Merkitédén syt(a,b) = d. Osoita, ettd syt(a/d,b/d) = 1.

2. Maaraa Eukleideen algoritmilla suurin yhteinen tekija seuraaville luvuille
ja esitd se ndiden kokonaislukujen lineaarikombinaationa:
a) 478 ja 212,
b) 201 ja 1024.
Esitd luku 3 b) -kohtaa apuna kdyttden lukujen 201 ja 1024 lineaarikombi-
naationa.

3. a) Olkoot a ja b kokonaislukuja. Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset
kokonaisluvut x ja y, ettd ax + by = 1. Osoita, ettd syt(a,b) = 1.
b) Onko olemassa sellaisia kokonaislukuja r ja s, ettd 1841r+3647s = 17

4. Oletetaan, ettd k € Z. Osoita, ettd luvut 3k + 2 ja bk + 3 ovat suhteellisia
alkulukuja.

5. Olkoot a, b, ¢, k kokonaislukuja.
a) Oletetaan, etté syt(a,b) = syt(a, c) = 1. Osoita, ettd syt(a, bc) = 1.
b) Oletetaan, etta ¢ | ka, c | kb ja syt(a,b) = 1. Osoita, etti c | k.

6. Esitd seuraavat kokonaisluvut alkulukujen tulona ja méaaraé ndiden esitys-
ten avulla lukujen suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen jaettava:
a) 96 ja 525,
b) 5040 ja 7700.

7. Mitka seuraavista kongruensseista ovat tosia?
a) 111 = —9 (mod 40),
b) 2=99 (mod 7),
¢) 630 =1 (mod 37).

8. Oletetaan, ettd m € Z, ja a,b,c € Z.
a) Oletetaan, ettd a = b (mod m) ja b = ¢ (mod m). Osoita, etta
a = ¢ (mod m).
b) Osoita, ettd aina a = a (mod m).
c¢) Osoita, ettd a = b (mod m) jos ja vain jos b = a (mod m).
d) Osoita, ettd m | a jos ja vain jos a = 0 (mod m).
e) Oletetaan, ettd a = b (mod m). Osoita, ettd m | a jos ja vain jos m | b.



