Lukuteoria ja ryhmat

Harjoitus 8 kevat 2013

1. Olkoot G Abelin ryhmé ja f: G — G, f(a) = (a™1)2
a) Osoita, ettd f on ryhmahomomorfismi.
b) Olkoon G = 7Zj,. Méarasd Im(f) ja Ker(f). (Voit kidyttad apuna har-
joituksen 5 tehtdvéd 5c).)
¢) Muodosta tekijaryhmé G /Ker(f) ja esitd sen ryhmétaulu.

2. Osoita, ettd ryhmédhomomorfismi f: G — G’ on injektio jos ja vain jos
Ker(f) = {ec}.

3. Olkoot G syklinen ryhmé, H ryhma sekd G = H. Osoita, ettd H on sykli-
nen.

4. Onko ryhmé (Z4, +) isomorfinen ryhmén (Z}, -) kanssa, kun
a)m=29, b) m =5, c) m =87

5. Olkoot f: G — G’ ja g: G’ — G"” ryhm&homomorfismeja.
a) Osoita, ettd go f: G — G” on homomorfismi.
b) Olkoot f ja g isomorfismeja. Osoita, ettd g o f on isomorfismi.

6. Olkoon f: G — G’ ryhmiisomorfismi. Osoita, ettd f~': G’ — G on iso-
morfismi.

7. Osoita, ettd ryhmien valinen isomorfia on ekvivalenssirelaatio missé tahansa
ryhmistd muodostuvassa joukossa. (Kéyta apuna kahden edellisen tehtévan
tuloksia.)

8. Kuvaus f: (Z3,) — (Z3,), f(a) = a*, on ryhmihomomorfismi. Osoita, ettd
(Z35/Kex(f),-) = (Zs, +).

9. Olkoot M = {A = (z Z) |a,b,c,d € R ja det A # 0}

jaN={A= (‘é Z) | a,b,c,d € R ja det A= 1}.

Harjoituksen 5 perusteella tiedetdén, ettd (M,-) ja (R* = R\ {0},-) ovat
ryhmid. Osoita, ettd (N,-) < (M,-) ja (M/N,-) = (R*,-). (Vihje: Etsi
sellainen homomorfismi f: M — R*, jolle Ker(f) = N ja Im(f) = R*.)



