Lukuteoria ja ryhmat
Vihjeet 1 kevit 2014

1. Olkoon A = {1,2,3,4}. Mitké seuraavista joukon A x A osajoukoista R;,
1 =1,2,3, ovat ekvivalenssirelaatioita:

Rl = {(17 1)7 (27 2)7 (17 2>7 (27 1)7 (37 3)? (47 4)}7
Ry = {(17 1)7 (27 2)7 (274)7 (37 3)7 (37 4)7 (47 4)}7
R3 = {(17 1)7 (1v 2)’ (27 1)7 (27 2)7 (4’ 4>}?

Jos R;, i =1,2,3, on ekvivalenssirelaatio, mitkd ovat ekvivalenssiluokat?

Vihje. Merkinnat ovat Maaritelmasta 1.2 ja pitda katsoa toteutuuko Maa-
ritelmén 1.3 ehdot. Jos jokin kohta ei toteudu kysymyksessa ei ole ekvi-
valenssirelaatio. Ekvivalenssiluokkaan kuuluvat ne perusjoukon A alkiot,
jotka ovat ekvivalenssiluokan méaradjan kanssa relaatiossa.

2. a) Madéritellddn reaalilukujen joukon R relaatio R seuraavasti:
xRy, jos x>wy.

Onko R ekvivalenssirelaatio?
b) Maaritelladn reaalilukujen joukon R relaatio R asettamalla

tRy < x—ye Q.

Osoita, ettd R on ekvivalenssirelaatio. Marad [v/2].

Vihje. a) Kokeile aluksi eri reaaliluvuilla pitd&dko Maaritelmén 1.3 ehdot
paikkansa, jos jokin kohta ei pidd paikkaansa, niin olet saanut vastae-
simerkin, joka kaataa ekvalenssirelaation.

b) Osoita, ettd Médritelmén 1.3 ehdot pitivit paikkansa. Luvun v/2 mé-
radaméaan ekvivalenssiluokkaan kuuluvat ne reaaliluvut, jotka ovat re-
laatiossa luvun /2 kanssa.

3. Maéaritelladn kokonaislukujen joukon 7 relaatio R seuraavasti:
a) aRb, jos a | b.
b) aRb, jos a + b on parillinen.
c) aRb, jos ab > 0.
Onko R ekvivalenssirelaatio? Jos R on ekvivalenssirelaatio, mitké ovat ekvi-
valenssiluokat?



Vihje. Kokeile aluksi eri kokonaisluvuilla pitdvatko Méaritelmén 1.3 ehdot
paikkansa, jos jokin kohta ei pidé paikkaansa, niin olet saanut vastaesimer-
kin, joka kaataa ekvalenssirelaation. Jos nayttéad, ettd kaikki ehdot pitéa-
vt paikansa, niin todista, ettd néin on. Ekvivalenssiluokkien méaraamises-
sd kannattaa ottaa aluksi jokin kokonaisluku ja méarittda sen maaraama
ekvivalenssiluokka. Tamén jalkeen méadritetdan sellaiselle kokonaisluvulle
ekvivalenssiluokka, joka ei vield kuulu aikaisempaan ekvivalenssiluokkaan.
Néin jatketaan, niin kauan, ettéd jokainen kokonaisluku kuuluu johonkin
ekvivalenssiluokkaan (ja vain yhteen).

a) Esitd luku 4175 kymmenjérjestelmén lukuna.

b) Esita luku 4175 bindarijarjestelman lukuna.

c) Esitd luku 123, kahdeksanjérjestelmén lukuna.

d) Esita luku 1100011, kahdeksanjérjestelmén lukuna.

Vihje. a) Kirjoita auki, mitd tdmé& merkinté tarkoittaa ja sievenné.

b) Kirjoita auki, miti timéi merkinti tarkoittaa ja sijoita 8 = 23, jolloin
saat esityksen luvun kaksi potenssien summana.

c) Kayta jakoalgoritmia, kun jakaja on luku 8. Kéyta jakoalkoritmia ai-
na lukua 8 suurempiin lukuihin. Lopuksi poista sulut, niin esitys on
halutussa muodossa.

d) Kirjoita auki, mitd tim# merkinti tarkoittaa ja sijoita 22 = 8 ja 22 = 4.

. Osoita Lauseen 2.2 avulla, ettd jokainen kokonaisluku on jotain seuraavista
muodoista:
4q, 4q + 1, 4q + 2, 4q + 3,

missa q € Z.

Vihje. Oleta, ettd a on mielivaltainen kokonaisluku. Kayta Lausetta 2.2
tapauksessa b = 4.

a) Osoita, ettd kahden muotoa 4k +1 olevan kokonaisluvun tulo on myds-
kin muotoa 4k + 1.

b) Osoita, ettd kahden muotoa 4k + 3 olevan kokonaisluvun tulo on muo-
toa 4k + 1.

c¢) Osoita, ettd parittoman kokonaisluvun nelié on muotoa 8k + 1.

Vihje. a) Ota kaksi muotoa 4k + 1 olevaa kokonaislukua (kiytéa eri kir-
jaimia k:n paikalla) ja kerro keskendén.
b) Ota kaksi muotoa 4k + 3 olevaa kokonaislukua (kéyté eri kirjaimia k:mn
paikalla) ja kerro kesken&én.



c¢) Voit tutkia luvun 2m + 1 toista potenssia, jolloin saat 4k + 1 muotoa

olevan luvun. Osoita vield, ettd k:n paikalla oleva luku on parillinen.
Toinen tapa on kiyttaa a)- ja b)-kohtaa apuna, silld parittomat koko-
naisluvut ovat joko muotoa 4k + 1 tai muotoa 4k + 3.

7. Olkoot a, b, c ja m kokonaislukuja.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Oletetaan, ettd a | b ja b | c. Osoita, ettd a | c.

Oletetaan, etté ¢ | a ja c | b. Osoita, ettd ¢ | ab.

Oletetaan, ettd a | b ja b | a. Osoita, ettd b = a tai b = —a.
Oletetaan, ettd m # 0 ja ma | mb. Osoita, ettd a | b.
Oletetaan, ettéd ¢ | a ja ctb. Osoita, ettd c{ (a +b).

Jos ¢ jakaa luvun ab, niin onko mahdollista, ettd ¢t a ja c 1 b?

Vihje. a) Kéayté oletuksiin Maaritelmaa 2.3.

Kayta oletuksiin Méaritelmaa 2.3.

Kayta oletuksiin Méaaritelméa 2.3 ja esitd luku b muodossa b = mb,
m € 7.

Kéyté oletukseen Maaritelméa 2.3 ja mieti mitd yhtélolle saa tehda ja
mité pitdisi tehdéa, ettd saadaan véite.

Tee vastaoletus ja osoita, ettd saadaan ristiriita oletuksen c 1 b kanssa.
Ota kolme kokonaislukua a, b, ¢, joille péatee ehto ¢ | ab. Jos et saa
esimerkkid aikaiseksi muuta lukuja (mieti miksi ei onnistu), niin kauan,
etta onnistuu.



