Harjoituksia kevat 2014

1. Tutki seuraavia jonoja

a) (a,) = (3n —1)

b) () = (57

c) (an) = <(n T 1)1(n - 2))

2. Tutki seuraavia sarjoja

) ki:;l (3k — 1)
W 5 ()

2 ,:1 ((k i 1)1(k i 2))

8

2 -1
3. Olkoon A = 2 13 ja B=1 0 6
4 0 1
-3 1
Maaraa
a) A+ B, b) AB, c) BA,
d) A? e) AT, f) AT — B,
4. Laske seuraavat determinantit
S 2 0 -1 —2
(a) i 5 (b)[3 0 2 (c)| 6
4 -3 7 4
3 -2 -5 4 1 1 2 3
-5 2 8 =5 2 2 -1 0
D o 4 7 _3 ©lg 2 1 1 ()
2 -3 =5 8 3 2 6 7

Vast: a) 23, b) 21, c) 100, d) -54, e) 0, f)A

S ot Ww

O = =

—2

O = =

— O~



5. Mikali mahdollista maaritd A~!, kun

2 5
=(13)
a) Yhtalostda A- A7 =1,

b) Kofaktorien avulla

c¢) Gaussin eliminoimismenetelmalla.

Tarkista kertomalla!

3 =5
T
Vast: A7 = (_1 9 >

—11 2 2
6. Olkoon A = —4 0 1
6 -1 -1

Mééritd A~ mikéli mahdollista
a) Kofaktorien avulla
b) Gaussin eliminoimismenetelmélla

Tarkista kertomalla!

1 0o 2
Vast: A=1=12 -1 3
4 1 8

7. Ratkaise yhtaloryhma
—1lz+2y+2z =1

—4dx + 2 =2
6r —y — 2 =3
a) Kédnteismatriisin avulla, mikéli mahdollista
b) Cramerin sdénnolld, mikéli mahdollista
c¢) Gaussin eliminoimismenetelmalla
d) Ilman matriiseja

Vast: z =7, y=9, z=30.

8. Ratkaise lineaariset yhtaloryhmét (Gaussin eliminoimismenetelma)

3r+4y -3z =-3 23y 2 =5
20 4+3y+2z =5

a) b)y z—-2y+3z =2
rT+y+z =4

e —y+4z =1
3r+4y+32 =9 Y



10.

11.

3z +4y — 3z
42y — 24 3w =3 2% + 3 4 2
x z
c)q 2x+4y+4z+3w =9 d) Y
r+y+z
3r+6y—z+8w =10
20 + 2y + 2z

Vast:
a)r =5, y=-3, z2=2

b) ei ratkaisua
c) z —( —x—2y), w=2z—1, reRyeR
d) ei ratkaisua
Tutki ovatko seuraavat vektorit lineaarisesti riippumattomia
a) z1 = (1,1,2)
xo = (4,5,5)
x3 = (5,8,1)
b) xr1 = (1,1,2)
xo = (4,5,5)
x3 = (—1,-2,2)

Tutki seuraavien matriisien astetta
3 4 -3
a)l 2 3 2
1 1 1
3 4 -3 1
2 3 2 2
b) 1 1 1 3
1 2 1 —1
3 4 -3 1
) 2 3 2 2
9111 -5 -1
6 8 —6 2

Vast: a) 3 b)3 «¢)2

Etsi seuraavan matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit
5 2 4
A=10 1 3

0 0 2

=3
=5

=5



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Vast: )\1 :1, )\2:2, )\3:5

] z (e o
X, = -2z |, Xy = 3x , X3=|0], z€ R\{O}
0 x 0

Madirita funktion f(z,y, 2) = 22 +y? + 722 — 2y paikalliset ddriarvokohdat ja niiden
laatu. Onko kyseessa absoluuttinen aariarvo?

Vast: f(0,0,0) = 0, abs. minimi

Madirita funktion f(x,y, 2) = 222 + 4y? — 622 paikalliset dériarvot ja niiden laatu.

Vast: Ei max, ei min.

Madirita funktion f(z,vy, 2) = —2? —2y? — 2% + 2y + 2 dériarvot ehdolla x+y+2z = 35.

Vast: £(15,9,11)=-362, sidottu abs. max.

Paljonko arvioit maksimiarvon olevan jos ehtona on
r+y+2z=36 tai z+y+z=34.

Vast: -383, -341

Mééritd funktion f(x,y, z) = 2242y —2x—10z—3 diriarvot ehdoilla 22 +2y+2z = 0
jar=—2y—3z.

Vast: (8, -16, 8)=-67 sidottu abs. minimi.

a) Madrita funktion f(x,y, z) = —22—2y%—22+xy+2 dériarvot ehdolla x+y+2 < 35.
b) Méaarita funktion f(z,y, 2) = —22—2y?—22+xy+z didriarvot ehdolla z+y+2z > 35.

Vast: a) £(0,0,1) = 1, sidottu abs. max b) f(15,9,11) = —362 sidottu abs. max

Maaritéa funktion f(x,y, z) = zy + xz + yz dariarvot

ehdolla zyz > 125.

Vast: Ei max, ei min.



18.

19.

20.

21.

Kahden teollisuudenalan 1 ja 2 taloutta kuvaa taulukko (luvut miljoonia euroja)

kayttaja
Tuottaja  kokonaistuotanto 1 2 loppukysynta
1 300 100 100 100
2 600 200 0 400

Maaraa teollisuudenalojen kokonaistuotannot, kun teollisuuden 1 lopputuotekysynta
on 100 ja teollisuuden 2 lopputuotekysynta on 200.

_ 240
Vast: z = (360> .

Olkoon otoksen havaintoaineisto seuraava:

r1 X2
4 1 2
-1 0 -1
3 -1 1

Maaraa pienimman neliosumman estimaatti regressioyhtalolle
y = Po + bix1 + [aza.

Vast: fo =4/5, 61 = —2/5ja B2 =9/5.
Etsi dariarvot funktiolle f(z,y) = 45z + 55y rajoitteilla

6z + 4y < 120,
3z + 10y < 180 ja
z,y > 0.

Huom: Kayta ratkaisumonikulmiota.

Vast: max: f(10,15) = 1275
min: f(0,0) =0,

Maksimoi funktio f(z,y) = 45x + 55y rajoitteilla
6z + 4y < 120,
32 + 10y < 180 ja
z,y > 0.

Huom: Kayta Kantaratkaisu -menetelmaa.

Vast: max: f(10,15) = 1275
min: f(0,0) =0,



22.

23.

24.

25.

26.

Etsi dariarvot funktiolle f(z,y) = 45z + 55y rajoitteilla

6z + 4y > 120,
3z 4+ 10y > 180 ja
z,y > 0.

Huom: Kayta ratkaisumonikulmiota.
Vasst: min: f(10,15) = 1275

Maksimoi funktio f(z1,z2) = 221 + 1022 rajoitteilla

2.361 + X2 < 6,
5x1 + 4z > 20 ja
x1,x2 = 0.

Vast: (0, 6) maksimiarvo 60.
Huom: Kayta Simplex -menetelmaa.

Integroi
1
a) Sde b) /me””de.
Va2 + 2z +2
T 2 r+1
e d) [ 27 Ttad ——dx.
c) /56'211133'2 o )/ var e)/2:c2+4:c+5 v
Vast: a) 3 (22 +2z+2)3 +o, b) %emQ + ¢,
CD2
d) &5 +c, e) $In|22? + 4z + 5| + c.
Integroi

d 1
a) /:UQ\:U|d:c b>/1+xef’3 c) /%dw

Vast: a) 32%(z|+¢, b)z—In(l+e”)+c, ¢ 3

Integroi

a) /(:cQ—\/E+2)da: b)/mazx

) /(3;%2)2 d) /f:lldm.

Vast: a) 323 — 22T + 22 + ¢, b) %(2+5w)% +c,

¢) sIn|Inz?| +¢,

(Inz)? +c.



C)—3(9++6)—|—c, d) %x3+%m2+m+c.

27. Laske osittaisintegroinnilla

a) /xe‘xdaz b)/:c7ln:c dx

c) /m(—x+2)5d.r d) /(lnm-l) de.

Vast: a) —e *(z+1) +¢, b) s28(lnz — §) + ¢,
¢) —g(—z+2)%z+2(—x+2))+ d) 3(Inz)? +c.

28. Laske osamurtokehitelman avulla

x? dx
a>/x3—3x2+3w—1d$ b>/x5+2w3+w'

Vast: a) 1n|;1; — 1| — % — W + ¢, b) ln|x| — %ln(mz + 1) + _2(3521-1-1) + c.

29. Integroi sopivalla sijoituksella

) / dx b) dx
1+ Yz +3 V2 — 12

z?dz zt/? 4 g1/6
c) / aronpr Y / .
x) x

30. Maarita integraalit

2 2
2z +3
—1)%d b ——d
) [w-rpde, v [ 2
2 1
2 3
c) /x(x— 1)%dz, d) /x|m—2|dw.
2 0

Vast: a) —22 b)In2 ) — 32 d)s.



31.

32.

33.

34.

35.

Maarita integraalit

e

a) /lnm dz,

1
2

/ z+3
dx.
2 +3x 42

1

Vast: a) 1, b) In 22

Laske kayrien y = v/1 —z ja y = /o — 2 seka suorien y = 1 ja y = 2 rajoittaman
alueen pinta-ala.

a) Suorita tehtédva z-akselin suhteen tarkasteltuna.

b) Suorita tehtéva y-akselin suhteen tarkasteltuna.

Vast: 17/3.

Laske kiyran y? = 2z + 1 ja suoran  — y — 1 = 0 rajoittaman alueen pinta-ala.

a) Suorita tehtdva x-akselin suhteen tarkasteltuna.

b) Suorita tehtéva y-akselin suhteen tarkasteltuna.

Vast: 16/3.

1
Laske integraali / z(1—x)
0

a) osittaisintegroinnilla b) sijoituksella.

Vast: 1/20.

Laske Taylorin sarjakehitelman avulla

2
2
/em dx.
0

Huom: Kayta tarkkuutta k& = 3.
Vast: 4e.



36. Laske Puolisuunnikassaannon avulla

/em2dm.

0

Huom: Kayta tarkkuutta n = 4.
Vast: 20,64

37. Esité funktiolle f(x) = 222 + 2x + 2 Taylorin sarjakehitelm.

38. a) Olkoon kompleksiluvut a=142i ja b=1—3i.
Maéarda a, a+b, a-b, a/b ja |b|.

b) Ratkaise yhtilo 223 — 222 + 182z — 18 =0, kun x € C.

39. Maaraa seuraavat trigonometristen funktioiden arvot:

a) cos 0, b) sin0, c) tan0,

d) cos 7, e) sin 7§, f) tan 7,
g) cos, h) sin, i) tanm,

j) cos 3L, k) sin 3T, 1) tan 37,
m) cos 7§, n) sin 7, o) tan %,
p) cos %, q) sin g, r) tan g,
s) cos g, t) sin 7, u) tan 3,

40. Ratkaise yhtalo sin 2z = cos z kahdella tavalla.

41. Integroi / derivoi

/2

a) /cos 3z dux, b) /tan x dx, c) /sin2 x dx,
0
d) Dcos 3z, e) Dtan 2z, f) Dsin? 2z.

(kayta kaavoja)



42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Integroi

1 9
Ly b d
E1)/\/9—4952 © )/4:c2+9 o

Ratkaise differentiaaliyht&lo

dy .
— + 2y =sin 2z.
dx

Ratkaise differentiaaliyht&lo
d
el + 2y = 2% + €*.
dx

Ratkaise differentiaaliyht&lo

dy

(1+2%)== +2(1+y) =0.

dx

Ratkaise differentiaaliyhtélo (kéyta 2. tapaa)

d
el + 2zy = e
dx

Ratkaise differentiaaliyht&lo
(z +y)dz + (- y)dy =0

alkuehdolla y(0) = 0.

a) Késittele homogeenisena differentiaaliyhtalona.

b) Kisittele eksaktina differentiaaliyht&lona.

Ratkaise differentiaaliyht&lo

alkuehdolla y(0) = 1.



49.

50.

51.

52.

53.

o4.

95.

Ratkaise differentiaaliyht&lo

Ratkaise differentiaaliyht&lo

(2% — 2y?)dz + xydy = 0.

Ratkaise differenssiyhtalo
Ay =5 — dyy

alkuehdolla yo = 2.

Ratkaise differenssiyhtalo

Y42 — 4yt =5
alkuehdolla yo =1/3 ja y3 = —5/3.
Ratkaise differenssiyhtalo

NPy; =5 — 2y + 5y,

alkuehdolla yo =1/3 ja y; = —5/3.

Ratkaise differenssiyhtalo
Ayr =5 — Syy

alkuehdolla yg = 2.

Ratkaise differenssiyhtalo

Yt+2 — 4y, =5

alkuehdolla yo =1/3 ja y; = —5/3.



56. Ratkaise differenssiyhtalo
Ay =5 — 2yp 1 + Sy

alkuehdolla yo =1/3 ja y3 = —5/3.



