
Lukuteoria I

Harjoituksia syksy 2006

1. Osoita, että

(a) dxe = −b−xc ∀x ∈ R,

(b) bxc ≤ x < bxc + 1 ∀x ∈ R,

(c) bx + kc = bxc + bkc ∀x ∈ R, ∀k ∈ Z,

(d) bxc + byc ≤ bx + yc ∀x, y ∈ R,

(e) bxcbyc ≤ bxyc ∀x, y ∈ R≥0.

2. Olkoot a, b, q, r ∈ Z ja a = qb + r, 0 ≤ r < |b|.
Näytä, että

q =

⌊
a

b

⌋
, r = a − b

⌊
a

b

⌋

jos b ∈ Z+.

3. Määrää sellaiset luvut n ∈ N, että

(a) n2 + 1 ∈ P,

(b) n3 + 1 ∈ P,

(c) n4 + 1 ∈ P.

4. Kertaa ryhmän, renkaan, kokonaisalueen, kunnan sekä karakteristikan määritelmät.

5. Olkoot a, b ∈ Z+ annettu. Näytä, että on olemassa yksikäsitteiset q, r ∈ Z siten,
että

a = bq + r, −b/2 < r ≤ b/2.

6. Olkoon x ∈ R≥1 annettu ja ωd(x) = #{k ∈ Z|1 ≤ k ≤ x, d|k}.

(a) Näytä, että ωd(x) = bx/dc.
(b) Laske ωd(1000), kun

d = 5, 25, 125, 625.

(c) Määrää 7. jaolliset kokonaisluvut väliltä [1000, 10000].

7. Osoita, että
2 - b(2 +

√
3)nc ∀ n ∈ Z+.


