
Lukuteoria I

71. Olkoon α ∈ C∗. Osoita, että jonot

(a) (αn), (nαn),

(b) (αn), (nαn), (n2αn)

(c) (1), (Hn),

(d) (n!), (n!Hn).

ovat lineaarisesti vapaita C:n yli.

72. Osoita differenssioperaattoreille

(a) 4n = (−1)n
n∑

k=0

(
n
k

)
(−E)k,

(b) En =
n∑

k=0

(
n
k

)
4k .

73. Olkoon D ∈ Z neliövapaa. Osoita, että
√

D /∈ Q.

74. Olkoot n ∈ Z≥3 ja r ∈ Q+. Osoita (Fermat’n suuren lauseen nojalla), että

n
√

1 + rn /∈ Q.

75. (a) Ratkaise rekursio

an+2 − (n + 3)an+1 + (n + 1)an = 0.

(b) Olkoot fn = n! ja en = n!
n∑

k=0

1
k!

. Osoita, että {(en), (fn)} on (a)-kohdan

ratkaisukanta.

(c) Määrää rekursion

(n + 2)bn+2 − (n + 3)bn+1 + bn = 0

ratkaisukanta.


