Matematiikan perusmetodit I/Mat

10.

11.

HARJOITUKSIA, SYKSY 2006

. Johda yhtélon ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) ratkaisukaava. Tarkastele

ensin esimerkking yhtiloa 22 + 5z + 6 = 0.

. Mité alkioita kuuluu joukkoon A = {z € R | 2° = —1}?

1
.OlkoonA:{xER]H—x<1+x}jaB:{x€R|x2—2}.

Osoita, etta A C B.

. Osoita, ettd joukot A = {x e R|2%2 —2 -2 < 0} ja B = {x €

R| — 1<z < 2} ovat samat. Miirdd A:n komplementti A“.

. Olkoon A = {x € R | x on parillinen kokonaisluku} ja

B = {x € Z | 2* on parillinen kokonaisluku}. Osoita, ettd A = B.

. Olkoon A = {z € R | z on parillinen kokonaisluku } ja

B = {z € R | 22 on parillinen kokonaisluku }. Onko A = B?

Olkoon A = {1,2,3,4,5,6} ja B = {2,4,7,9}. Mirdi AN B ja
AUB.

r— 2

. Olkoon A={z€eR|0<—=<1}jaB={reR|z*-br+4<

x+3
0}. Esitd mahdollisimman yksinkertaisesti lukujoukot AUB ja ANB

muodossa {z € R | P(z)}.

. Olkoot A ={1,2,3,..,50}jaB={zeN|z=n*+1

jollain n € N}. Maarda AN B.

Osoita, etta

a) AUAC =E  b) AC = A.

Todista De Morganin laki
(AN B)Y = AU BC.
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Oletetaan, ettd A C B. Osoita, etti B¢ C AC.

Olkoon A = {n € Z|n > 3} ja B = {n € Z|n* < 5}.

Laske A, AUB, AN B ja B\ A.

Olkoon A = {z € R| |z| < 1}. Laske A ja A x A°.

Olkoot A = {1,4,6,8,10,11} ja B = {2,3,4,5,8,10}. Miisrisa AN B

ja AU B.

Olkoot A = {z € R| —2 < 2z < 8} ja B = {-2,0,2,4,7}. Maaraa
ANBjaAUB.

Ratkaise epayhtalo

a) |z +4| <4

d) [z +1] <=

b) [2z] > |5 — 22|

e) |lz|+|z+1] <2

c) ‘1+%‘<1
f) —2

1

1-22 — 14z~

Olkoot A ={1,3,5,7} ja B ={1,2,3,4}. Laske
a) AUB, b) A\B,B\ A c) Mité voit sanoa joukoista A® ja B¢?

1
OlkootA:{xER|x2—4x+3<O}jaB:{xER|:U7EO, —<—1}.
x

Laske a)

AN B,

b)

BC

)

A\ B.

Osoita, ettd A C B, jos ja vain jos AU B = B.

—1
Olkoon A = {z € R| 0 < x—+4 < 2}. Laske AC ja A x AC.
e

Olkoot A= {n € Z | n2<5}jaB:{n€Z\ n # 0,

Laske A x B ja B x A.

Olkoot A ={(k,n) € ZXZ | k+n > 2} ja
B = {(070)7 (172)7 (27 _1)7 (37 _4)7 (374)}'

Laske a)

AC,

b)

AN B,

)

B\ A.

4

n__

<3},
n
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33.

Ratkaise epayhtalot
a) lr—1|+ |z +1| <4 b) 22 — 4x > 2
c) |v? —4x| < 3 d) |22 — 1| < |5z — 3.

Todista oikeaksi tai vaaraksi vaite

105v/n3 + 700 + 1052 4+ 10" > n?  Vn € Z,.

Todista induktiolla seuraavat vaitteet:

n

a)Zi:M) b) ijzn(n+1)(2n+1)

2 6 ’

U 3(9" —1
C) ng_l = % Vn€Z+.

=1

1 1
Osoita, ettd (1 — —)" > 1~ —, kun n € N ja n > 2 (vihje: kayta
n n

Bernoullin epayhtalod).

Joukossa E on n alkiota. Todista induktiolla, etta FE:n kaikkien
osajoukkojen joukossa P(FE) on 2" alkiota.

Todista tarkasti vaite: § +1> vz +1 Vo > —1.

Tutki ovatko seuraavat vaitteet tosia ja todista ne siina tapauksessa.
a) n> — 500n — 90 < +/70n5 +900 Vn =1,2, ...

b) luku n? — 1 on jaollinen kolmella aina, kun n on parillinen
positiivinen kokonaisluku.

Todista, ettd n® — n on jaollinen kolmella aina, kun n on kokonais-
luku.

Osoita, ettd luku n? — 1 on jaollinen kolmella aina, kun n > 3 on
alkuluku (jaoton).

Osoita, ettd n3 +1 > n? + n aina, kun n € N.
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On n taloa, joista jokainen halutaan kytkea puhelinkaapelilla toisi-
insa (kytkentd = kahden talon vélinen kaapeli). Kuinka monta
kytkentaa tarvitaan?

Todista induktiolla seuraavat vaitteet:

n n 1
a) 1—|—Z k-k! = (n+1)!, D) Z — < 2y/nainakunn =1,2,....
= = vk

Osoita induktiolla, ettd n-kulmion kulmien summa=(n — 2)180°.

Todista induktiolla seuraavat vaitteet

a) Y it +1)= w, aina, kun n € Z,
i=1

b) n® > 3n+ 3 aina, kun n € Z, n > 3,

c) luku 22" + 15n — 1 on jaollinen luvulla 9, kun n € Z..

Osoita, etti a® + b2 + ¢ > ab + ac + be (vihje: tutki lauseketta
(@ =02+ (b—c)?+ (a—c)?).

Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Osoita, etta

1 1 1
b 4 -4+ ) >0,
(a + +c)(a+b+c)_

1
a) Todista, ettd z + — > 2 aina, kun = > 0.
x

1 1 1
b) Todista a)-kohtaa kayttéaen, ettd (a +b+c)(— + b + —) > 9 aina,
a c

kun a, b ja c ovat positiivisia reaalilukuja.

Olkoon a < b seki, A = 1(a® + ab + b?) ja B = 3(a* + b?). Osoita,
ettda A < B.

Tutki lukujen m + n ja mn parillisuutta, kun m,n € Z.
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a) Osoita, ettd kahden rationaaliluvun summa, tulo ja erotus ovat
myoOs rationaalilukuja.

b) Olkoon z € R irrationaaliluku. Osoita oikeaksi tai véaédraksi vaite:

z—1 : . .
on 1rrat10naahnen.

x +

Oletetaan: n,m € Z ja m? +n? on parillinen. Osoita, ettd m +n on
parillinen.

Ratkaise kaikki sellaiset x,y € Z, etti 22 —y? =1

Esita muodossa % luvut
a) 0,15 b) 2,342 c)

I‘H

1,2

J

Maaraa jaksollisten desimaalilukujen 1, 35 35 ... ja 2, 351 351...
kaanteisluvut muodossa @, missa m,n € Z.
n

Tiedetddn, ettéd |a| < 2 ja |b] < 7. Arvioi lukua |[4a + b| ylospéin.

Osoita kolmioepayhtloa kayttaen, etta
a) |[r—1] > 1 aina, kun |z| > 2, b) |2 —4| < 5 aina, kun |z —2| < 1,

2+
2—x

c) |4x 4+ 7| + |[4x — 1] > 8 kaikilla z € R, d) ‘ < 2 aina,

1
k < =
un |x| 5

Osoita, etta epayhtalo

VE+2)2+]y2 -4+ Q2 —-1)2-1>2

on voimassa kaikilla z:n ja y:n reaaliarvoilla. Milloin yhtasuuruus
on voimassa?

Todista: Jos 0 < a < b, niin

a<\/@<aT+b<b.
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Ratkaise epayhtalot

a) v — 1]+ |z| <2, b)z?—4dx>2, c)|lz®—4z| <3,
22
d) |bx + 1| < [3z — 1], e)2x—?<\x|—|—\x—2\.

Todista induktiolla, etta

5+ (4n — 1)57+!
a)1-54+2-5243-53+ ... +n 5" = +(n16) Vn € Zy,

=
]
£
IA
NE

la;| Vn € Z4 jamille tahansa reaaliluvuille a1, as, ...,

j=1 j=1
1——) = =2.3,....

Todista induktiolla

a) Yo 5% =ML p =12,

n+2

Olkoon a,, = Z k2.
k=n

a) Osoita todeksi viite: jos luku a,, on jaollinen kolmella, niin myd6s
an+1 on jaollinen kolmella.

b) Tutki milloin a,, on jaollinen kolmella.

n n!

k) = Kl(n— k)!

a) Osoita suoraan laskemalla, ettd binomikertoimille (

on aina volmassa

n n n+1
— <
(k)+<k—1) ( I ), nkeZy, k<n

b) Todista induktiolla kaava

(1+x)”:z<z>xk VneZ,, xR

k=0
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c¢) Todista b-kohdan perusteella ns. binomikaava

(a+b)" =) (Z) a*" k. neZy, a,beR.
k=0

Osoita kolmioepayhtaloa kayttaen, etta
a) |3z + 2| + |3x — 2| > 4 kaikilla x € R,

b |3

2

> £ aina, kun |z| < 3.

Olkoon a > 0, |xr — 1] < aja |y — 1| < a. Osoita, ettd |x — y| < 2a.
Olkoot u > 0 ja v > 0 sekéd |x — a| < u ja |y — b| < v. Osoita, etta
a) lz+y—(a+b)| <u+w, b) |t —y— (a—b)| < u+w.

Olkoon € > 0 seké |x —a| < € ja |y — b| < €. Osoita, ettd |ry —ab| <
(laf + 0] + €)e.

Muodosta joukon

a) {a,b}, b) {a,b,c}, c) {a,b,c,d}
kaikki osajoukot.

Tutki, onko seuraavissa paattelyissa jokin virhe ja jos on, niin missa:

r=y=>a*=zy=>2’—y’ =zy—y* = (z+y)(z—y) =ylz—y) =
rty=y=20y=y=2=1.

Maaraa min S, max .S, inf S ja sup S mikali mahdollista, kun

a) S =]0,1[ U [2, 3]

1

> 1 1
95=Ul iy
n=1

d) S = {\ € R| yhtilollda 22 — Az + 2 = 0 ei ole reaalista ratkaisua}.

Osoita, etta joukon S supreemum on yksikasitteinen, mikali se on
olemassa.
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Osoita, ettd max (—5) = -min S ja sup(—S5) = -inf S (mikéli ole-
massa).

Ovatko seuraavat funktiot injektioita tai surjektioita:
i) f:Z—-2Z, fla)=2+2 (i) f:N=>N, f(z)=a+2
(iii) f:Z—-72, f(zr)=2x (iv) f:R—=R, f(x)=2z.

Kirjoita maaritysjoukko D, kun

a) f(z) =25+ 15 +3z -2,

)= /lel - e[~ a2

Olkoon f: R — R, f(z) =2?+1jag: R — R, g(r) = v+1. Maaraa
fog,gof, fofjagoy.

Maaritellaan funktio f asettamalla

1
—, kun |z| > 1
x

{ z, kun |z| <1
a) Madraa Dy ja Ry ja piirrd kuvaaja.
b) Midria f o f.

c) Ratkaise epéyhtdls —1 < f(z) <

N

2
Olkoon B={x € R |z >0}ja f: B — B, f(x)= R Osoita,
x
etta f on aidosti vaheneva. Maaraa fm arvojoukko Ry ja maaraa
f_l : Rf — B.
Osoita, etta injektiivisyyden ehto

1° z1,22 € Dy, a1 # 22 = f(21) # f(x2)
on yhtapitava ehdon

2° x1,29 € Dy, f(z1) = f(x2) = 1 = z2 kanssa.

Tutki seuraavien funktioiden surjektiivisuutta ja injektiivisyytta:

a) f:Z—Z, f(x)=2x—1, b) f:R—=R, f(zr)=2x—-1,
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©) L =N, f(z)=2?, d)f:RHR,f(x):{w

Olkoon f(z) = Tl

a) Tutki, onko f surjektio tai injektio.
b) Maaraa Ry ja f~1: Ry — R,

Olkoon a > 0 ja f reaalifunktio, joka toteuttaa ehdon f(x 4+ a) =
1
5 + v/ f(z) — (f(2))? aina, kun = € R. Osoita, ettéd f on jaksollinen

funktio, jonka jakso = 2a (on siis osoitettava, ettd f(z) = f(x + 2a)
aina, kun z € R).

Olkoon f jaksollinen funktio ja w > 0 sen perusjakso. Osoita induk-
tiolla, ettd nw on f:n jakso aina, kun n € Z,..
Bijektio f : R — R toteuttaa yhtélon

f(f~Yx)+2) = f(22) Vx € R.

Maaraa funktio f.

Olkoot f,g: R — R. Osoita
a) Jos (fog)(x) =2 Vx € R, niin f on surjektio.
b) Jos (go f)(z) =z Va € R, niin f on injektio.
c) Jos edellisten kohtien molemmat ehdot ovat voimassa

niin f~! = g.

Olkoon f : R — R bijektio ja g(x) = 2f(x) 4+ 1. Osoita, ettd myods
g : R — R on bijektio.

Olkoon f : R — R funktio, joka toteuttaa yhtalon

(f(@)’ + fx) =2 VzeR

a) Osoita, ettd f on injektio,
b) Osoita, ettd f on surjektio,
¢) Midrds f~1: R — R.

Olkoot f(z) = vx + 1 ja g(x) = 2% — 1. Ratkaise yhtilo (fog)(z) =
g9(z).
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Olkoot f(z) = < ja g(x) = |z+1|. Maarad Dy.,, ja ratkaise epéyhtild
(fog)(x) > g().

Olkoon f : R — R bijektio ja g(x) = 7f(x)+8 kaikilla z € R. Osoita,
etta g on bijektio:R — R.

Olkoot f ja g : R — R funktioita. Mita voidaan sanoa yhdistetysta
funktiosta g o f, kun

a) f ja g ovat kasvavia,
b) f ja g ovat viahenevia,
c) f on kasvava ja g on vaheneva,

d) f on vahenevé ja g on kasvava.

Laske P(0), kun polynomin P(z) = 2 + ax? + bz + ¢ 0-kohdat ovat
1.1 a 2.

Olkoon P astetta n oleva polynomi ja P(k) = 2 kun k = 1,2,...,n.
Milla ehdolla P(0) = 17

Tiedetddn, ettd r-siteisen kiekon ala = mr? ja kehén pituus = 277
Johda kulmaa 0,0 < 0 < 27, vastaavan sektorin alan ja kaarenpitu-
uden lausekkeet.

Maaraa sin x ja cos x, kun x on

aA)n-—, n=0,1234567,8 bﬁrg,n:LZ&&

c)n-—, n=1,57,11.

S

Maaraa kaikki x:n arvot, kun

1 1
a)sinz=—-, b)coszx=-1, c)cosx=-—, d)tanz =1,
Jsine =5, b) ) 5 9
) t I, f)sin2 ) tan 3 !
e) tan x = -1, sin 2r = —, an 3r = ———.
2 & V3
a) Muunna radiaaneiksi kulmat o = 60°, o = —45°, a = 120°.

3

b) Muunna asteiksi kulmat o = °F, a = %.
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Maaraa
a) sin2z, b) cos2z, c) tan2z, kun 0 < z < I ja sinz = 3.

. . 2 . 1
a) Osoita, ettd 1 +tan®z = ——.

b) Laske sin %, kun tan z = £ ja 7 < = < 3.

Olkoon tan § = t. Osoita, ettd sinx = % ja cosx = ;—tti
Todista identiteetit
a) cos* a — sin* o = cos(2a)
1— _
b) 15 = tan g
Ratkaise yhtalo
a) cosw = v/3sinz, b) sin 2x = cos z, ¢) sin3x = cos 2z,
d) cos2x = 2cosz — 1, f) v/3(cos? x — sin® ) — 2sinz cosx = 0.

Maaraa sin(x 4 y), kun sinx = % ja cosy = % ja0 <z <2m 0<
y<2m x¢[0,5]jay¢|0,5].

Ratkaise yhtalot

a) tanz = 2sinz, b) 1 + sin(3x) = (sinz + cos )2,
c) cos(7z) = cosz, d) sinz cosz = 3, e) sin(3z) = cos z.
Ratkaise epayhtalo

1
14+2sinx’

a) cos x+sin 2z < 0, b) sinz > c) sinx+cosx > 1.

Kolmion kulmat ja niiden vastaiset sivut ovat «, 8,7 ja a,b, c.

a) Todista sinilause: 2% = S”;/B = 221

b) Todista kosinilause: ¢? = a? + b* — 2abcos 7.

c) Laske a, kun b =2, ¢ =3 ja 8 = 7/6.

Ratkaise

a) 7|2$in2m+1| <1, b) sinz > cos 2z, c) sin 2z > cosx,

d) cos2x —tanz > 1, e)251n2x:1—sin(a:—|—%).
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Osoita, etta kompleksiluvuille z ja w

a)z+w=Z2+w, b)ZwW=zw, c)z=o2,

d) zz=z?, ) [z| =z, {) [zw]|= |2||w]
z| _ |7 :

g) ‘—‘:—(w;éO), W) 2l =0 2=0 Dwz=0sw=0
wl Jwl

tai z = 0 (tulon nollasd&nto).

1+
S5+ 2

Esita kompleksiluvut (1 + 2i)(1 — 37) ja muodossa x + yi.

Esita muodossa a + br kompleksiluvut

a) (1+44)(2—-5i) b) 2 ¢) (14+2i)? d) (1+2i)2

1+
44 31

Maaraa kompleksilukujen jacosa+isina,a € R, itseisarvot.

2

Milla reaaliluvun x arvoilla lauseke

kun z = z + 31.

- on reaalinen,
z — 61

Ratkaise z = x + yi yhtalosta |z| — 2z = 1 + 2i.

Olkoon P(z) = anx"™ + an_12"" 1 + -+ 4+ a1x + ag reaalikertoiminen
polynomi. Osoita: Jos z € C on P(x):n nollakohta, niin myds Z on
P(x):n nollakohta.

Esitd kompleksiluvut /3 + 3i, —2 + 24, —v/3 — i ja 1 — i muodossa
r(cos ¢ + isinp).

321
V3 1
2 ' 92 '

Laske a) (V3 +19)3°, b) (—— + —i

Ratkaise yhtédlo a) 22 =1, b) 2% = —1.

Esité sin 3a ja cos 3a lausekkeiden sin « ja cos o avulla (vihje: Kéyta
de Moivre’'n kaavaa).
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Osoita, etta kompleksiluvulle on voimassa
a) [z +w| < |z] +|w]  b) [z +wf’ + |z —w]® =2(|z[* + [w]?).

Tulkitse tulokset geometrisesti.
Ratkaise yhtalo 23 = —1 + 4.

Ratkaise yhtalot
a) [z +1]=0 b)z+22=3-i c)b=-1

Tutki, mité esittdvit kompleksitasossa joukot (z = = + iy) :

b) [z —2+ (y—1)i <3.

Todista induktiolla, etta

2;231iw+n ongi V€ Ly

Olkoon xg =1 ja xpt1 =1+ %a:n, kun n € N. Todista induktiolla,
ettd z,, =2 — (%)n, Vn € N.

Ratkaise epayhtalot

1
a)$_1>1—|—:1:, b)8x>P,
x x+3 x| + 1
> , d < 2.
C>x+2 3z +1 )|:U]—1

Ratkaise epayhtalo
a) 3lz| —3<x+1, b) 2|z| + | — 2| < 5,

o) 1+3[ <1, d) g <3

Todista kolmioepayhtaloa kayttaen, etta
a) |z + 55| + |z — | > 1 kaikilla z € R.

bWﬁg 1

>3

T aina, kun |z| < 1.




1

—1—=.
1l—=x

120. Madrad méaritysjoukko Dy, kun f(x) = \/

121. Olkoot f(z) = vz +1ja g(x) = «? —1. Maérda (fog)(x) ja (gof)(z)
sekd méaritysjoukot Do4 ja Dyor. Ratkaise yhtélo (fog)(x) = g(z).

122. Osoita, etta ehdolla x + y + 2 = 7 on sin2x + sin2y + sin2z =
4'sin x sin y sin 2.

123. Ratkaise yht#lo 4sin®z — tanz = 0.
124. Osoita, ettd f(z) = z|z|, f : R — R, on bijektio.

125. Funktiolla f : R — R, f(z) = 22> + x, on kddnteisfunktio. Maaraa
f7H3).

126. Maaraa reaali- ja imaginaariosat, kun
a) z =14(2+ 3i)(1 — 20)

1— 4i
b) 2 = .
) 2= 55

127. Esita napakoordinaateissa kompleksiluvut

a) z=D5 b) z = -7 c)z=—-2-—2i d) v/3 +i.

128. Ratkaise kompleksiset yhtalot
a) 22 +2=0 b) z4+2z2=5 c) 2z + |z| = 1.

129. Maaraa reaali- ja imaginaariosat luvulle (\/5 + i\/§)52.

130. Ratkaise napakoordinaattien avulla yhtalot
a) 22 =1+1 b) 2° = 1.

131. Ratkaise
a)z2—2z24+1=0 b) |z +1iz| < 2.

132. Lue monisteen sivu 54.



133. Jaa polynomi P(x) = z® — 222 + x — 2 tekijoihin

a) kunnassa R, b) kunnassa C.

134. Olkoon P(x) = 2z* + 723 + 1422 + 632 — ¢, c € R,

a) Maaraa luku ¢, kun P:n yksi nollakohta on 3i.

i) kunnassa R,

ii) kunnassa C.

135. Polynomin P(x) = 23 — 922 4+ 9z + ¢ yksi nollakohta on 2. Jaa P(x)

.....

a) kunnassa R, b) kunnassa C.

136. Polynomin P(x) = 23 — 22?2 4+ 9z + ¢ yksi nollakohta on 2. Jaa P(x)

tekijoihin
a) kunnassa R, b) kunnassa C.

137. Olkoot z1 = 1,20 = 2+1 ja z3 = —3. Maaraa sellainen alinta astetta
oleva

a) reaalikertoiminen polynomi, jonka nollakohtia ovat z1, 29 ja z3.
b) kompleksikertoiminen polynomi, jonka nollakohtia ovat z1, 29 ja

Z3.

138. Olkoot zg, 21, ..., 2n—1 yhtalon z™ = 1 ratkaisut, kun n € Z,,n > 2.
n—1
Osoita, ettd »_ zr = 0.
k=0

139. Johda toisen asteen yhtalon z2+a124+ag =0, ag,a; € C, ratkaisukaava.

140. Osoita tarkasti, etta

1 1
a) lim (11z — 18) =4 b) lim — = —, kun z, # 0.
T—2 T—ro T T,
141. Laske raja-arvot
. 2n+7 . n*4n+1
@) ms s b) Jim = i3



c) lim (v/n?+4+n—n) d) lim Sin(n).

n— oo n— oo n

142. Laske raja-arvo

1 1 1
lim + o ——— .
n—00 (\/n2+1 Vn? +2 \/n2+n>

143. Maaraa lim z,, kun x,, on

2n* +n—3 n+1)2—(n-1)>2
W ) MR DL e ),

1 1 1 n 1
d) n?(n—y/n2+ 1), o) S+——=+ 4 , DY ——.
A G (n+1) (2n)? )kzl n? +k

144. Osoita tarkasti, etta lim

=0.
n—oo 1 +n?2

. : - 0 _
145. Osoita tarkasti, etta nh—%lo Wirw 1.

146. Todista: Jos lukujono (a,) suppenee, niin raja-arvo lim a, on yk-

n—oo
sikasitteinen.

147. Olkoon jono (a,)%2; vihenevé ja alhaalta rajoitettu lukujono, ja

olkoon inf{a,} = a. Osoita, ettéd jono (a,) suppenee ja lim a, = a.
n—oo
148. Lue monisteen sivut 59-61.

o0
149. Madérittele kédsitteet sarjan > a,, osasumma, suppeneminen ja summa.
k=1

150. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista ja laske summa, mikali mah-

dollista:
0 o)
a) k;z—:1 k(++1) (teleskooppisarja), b) k:z—:o a® (geometrinen sarja).

151. Pallo ponnahtaa tiputettuna lattiasta niin, etta se saavuttaa 90% pu-
dotuskorkeudesta. Laske pallon kulkema kokonaismatka, kun pallo
tipautetaan 1 m:n korkeudesta ja annetaan pomppia kunnes se pysahtyy.



< 1
152. Osoita osasummien jonoa tutkimalla, ettd sarja > 7T hajaantuu.
k=1

oo
153. Oletetaan, ettd sarja Y ax suppenee. Osoita, ettd lim a, = 0.
k=1 n—oo

(vrt. teht. 152; kadnteinen vaite ei pida paikkaansa).

154. Lue monisteen sivut 63-64.

155. Osoita kahdella tavalla, etta

a) 0,121212..=+ (jakso=12),  b) 0,999...=1 (jakso=9).

156. Osoita, ettéd jono (a,) suppenee ja maarda lim a,, kun

n—oo
a) a1 =1 ja any1 = g(a2 +9), n € Zy,

3a,
14a,’

b)a; =1jaapy = n e Zy.

157. Osoita, etta sarja suppenee, ja laske sen summa




158. Osoita, etta funktio f : R — R on bijektio, jos se toteuttaa ehdon
a) f(3f(x)) —x = 0 aina, kun z € R,
b) (f o f)(x) = 5z aina, kun = € R,
c) (fof)(x) =2z +1 aina, kun = € R.
: .3 9 : .
159. Olkoon € > 0 ja §. = m1n(§, ?) Osoita, etta
1 2 3
a) <—a1na kun 0 < |z — 3| < —.
|3?! 2
b) |E—§] < ¢ aina, kun 0 < |z — 3| < J..

160. Olkoon lim f(z) = a < 0. Osoita, ettd on olemassa sellainen aito

T—xT0

ympéristé Bj(zo), ettd f(z) < § < 0 aina, kun z € Bj(xo).

161. Olkoot lim f(z) =a ja lim g(x) = b. Osoita, etta

T—x0 T—x0
o) Jim (f(@)g(x)) = ab in
b) lim fz) _ &, jos b#0,

T—xo g(:l:)

c) jos f(z) < g(x) xo:n jossakin aidossa ympéaristossa,
b

162. Maaraa seuraavat raja-arvot:

4) asli>n;12 x| — 2 5) ;1—>m2 T2 —4 6) 311_)0 T
- 1 V3z -2
7) lim T — 2+ T $) lim 3x x
r—1 r—1 r—0+ NZ

_ 1 1 2
9) lim —
c—1lx—1\xz+3 3z+5

1 1 T+ 22— vI—2
10) tim (L - ) q1) g VAR VIS
z—=0\T zv1+a? z—0 x + 2

in(13z2
12) fim 520370
z—0 T



163.

164.

165.

166.

sin(mx) . 2sinz —sin2z

13) al;l—>mz T —2 14) olli% x3
.9 . 2
15) lim ST ) qpgy SROTZE 2T
t—0 1 —cosx r—0 x
17) lim sin(11z) sin(130:1:) sin(59x) 18) lim V1 —|— 2¢ — 1
z—0 x z—0 sin 3x
19) Tim tanx —sinx
z—0 3
20) i —<F2 - 91)lim sin(5[2])
im —— im sin(Z |z
r—Z cos(z + T) z—1 2
22) lim1 [sin($z)] ([z] = suurin kokonaisluku, joka < x).
2 — 6z +4
Méaraa sellainen vakio a, ettd funktiolla f(x) = ax2 x—|—2 on
x? —x —
raja-arvo, kun z — 2. Mika ko. raja-arvo on?
Maaraa sellaiset luvut a,b € R, etta raja-arvo
. ar?+br+1
lim
r—1 r—1
on olemassa. Laske talloin kyseinen raja-arvo.
Laske raja-arvot
. T —2 . || . 28 +ba? -1
lim — b) lim —— 1
2) el |z — 4|’ r0— tanz’ et 326 +8
241 241
d) lim (Va2 4+ 2—Va2? — 2), e) lim x—+, f) lim i
Tr— 00 xr— 00 x xr— —00 x

Maaraa seuraavat raja-arvot

1+ coszx vV +27—-3 VT +2-42

1) Iim ——— 2) i

)wli%r(x_w)z’ ) lim » ;o 3) lim ———
o3+ —r—1 ot =222+ —2

4)9];1_)1111 24+x—2 5):%1_)1112 x? — 2x ’
. (1422 -1 S| |

6) P TESEE [ e CR L R

3 _97 —1 29 —1

9) lim ~ : 10) lim ki : 11) lim o8 A :

r—3 $—3 x—0 X x—0 x2



167.

168.

169.

170.

171.

1 in4 i -3
12) lim z sin —, 13) lim o x) 14) lim M,
x—0 € x—0 € r—3 x—3
sin 3x T sin 7x
15) Ii 16) L 17) I
5) P Tr 6) 2 sin 8x’ 7) 200 sin4x’
) 1 —cosx ) 1 1
18) Q:EHZlﬂ- (56 —_ 27‘(’)27 19) :zl:gr(l) (P - x4 —+ gpQ) ’
2 1— 2 tan4 in 4
20) lim Y22 ELZVEE2 oy g, BT o iy ST
z—1 x—1 z—0 X x—0 COS x SIn x
2 5 — 3 \/ 4 —2 V3 — 2
23) lim T T oy qig YETETE gy gy Y2 TP 2
z—0 x3 z—0 x rx—1 Sln(ﬂj — 1)
913 + 1222 4+ 1991z — 2112 1— 3
26) lim 2L 2V T 9L .27 lim — 2T
r—1 €T — 1 x—0 x2
28) lim cos 3T — cos 2:137 29) lim sin(cos x — 1).
x—0 x2 x—0 x2

Osoita tarkasti, etta

a) im(3z —1) =14  b) lim 2? = 4.

xr—b5 xr—2

Maaraa vakioille a ja b sellaiset arvot, etta raja-arvo lin% —VlJ“a;;ax_b
xr—
on aarellisena olemassa. Maaraa k.o. raja-arvo.
Olkoon a; = 99 ja any1 = V/7an, kun n = 1,2,--- . Osoita, etta
lukujono (a,,)suppenee ja méadraa lim a,.
n—oo

(Yo-tehtava K2001)
Lukujonon termit ovat a1 = 1, as = V2, a3 = V2V2, as =

21/2v/2, jne. Muodosta termeille rekursiokaava. Laske lim a,,.

n—oo

(Yo-tehtava S2001)

k
Tutki, milld x € R sarja > (2”3_1) suppenee. Maarita summa-

3z+1

funktio ja piirra sen kuvaaja.

Y



172.

173.

174.

175.

176.

177.
178.
179.

180.

181.
182.

Osoita, ettd yhtalolld 23 — 222 — 3z + 1 = 0 on tismalleen
a) yksi negatiivinen ratkaisu

b) kaksi positiivista ratkaisua.

Piirra ko. polynomifunktion kuvaaja.

Osoita, ettéd jatkuvalla funktiolla f : [0,1] — [0, 1] on kiintopiste ts.
sellainen xg € [0, 1], ettd f(xg) = zo.

Maaraa sellainen luku a € R, etta funktio
11—z, kun x <2
flx) =
2¢ +a, kun z > 2
on kaikkialla jatkuva.

— 2
Olkoon f(x) = COS T 2cos x

f tulee jatkuvaksi pisteessa 07

. Voidaanko f(0) maéritelld niin, etta

Maaraa sellaiset luvut a,b € R, etta funktio
r+2 ,r<0
flx)=4¢ b ,x=0
tar;)(;w:) 2> 0
on jatkuva origossa.

Osoita, ettd yhtalolla 27 + z + 1 = 0 on ainakin yksi reaalijuuri.
Tutki, onko yhtalolla x® — 22 + 22 — 3 = |z — 2| yhtain ratkaisua.

Olkoon f : R — R jatkuva funktio, joka toteuttaa ehdon |f(x) —
x| < 1 aina., kun x € R. Osoita, ettd funktiolla f on ainakin yksi
nollakohta (vihje: kdytd Bolzanon lausetta).

Olkoon f : R — R jatkuva funktio, joka toteuttaa ehdon |(f(x))3 +
x+2| < 1, aina, kun = € R. Osoita, etta funktiolla f on ainakin yksi
nollakohta.

Osoita, etta yhtalolla 2x = cosx on ratkaisu xy € R.

Olkoon
x ,reQ

f(”:{—x ¢ Q

Tutki, missa pisteissa f on jatkuva.



183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

Olkoon f : R — R jatkuva ja f(z) = 22 — 1, kun € Q. Tutki, miki
funktio on kyseessa.

Olkoon
0 ,z¢Q

1 —_ D
q y & qGQ

missé z = £(q > 0) on supistetussa muodossa (sovitaan tassi 0 = 9).
Tutki, missa pisteissa f on jatkuva.

) ={

Ratkaise x, kun

a) Inyx — 1+ Inv2x —1=1Inv3 b) loga(logaz) = —1
c) em2@tl =2 d)2-4% —2% > 1.

Olkoon f : R — R, f(x) = In(V1+2? — x). Osoita, ettd f on

pariton funktio.
Onko logs6 rationaali - vai irrationaaliluku?

Maaraa raja-arvot

: Vi—x—2 : Yr+8-2 . sin(51x)

a) alzli% z(x+1)2 > b }:I_)IHO 2+ ) C) alzli% x ’

d) lim (1+2)%,  ¢) lim (1 - 1)7, f) lim (1+ 2)7,
lim (25H)"7,

h) lim (1+55)%, 0 lm (35)7F,§) Tim (555)",

k) lim z[lnxz — In(z + 1)].

r—00

Laske arcsin (%) , arcsin (—%) , arcsin (—%) , arCCoS (%) ,
arc cos (—@) )

arctan(—1),arc tan (%) , arccot(v/3), sin (arecos 1)

sin(arc tan 3).

Nerous on prosentin verran inspiraatiota ja 99 % hiked.

-Thomas Alva Edison-



190. Olkoon f(x) = /2x — 1. M&araa f/(5) suoraan derivaatan maaritelmadn

nojaten.

191. Onko f/(1) olemassa, kun

)f()_{x , kun z <1 b)f()_{?xz—l , kun z > 1
W= 20 —1 , kun x> 1, = 4r —3 |, kun z < 1.
192. Olkoon f(x) = _sinje] Tutki, onko f’(0) olemassa

' - 2+cosx ’ '

193. Osoita: Jos f ja g ovat derivoituvia pisteessa xg niin f + g on de-
rivoituva pisteessd zg ja (f + g)' (x0) = f'(x0) + ¢'(x0).

194. Olkoon
i) { z?  , kunx>1
xTr) =
% , kun z < 1.
Maaraa f'(x), kun x # 1 ja lir? f/(x) seka hI{l_i_ f/(x). Tutki, onko

f jatkuva pisteessd x = 1 ja onko f’(1) olemassa?

195. Maaraa sellaiset vakiot a ja b, etta fuktio
fa) = ar+b , kunx >1
| 32244 , kun z <1

on derivoituva pisteessa x = 1.

196. Oletetaan, ettéd pisteen x = 0 eradssa ymparistossa on voimassa
2cosx < f(x) <2+ x2°.

Maaraa f(0), ja osoita, ettd f/(0) on olemassa ja méaraé se.

197. Oletetaan, ettd f’(a) on olemassa. Maaraa

flat+h)—fla—h) zf(a) —af(x)

a) flzli% h P n T —a '
r+1 , . e .
198. Olkoon f(z) = RS Laske f’(2) suoraan derivaatan méaéritelman
T

nojalla.



199.

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

Oletetaan, etta pisteen x = 0 eraassa ymparistossa

1—a2% < f(x) <1+ 2%
Maaraa f(0). Osoita, ettd f on derivoituva pisteesséd x = 0, ja
laske f'(0).

Kappaleen paikka hetkellé t on s(t) = t+ %t, t > 0. Missi kohdassa

kappaleen nopeus on nolla? Milloin kappale on lahinna origoa?

Tutki, milld vakioiden a > 0 ja b > 0 arvoilla kiyrit y = ax? ja
y= % leikkaavat toisensa kohtisuoraan.

Todista derivoimiskaavat D(cosx) = —sinx, D(tanz) = 1 + tan®x
ja D(cotxz) = —(1 + cot? z).

Madraa kayran y = x? pisteen (1,0) kautta kulkevien tangenttien
yhtalot.

Derivoi f(x), kun f(z) on

2
x —1 3

a) (z —1)(z + 23), b) poRE c) x°sinx cos x,
d) %, e) rlnx — x, f) 2°Inz.

Derivoi f(x), kun f(x) on

4
a) (a:+1) ., b)y/z/xx, c)e’”, d)coshz, e)27 1

x—1
f) (Inz)™ =, g) 5 T h) (aresinz)?, i) arcsin =,
j) arctan /z, k) arctan/e* — 1, 1) arctan(ln z).

Osoita, ettd a) Dsinhx = coshz, b) funktiolla f(z) = sinhz on
kaanteisfunktio f~1(x) = arsinh z ja miirii sen derivaatta.

Osoita, etti a) Dtanhx = —»—, b) funktiolla f(z) = tanhx on

cosh? x’
kainteisfunktio f~!(x) = ar tanh z ja miirii sen derivaatta.

Olkoon f(z) = 2% 4 5z + 8. Merkitéén h(y) = e/ @) . Laske 1/ (2).

Olkoon y(1) > 0 ja 23 — y? + 2y — 1 = 0. Laske /(1).



210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

Osoita valiarvolauseen avulla, etta

1 1 1 1

— 66 — 8 < — b) = <In6—-Inb < =
a)9<\/ <8’ )6<n n<5,
c) v <In(l+4+z) <z, kun z > 0,

1+

3
x
d)x—§<mtanx<xVx>O.

Olkoon f derivoituva funktio, jolla 0 < f/(x) < 2 aina, kun x € [0, 2].
Olkoon liséksi f(0) =1 ja f(2) = 4. Osoita, ettd 2 < f(1) < 3.

Funktio f : R — R toteuttaa ehdot: f(1) =1 ja

zf(z) —yfy)| < |z —y[* Vo>0,y>0.

Maaraa funktio f.

Maaraa seuraavat raja-arvot

) 1 1 4 cosmx b) i In(cos 3x) ) 1 sin 2x
a) lim im —————= c) lim
r—1 22 —2x 4+ 1’ z—0+ In(cos 2z)’ z—0 €37 — 1

Y

T —e T - 21

sin(cos(7z) — 1)

d) lim ‘ _ : e) lim (cos )t @, f) lim
r—0  —sinx z—0 z—0 T

) 5 1 sinx
& xgr(l) 332 373 .

Osoita, ettd yhtalolla 10z* — 62 + 1 = 0 on juuri valilla [0,1]. (Opas-
tus: tarkastele funktiota f(z) = 22° — 322 + z ja sovella Rollen
lausetta.)

Osoita, ettd yhtilollda 10x3 + 422 — 7 = 0 on tarkalleen yksi positii-
vinen juuri.

Maaraa ne positiiviluvut a, joilla yhtalolla z + asinx — 2 = 0 on
ratkaisu z vililla [0, Z] .

Y



217.

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

Olkoon g(x) = cosz,m < x < 2m. Esitd g~ ! : [-1,1] — [, 2n7]
funktion arccos avulla.

Todista identiteetti arc tan(iZ—H) + 4 =arctany, kun y > —1.

Piirrd funktion f(z) = arcsin(sinz), = € R, kuvaaja (ilman las-
kinta).

Osoita valiarvolauseen avulla, etta

a) \/1—|—:1:<1—|—g V>0,

72
b)costl—; VxeR.

Tutki miten yhtalon 23 —3ax?+2 = 0 reaalisten ratkaisujen lukuméira
riippuu vakiosta a > 0.

Laske raja-arvot

3 .
r° — 8 . x—sinx ) 20— 1 —-cosax
b) lim — c) lim 5 d) im ———.
z—0 X z—Z— COS°T z—0 1 — cos bx

Valmistetaan tasapaksusta aineesta astia, jonka pohja on nelio ja
tilavuus 1. Astiaan tehdaan kansi kalliimmasta materiaalista, jonka
hinta on 15-kertainen pinta-alayksikkoa kohden verrattuna muuhun
osaan. Maaraa astian mitat, kun materiaalikulut on saaava mahdol-
lisimman pieniksi.

Olkoon f(x) =" +22° — 3, = € R,

a) Osoita, ettd f~!: R — R on olemassa.

b) Laske (f~1)(0).

Olkoon f(z) =2x +sin x, = € R.
a) Osoita, ettd, f~! : R — R on olemassa.

b) Laske (f~1)(27).



226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

Funktio f : R — R toteuttaa ehdon

f(x)_f(y):f’(x;y) (x —y) Vx,yeR.

Maaraa funktio f.

Osoita, etta funktio f(z) = 22 on alaspiin kupera suoraan méiritelmén
perusteella (ks. sivu 125 moniste).

Kaytettavissa on 100 m aitaa seka pitka, suora muuri, jota voidaan
kayttaa osana aitausta. Rakenna mahdollisimman suuri aitaus, kun
a) Muuri ja aita muodostavat yhdessé suorakulmion.
b) Aita on osa jonkin ympyran kehéa.

Olkoon f(x) = x— arc tan (tan x) Vo # 5§ +nm, n € k. Laske f'(x)
ja piirra funktion kuvaaja.

D _EEDE) e
N z(x +2) - (@ra)er
Integroi
f —=du, b) [2z(y/zx —1)dz, <) [z(/z+ 2zr)dx
d) [(1—-1)%de, ) [zds, o) [ 2w+3d£€ g) J ﬁ—dex,

h) [ Fmde, D) [ mmmede, 0) [o5e K Javl-atde,
1) [cos(6z)dr, m) [sin(4x +1)dr, 1) [sin®zcosxdr,

0) fsin2 xdx, p) | cos? zdz, q) fsin3 xdx, r) [ cos® zdz,
s) fsin5 xdx, t) fsin4 xdx, u) [ cos* xdz, v) [ tan® zdz,
dx.

d 1
X)f \/75?’ Y) tanmdx’ Z) fef”—}-l

Maaraa osittaisintegroinnin avulla
a) [ze?**dx, b) [we~2dz, c¢) [wsinzdr, d) [ zInzde,
e) [Inzdz, f) [In(z?)dz, g) [a?sinzdz, h) [2?lnzdz,

) [ iy, ) [Qo+ 1) sin@e)dr, k) [ 2L,



) [In(1+42?)dz, m) [arctanzdr, n) [cos(lnx)dz,
o) [ e cosxdr, p) [arésinxdr, q) [ze®dz.

233. Johda osittaisintegroinnin avulla palautuskaavat

1 . n—1
a) [sin"z dr=—— sin" 'x cos z+
n

1
b) [cos"z dx == cos" 'z sin z+
n

(n=2,3,...).

234. Integroi suluissa annettua sijoitusta kayttaen

(x = 3 sin t, —z<t<z),

1
a) [ ﬁd:ﬁ,

2 2
b) | ﬁdm (t=Vz+1),
c) IHB;\/mdx (t= vz +1),
d) fﬁ (x =15 t>0).
235. I]fltegroi2 ,
a)fx;:_ldx, b)f%, c)f%dw, d)fﬁdiig,
) (;i;?j ;%2‘”’ 0/ x2x——+xl+1d‘r’ 2 Hd%’

h) [V2 — 22 dx, i) [ ’ —dx, S (37 — 1)56\/3377_1033},

1) [(e5® —Vew)dx, m) [z?e**dz,

x dx

k)fm7

d d
n)fﬁ, O)f3:1:2—£26x—|—1’ p) [z sin z cos®z dz,
R 4% + 1
3
VIR 0 [ e (e
t) [ TS dx u) [Va?+ 2dx
22 +2x+1 '

236. Musiikissa, kuvataiteessa ja arkkitehtuurissa on antiikin ajoista lah-
tien kaytetty ns. kultaista leikkausta. Se on jatkosuhde, jossa jana



237.

238.

jaetaan kahteen osaan niin, etta lyhyemman osan suhde pitempaan
on yhta suuri kuin pitemman suhde koko janaan. Olkoon janan
pituus [, joka jaetaan kultaisen leikkauksen suhteessa. Laske osien
pituudet.

Uutta matematiikkaa: Jos A sahaa puun poikki kolmessa tunnissa, B
kahdessa tunnissa ja C yhdessa tunnissa - niin miksi ihmeessa koko
hommaa ei anneta C:lle? Mita tama tarkoittaa laskuharjoituksiin
sovellettuna?

Haet Korvatunturin tuotekehittelyosastolta matemaatikon paikkaa.
Tyohonottohaastattelussa saat Joulupukilta tehtavaksi suunnitella
joulukuusenkoristeen, jonka kayra

%:1:, 0<xr<4
v Vi—(z—4)2, 4<2<6

muodostaa pyorahtéessédan x-akselin ympari (luvut senttimetreja).
a) Pakkausteknisisté syisté on tarkedéd tietda koristeen tilavuus. Mika
se on?

b) Koriste maalataan punaiseksi siltd osalta, jossa 0 < z < 4 (cm).
Paljonko maalita tarvitaan yhteen koristeeseen, kun maalinkulutuk-
sen tiedetddn olevan 2dl/m??



