Harjoitukset syksy 2008

1. Laskeskele ja sieventele
a) /27
b) 273
c) 2773

)
£) (z — 3)(z + 3)

w

g) 3> (2z;+ 1) kun, z; = 2¢ kaikilla ¢ € N,.
i=1

2. Osoita induktiolla, etta

a) 2+4+6+---+2n=n+n?> VneN,

b) 2+44+8+16+---+2"=2""1 -2 VneN,
3. Ratkaise yhtalot vast:

a) 22° —5x? —4x +3=0 a)x——l\/x:3\/x:1/2
b) 222 — 4z +2 =0 b) x

c) —4z3 + 5x% — 2z = —z! ):U—O\/a:—l\/x—Z

d) 22 —x+2=0 d) ei ratk.

.....

a) 223 — 5% —4x + 3
b)
c) ot — 4a3 + 52 — 2z
d)

202 — 4x + 2

x2 — x4+ 2.



5. Ratkaise yhtalot

)

a) x|+ 13z — 1] =4
b) |rt — 6] =3 —2x
c)Vr=2—x

d) Vr++Vr—4=2

|z — 6| = |3 — 2z

6. Ratkaise seuraavat epayhtalot

h) — <

223 —hr? —4x+3<0
202 —4dx+2<0

) |x —6] <3—2x

—4x3 4+ 5x2 — 2 < —xt

2 —r+2<0
lz — 3|+ |22 — 3z + 2| < 2

1 3:6—1§2

T i

i) |z — 6] < |3 — 2|

7. Ratkaise seuraavat epayhtalot

a)Vr<2-—ux
b) Vr>2—=x
c)vVr+vr—4<2

vast:

a) r=-3/4ve=5/4
b) x = -3

c)r=1
d)z=14
)

¢

vast:
a)r<—-1Vv1/2<z<3
b)xr=1

c) —3/4<x<5/4

vast:
a)0<z<l1
b)x>1

c) ei ratk.

8. Ratkaise seuraava epayhtalo kayttaen seka 1° ja 3° tapaa.

Vr+1<vz+2-3.



9. Etsi seuraavien funktioiden maarittelyjoukot

vast:
a) f(x) = 4i_1 — V1 — 2?2 a)My =]1/4,1]
b) f(z) = v\ — 1 b)M; = [1, 0.

10. Olkoon f(z) = 222 + 3 ja g(z) = Vo — 1.
Maaraa
a) (fog)(z)ja (feog))
b) (go f)(x) ja (go f)(1)
¢) Mgos ja Myog

Vast: a)(fog)(z) =2z +1, b)(go f)(z) = V2 +2,
c) Mgoy =R ja Msoy, = [1,00].

11. Etsi suora, joka sisaltaa suorien 3x —4y +7 =0 ja 6x —2y —3 =0
leikkauspisteen ja tayttaa seuraavat ehdot

a) kulkee origon kautta
b) on yhdensuuntainen suoran 3z — 2y + 7 = 0 kanssa

c) on kohtisuorassa suoraa 3x — 2y + 7 = 0 vastaan.

Vast: a) y = fbe, b y=ded o) y=-Fo+ B2

12. Ratkaise yhtaloparit

) —x—y+2=0 b {2x+y—3:()
N 2e+2y—4=0 Az 42y —5=0
3r—4y+7=0 =55+ 1
C){ X Yy d){y 20 )

6z —2y—3=0 r=32—-4y—y

Vast: a) Vo € R, b) ei ratk.
1

c)w=2,y=2%1, d)(20,2) tai (-540,-26).



13.

14.

15.

Ratkaise

2) 377 = (V3)7

b) 2 logs(z+1) =1,
32;10—3 1

c) 7 < VT

d) 223: +1 < 2a:+1.

Vast: .
a)letaixzi, b) x =+/5— 1,

c)x<3/4, d)x=0.

Ratkaise
a) logo(z2 — 1) =1+ logyo(w —1)  b) 2% =32
c) log,(2z) = log,(3x) d) log 1 2 —1)+2> log 1 (3z —4)

e) logy /o 2z < log, 7 f) 97" < 32 g) log, 2x = logs .

Vast:
a)r =9 b)x=0taix=1log,9 ¢c)x=3/4 d)z>3/2
e)x>1/14 f)0<z<logy9 g)z= "2°7/1/3.

Tutki seuraavien funktioiden bijektiivisyytta ja maarita kaanteisfunk-
tio jos mahdollista

a) f(z) = 2% + 2z + 1,

b) f(z) =va -1,



16. Maarita

a) lim 20 5
z—1 a3 4+ 622 + 7
—x+1, > 0
b) lim f(x), kun xr) =
) i g =
2 3 1
o) Jmogm lmoSy o im g
, 1 , 1.2
f) lim 5 8) iy (25)
Vast: a)2 b) A ¢)0 d) A €0 )i g x
17. Maarita
4x? 322 +x+1
li b) i
2) s 223 + 1 ) s 212 + 5x + 2
, 3+ 1 .oz =27
2 xh—{go x2 + 4x d) al:li% 22 —9
1 4 43 — 42 — 5 + 3
li f) 1
e) xirl;lz(x+2+x2—4) )xl_r% 212 + 3x — 2
. ozttt -4
g) lim :
r—1 r—1

Vast: a)0 b)2 c)oo d)9/2 e)-1/4 f)-6/5 g) 10.

18. Maarita
1 1
a) lim (— — —— b) lim (z — Va2 —x+1
) Jim (5= —=—g) D) Jim (@ )
T
c) lim(z+vz2—x+1 d) lim
) :z:—>oo( )m—>—oo \/332_}_1-_}_1
a1 . Vr+1+1
e) lim £) lim ~—————

z—1 \/E -1 x—0 x



222 — 1 Vz+1-1
g) lim Yo - h) lim Y22~

T— —00 20 x—0 €T

i) lim (z* +22% +1).

r—00

Vast: a) oo b) 1/2 ¢) oo d)-1 e)2 f) A g)—g h) 1/2 i) oo.

19. Onko funktio f(x) jatkuva, kun

Sr —2, «x<1
f(x) =< 3z, l<z<2.
202 —5, x>2

Vast: ei jatkuva kohdassa = = 2.

R— x B
T 1]
etta se olisi jatkuva tuossa kohdassa?

20. Voidaanko funktio f(x) madritella kohdassa = = 1 niin,

21. Derivoi seuraavat funktiot

1 1 1
a) x + 2y/x b);—l—?—i-ﬁ c) x(2z — 3)(hx — 4)3

Tr— 2

d 2 — 342)3 £) /2222
) P e) (2 —3z7) ) Va2V
5 ]_ 1"‘3': 2 1
T h) - i) 2922 j) ot
g) e ) 2ln<1_x) i) 2%x j) z

22. a) Laske (f~1)(2), kun f(x) = Vo — 1.

b) Méaéraa funktiolle f(x) = Inx kohtaan x = e piirretyn tangentin
yhtalo.

Vast: a) 4.



23. Tutki seuraavan funktion jatkuvuutta ja derivoituvuutta

(z—1 ,x<-—1
r+1 ,—1<z<l1
2?2+1 ,1<zx<3

6z —8 ,x>3

f@) =

24. Maarita kolme ensimmaista derivaattaa kohdassa = = 0,

kun f(z) = /T + € L.

Vast: A.

25. Maaritéd f'(zo), jos y = f(x) on derivoituva funktio, joka on mééritelty
implisiittisesti seuraavilla yhtaloilla.

a) 12 4+ 3zy +2y> —3 =10, zg = —1

3
Jf—i‘y_'__:(), $0:—1.
Ty 4

b)
4
Vast: a) . b) -16.

26. Laske raja-arvot (L’hospital)

a3 —A4x? + 5 —2
a)il—{nl 2 —2x+1

3
b) lim z'/* c) lin%) In(e 52)
Tr— 00 r— €T

3z
d) lim Inte 52) e) lim z”.
xr—00 X x—0

Vast: a) -1 (Huom. 2xL’H) b) 1 ¢)-2 d)3 e) A lim =1.

z—0T



27.

28.

29.

30.

31.

Olkoon f(z) = Inz, alkutilanne xy = e ja muuttujan x muutos Ax =
10. Mita on télloin funktion todellinen muutos Af ja differentiaali

df.
Vast: Af = 1,5430  df = 3,6787

Onko funktio
2?4y, o<l

x,y) =
f(z,9) {2x+2y, x>1

jatkuva ja derivoituva.

Vast: On muualla paitsi kohdassa x = 1.

Maarita f, ja f, ja mahdollisesti f,, kun

a) f(z,y) =22y — zy’

b) f(z,y) =z +y*

¢) f(z,y) =In(2* +y?)*

d) f(z,y,2) = 22y*(y°x + €**)*,

Madarita funktion f(x,y) = z?y® muuttujan x muutosta 0.5 ja muuttu-

jan y muutosta -0.2 vastaava kokonaisdifferentiaali df pisteessa (1,2).
Laske myos funktion arvon todellinen muutos A f.

Vast: df = 16 Af=10.5

a) Olkoon f(z,y) = x? — 3xy?, missi z = uv ja y = u? + v

Miirita 2L,
v

b) Masrita 2 9= Jja ; ja niiden arvo pisteessa (0,0), kun z = f(x,y)
toteuttaa yhtalon z2z 4+ y?z + 22 = 1.

Huom: Implisiittinen derivointi.

c) Laske funktion f(z,y,z) = 233" 4 22 toisen kertaluvun

osittaisderivaatat.

Vast: b) 0



32. Tutki funktion f(z) = 223 — 1522 — 842 + 11 monotonisuutta.

33. Maaraa seuraavien funktioiden suurin ja pienin arvo annetulla valilla

a) f(x) =z%"% [-3,3].

—224+2, x<0

C[-1,3].
|—xz 42|, >0 | |

) f) = {

Huom. kayta aariarvon laatutarkasteluun derivaatan merkkikaaviota.

34. Maaraa seuraavien funktioiden suurin ja pienin arvo annetulla valilla

a) f(z) =% —32%, x>-1.

1.2 1
—533 +§, SUS—l,

b) f(x) =< =+ 1, —l<xz<2, [-4,4].
—i:ﬁ—l—x, x> 2
Vast:
a) Min f(-1) = f(2) = —4
b) Min f(—4) = 7%.

Huom. kayta aariarvon laatutarkasteluun derivaatan merkkikaaviota.

35. Maaraa seuraavien funktioiden suurin ja pienin arvo annetulla valilla

Huom. kayta aariarvon laatutarkasteluun toista derivaattaa.



36.

37.

38.

39.

40.

41.

Maéiritd funktion f(x,y) = 10xy — ba? — Ty? + 40x ddriarvot.
Vast: max f(14,10) = 280.

Madarita funktion f(z,y) = x? — y? aariarvot.

Madarita funktion f(z,y) = z? — 4z + 6y? + 1 suurin ja pienin arvo
joukossa A = {(z,y) e R? |0 <z < 3jaly| <1}

Vast: Max f(0,—1) = f(0,1) =7 Min f(2,0) = —3.

Maidrita funktion f(z,y) = 10xy — 522 — 7y? + 40x Aariarvot
ehdolla z +y = 13.

Vast: max f(8,5) = 225.

Ohje: kayta Lagrangea.

Madarita funktion f(z,y) = 10xy — 5x? — Ty? + 40z aariarvot joukossa,
E={(z,y) eR*z >0, y>0jaz+y<13}.
Vast: min f(0,13) = —1183, max f(8,5) = 225.

Madarita funktion f(z,y) = 10zy—5x%—7y?+40x maksimiarvo ehdolla
r+y < 13.

Vast: f(8,5) = 225.

Ohje: kayta Kuhn-Tuckeria.



