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1. Oletetaan, että f, g ∈ L1
loc(R

n).
(i) Mf(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ Rn.

(ii) M(f + g)(x) ≤ Mf(x) + Mg(x) kaikilla x ∈ Rn.

(iii) M(αf)(x) = |α|Mf(x) kaikilla x ∈ Rn ja α ∈ R.

(iv) M(τyf)(x) = (τyMf)(x) kaikilla x, y ∈ Rn, missä τyf(x) = f(x+ y).

2. Oletetaan, että Ω ⊂ Rn on avoin ja

Ωi = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >
1

i
} ∩B(0, i),

i = 1, 2, .... Näytä, että Ω = ∪∞i=1Ωi.

3. Oletetaan, että f : Rn → [−∞,∞]. Silloin f on alaspäin puolijatkuva, jos
joukko {x ∈ Rn : f(x) > λ} on avoin kaikilla λ ∈ R.

(i) Todista, että χA on alaspäin puolijatkuva jos ja vain jos A on avoin.
(ii) Todista, että jos fi, i = 1, 2, ..., ovat alaspäin puolijatkuvia, niin

supi fi on alaspäin puolijatkuva.
(iii) Todista, että f on alaspäin puolijatkuva jos ja vain jos f(x) ≤

lim supy→x f(y) kaikilla x ∈ Rn.

4. Mitallinen funktio f : Rn → [−∞,∞] kuuluu heikkoon Lp(Rn), 1 ≤ p <
∞, jos on olemassa vakio c, 0 ≤ c < ∞, siten että

m({x ∈ Rn : |f(x)| > λ}) ≤ c

λp

kaikilla λ > 0. Näytä, että Lp(Rn) ⊆ heikko Lp(Rn) ja heikko Lp(Rn) *
Lp(Rn).

5. Oletetaan, että f ja g kuuluvat heikkoon Lp(Rn) ja määritellään

|||f ||| = sup
λ>0

λ m({x ∈ Rn : |f(x)| > λ}) 1
p .

Todista:
(i) |||f ||| = jos ja vain jos f(x) = 0 m.k. x ∈ Rn.

(ii) ||||αf ||| = |α| |||f ||| kaikilla ∈ R.

(iii) |||f + g||| ≤ 2(|||f |||+ |||g|||).
(iv) Näytä, että kolmioepäyhtälö |||f + g||| ≤ |||f |||+ |||g||| ei päde.
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