Moderni reaalianalyysi: harjoitustehtiavat 29.10.2009, klo 8-10, Sali M101

1. Oletetaan, ettd f,g € L}, (R™).
(1) M f(x) > 0 kaikilla x € R™.
(it) M(f + g)(x) < M f(z) + Mg(z) kaikilla z € R™.
(1ii) M(af)(x) = |a|M f(x) kaikilla x € R™ ja a € R..

(iv) M (1, f)(x) = (1, M f)(z) kaikilla z,y € R™, missé 7, f(z) = f(z+y).

2. Oletetaan, ettd 2 C R™ on avoin ja

1
Q; ={z € Q: dist(z,00) > -} N B(0,1),
i
i=1,2,.... Niiyta, ettd Q = UX, Q.

3. Oletetaan, etta f : R™ — [—00, o0]. Silloin f on alaspéin puolijatkuva, jos
joukko {x € R™: f(x) > A} on avoin kaikilla A € R.

(1) Todista, ettd x4 on alaspdin puolijatkuva jos ja vain jos A on avoin.

(17) Todista, ettd jos f;, i = 1,2,..., ovat alaspéin puolijatkuvia, niin
sup, f; on alaspéin puolijatkuva.

(77i) Todista, ettd f on alaspdin puolijatkuva jos ja vain jos f(z) <
limsup, ., f(y) kaikilla z € R".

4. Mitallinen funktio f : R® — [—o0, oo] kuuluu heikkoon LP(R™), 1 <p <
00, jos on olemassa vakio ¢, 0 < ¢ < oo, siten etta

c
m({z € R*: [f(2)| > A}) <

kaikilla A > 0. Néyt4, ettd LP(R™) C heikko LP(R™) ja heikko LP(R™) ¢

LP(R™).

5. Oletetaan, ettd f ja g kuuluvat heikkoon LP(R™) ja mééritelladn

115111 = sup A m({er € R [£(a)| > A))

Todista:

() ||[f]]| = jos ja vain jos f(x) =0 mk. =€ R™
(i) lllefIll = o] I1f]]] kaikilla € R.

Gii) I11F + glll < 2011711+ 1lgll).

(iv) Néyta, ettéd kolmioepsayhtals ||| f + gll| < [[If]]| + [llg]l| i péde.



