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1. Olkoon (X1, X2, . . . , X25) satunnaisotos normaalijakaumasta N(µ, 32) eli µ on tuntematon
ja σ2:n arvo tunnetaan. Otoksen havaituista arvoista laskettu aritmeettinen keskiarvo on
x̄ = 21.8. Määrää parametrin µ piste-estimaatti ja 99 %:n luottamusväli.

µ:n piste-estimaatti: µ̂ = x̄ = 21.8

µ:n 99 %:n luottamusväli: Nyt

100(1− α) = 99 ⇔ 1− α = 0.99

⇔ α = 1− 0.99 = 0.01 ⇔

N(0,1)-jakauman taulukosta nähdään, että kun Z ∼ N(0,1), niin

P(Z≥ ) ≈ , joten zα/2 =

⇒ kysytty 99 %:n luottamusväli on

(

X̄ − zα/2
σ√
n
, X̄ + zα/2

σ√
n

)

⇔

Luottamusvälin tulkinta:



2. Tarkastellaan vielä esimerkkiä 1 tilanteessa, jossa satunnaisotos (X1, X2, . . . , X25) on N(µ, σ2)-
jakaumasta eli sekä µ että σ2 ovat tuntemattomia. Otoksen havaituista arvoista laskettu
aritmeettinen keskiarvo x̄ = 21.8 ja keskihajonta sx = 2.8. Määrätään µ:n 99 %:n luotta-
musväli.

µ:n piste-estimaatti: µ̂ = x̄ = 21.8

µ:n 99 %:n luottamusväli: Nyt

100(1− α) = 99 ⇔ 1− α = 0.99

⇔ α = 1− 0.99 = 0.01 ⇔

t(n-1)=t(25-1)=t(24)-jakauman taulukosta nähdään, että kun T∼t(24), niin

P(T≥ ) = , joten tα/2 =

⇒ kysytty 99 %:n luottamusväli on

(

X̄ − tα/2
Sx√
n
, X̄ + tα/2

Sx√
n

)

⇔

Luottamusvälin tulkinta:



3. Määrätään seuraavaksi esimerkin 2 tilanteessa 98 %:n luottamusväli parametrille σ2.

σ2:n piste-estimaatti: σ̂2 = s2x = 2.82 =

σ2:n 98 %:n luottamusväli: Nyt

100(1− α) = 98 ⇔ 1− α = 0.98

⇔ α = 1− 0.98 = 0.02

⇒

χ2(n-1)=χ2(25-1)=χ2(24)-jakauman taulukosta nähdään, että kun χ2 ∼ χ2(24), niin

P (χ2 ≥ ) =

⇒ χ2
α/2 =

ja

P (χ2 ≥ ) =

⇒ χ2
1−α/2 =

⇒ Täten kysytty 98 %:n luottamusväli σ2:lle on

(

(n− 1)S2
x

χ2
α/2

,
(n− 1)S2

x

χ2
1−α/2

)

⇔

Luottamusvälin tulkinta:

Huom! Parametrin σ 98 %:n luottamusväli saadaan yllä olevasta σ2:n luottamusvälistä . . .



4. Yrityksellä AB tiedetään olleen 56 prosentin markkinaosuus tietyn tuotteen myynnistä. Kil-
paileva yritys on kuitenkin järjestänyt laajan ja näyttävän mainoskampanjan ja nyt yrityk-
sessä AB epäillään, että osa sen asiakkaista on siirtynyt käyttämään kilpailevan yrityksen
tuotetta. Viidensadan kuluttajan satunnaisotoksessa 268 ilmoitti käyttävänsä AB:n tuotet-
ta. Määrää 95 %:n luottamusväli nykyiselle markkinaosuudelle π perusjoukossa. Näyttääkö
yrityksen epäily aiheelliselta luottamusvälin perusteella?

Parametrin π piste-estimaatti: π̂ = P = 268
500

=

Parametrin π 95 %:n luottamusväli: Nyt n=500, P= ja

100(1− α) = 95 ⇔ 1− α = 0.95

⇔ α = 1− 0.98 = 0.05 ⇒

Kun Z ∼ N(0,1), niin

P(Z≥ ) = , joten zα/2 =

ja kysytty 95 %:n luottamusväli on

(

P − zα/2
√

P (1− P )/n, P + zα/2
√

P (1− P )/n
)

⇔

Luottamusvälin tulkinta:



5. (Jatkoa edelliseen esimerkkiin.)

Luottamusvälin pituuden ja luottamustason välisestä yhteydestä:

Esimerkissä 4 luottamusvälin pituus on

Jos edellä olisi laskettu π:n 99 %:n luottamusväli, olisi taulukkoluku zα/2 =

ja luottamusväliksi saadaan , jolloin luottamusvälin pituus on

Luottamustason kasvattaminen 95 %:sta 99 %:iin

Otoskoosta: Jos haluttaisiin suhteellisen osuuden 95 % luottamusvälin pituuden olevan kor-
keintaan 5 %-yksikköä, montako kuluttajaa otokseen pitäisi ottaa?

2zα/2

√

P (1− P )√
n

≤ 0.05

⇔ 2zα/2
√

P (1− P ) ≤ 0.05
√
n

⇔
√
n ≥ 2zα/2

√

P (1− P )

0.05

⇔ n ≥
(

2zα/2
0.05

)2

P (1− P )



6. (Jatkoa esimerkkiin 1.) Satunnaisotos (X1, X2, . . . , X25) N(µ, 32)-jakaumasta eli µ tuntema-
ton ja σ2 tunnetaan. Otoskeskiarvo x̄ = 21.8. Testaa hypoteesia µ = 21.3.

1) Oletetaan, että X ∼ N(µ, 32), jossa µ tuntematon.

2) Hypoteesit:

H0 : µ =

H1 : µ

3) Testisuure:

Z =
X̄ − µ0

σ/
√
n

∼ N(0, 1), kun H0 tosi

4) Testisuureen arvo:

x̄ = , σ = , n = , µ0 =

z =

5) P-arvo:

p-arvo= P(Z ≤ tai Z ≥ |H0) =

6) Johtopäätös:



7. Halutaan vertailla kahden toimialan (A ja B) maksuvalmiutta. Satunnaisesti valituista kah-
deksasta A-toimialan yrityksestä ja kuudesta B-toimialan yrityksestä selvitettiin maksuval-
miutta kuvaava tunnusluku current ratio ja saatiin seuraavat tulokset:

A : 1.38, 1.55, 1.90, 1.22, 1.11, 1.48, 1.61, 1.90

B : 1.56, 1.37, 1.49, 1.25, 1.34, 1.11

Oleta normaalijakaumamalli ja tutki sopivalla merkitsevyystestillä, onko maksuvalmius kes-
kimäärin sama toimialoilla A ja B. Määrää myös aineistoon sopiva 95 prosentin luottamus-
väli ja tulkitse se. Current rationin varianssien oletetaan olevan yhtä suuret toimialoilla A
ja B.

1) Populaatio 1: toimialan A yritykset

X=toimialan A yrityksen maksuvalmius

Oletetaan, että X ∼ N(µx, σ
2
x).

µx ja σ2
x ovat tuntemattomia

Populaatio 2: toimialan B yritykset

Y =toimialan B yrityksen maksuvalmius

Oletetaan, että Y ∼ N(µy, σ
2
y).

µy ja σ2
y ovat tuntemattomia

Oletetaan lisäksi, että σ2
x = σ2

y .

2) Hypoteesit:

H0 : µx = µy

H1 : µx µy

3) Testisuure:

T =
X̄ − Ȳ

S
√

1/n+ 1/m
∼ t(n+m− 2), kun H0 on tosi,

missä

S =

√

(n− 1)S2
x + (m− 1)S2

y

n+m− 2
.



4) Testisuureen havaittu arvo:

Nyt

n = , x̄ ≈ , sx ≈ ,

n = , x̄ ≈ , sx ≈ ,

s =

t =

5) P-arvo:

Kun H0 on tosi, T ∼ t(n+m− 2)=

p-arvo= P(T ≤ tai T ≥ |H0 tosi) =

t-jakauman taulukosta ⇒

6) Johtopäätökset:

95 %:n luottamusväli (µx − µy):lle:

1− α = 0.95 ⇒ α/2 =

P(T ≥ t )= , kun T ∼ t(23)

(

X̄ − Ȳ − tα/2 S
√

1/n+ 1/m, X̄ − Ȳ + tα/2 S
√

1/n+ 1/m
)

⇔



8. (Jatkoa esimerkkiin 4.) Yrityksellä AB tiedetään olleen 56 prosentin markkinaosuus tietyn
tuotteen myynnistä. Kilpaileva yritys on kuitenkin järjestänyt laajan ja näyttävän mainos-
kampanjan ja nyt yrityksessä AB epäillään, että osa sen asiakkaista on siirtynyt käyttämään
kilpailevan yrityksen tuotetta. Viidensadan kuluttajan satunnaisotoksessa 268 ilmoitti käyt-
tävänsä AB:n tuotetta. Näyttääkö yrityksen epäily aiheelliselta? Suorita testaus.

1) Populaatio: kaikki kuluttajat

X=yrityksen AB tuotteen käyttö

1, jos kuluttaja i käyttää yrityksen AB tuotetta

X =

0, jos kuluttaja i ei käytä yrityksen AB tuotetta

X ∼ Bern(π) ja P(X = 1) = π.

2) Hypoteesit:

H0 : π =

H1 : π

3) Testisuure:

Z =
P − π0
√

π0(1−π0)
n

∼ N(0, 1)likimain, kun H0 on tosi,

4) Testisuureen havaittu arvo:

Nyt

P = , n = , π0 ,

z =

5) P-arvo:

p-arvo= P(Z |H0 tosi) =

6) Johtopäätökset:



9. Yritys ZZ valmistaa elektronisia laitteita sairaaloihin ja tarvitsee laitteissaan tiettyä kom-
ponenttia, jota puolestaan valmistavat yritykset A ja B. Ennen ostopäätöstä yrityksen ZZ
johto päättää vertailla A:n ja B:n komponenttien toimivuutta ottamalla 250:n suuruisen
satunnaisotoksen A:n komponenteista ja 200:n suuruisen satunnaisotoksen B:n komponen-
teista ja tutkimalla montako viallista komponenttia otoksista löytyy. A:n komponenteista
viallisia oli 38, B:n komponenteista viallisia löytyi 12. Näyttääkö näiden tulosten perusteella
A:n ja B:n komponentit yhtä luotettavilta? Analysoi aineistoa

a) sopivalla merkitsevyystestillä, b) laskemalla sopiva 99 prosentin luottamusväli.

1) Populaatio 1:

X=

1,

X =

0,

X ∼ Bern(π1) ja P(X = 1) = π1.

Populaatio 2:

Y =

1,

Y =

0,

Y ∼ Bern(π2) ja P(Y = 1) = π2.

2) Hypoteesit:

H0 : π1 π2

H1 : π1 π2

3) Testisuure:

Z =
P1 − P2

√

P (1− P )(1/n+ 1/m)
∼ N(0, 1)likimain, kun H0 on tosi.



4) Testisuureen havaittu arvo:

Nyt

n = ,m = , P1 = , P2 =

P =

z =

5) P-arvo:

p-arvo= P(Z |H0 tosi) =

6) Johtopäätökset:

99 %:n luottamusväli π1 − π2:lle:

(

P1 − P2 − zα/2

√

P1(1− P1)

n
+

P2(1− P2)

m
, P1 − P2 + zα/2

√

P1(1− P1)

n
+

P2(1− P2)

m

)



10. Vuonna 1990 Oulun kotitaloudet jakaantuivat seuraavasti: yhden hengen kotitalouksia oli
34%, kahden hengen 29 %, kolmen hengen 16%, neljän hengen 14% ja viiden tai useam-
man hengen kotitalouksia oli 7%. Vuonna 2008 otettiin 1980 oululaisen kotitalouden otos ja
selvitettiin taloudessa asuvien henkilöiden lukumäärä. Tulos oli seuraava:

Kotitalouden koko 1h 2h 3h 4h ≥ 5h
Lukumäärä 787 615 225 213 140

Tutkija halusi selvittää, onko kotitalouden koko muuttunut vuodesta 1990 vuoteen 2008.
Tutki asiaa sopivaa testiä käyttäen.

1) Populaatio:

X=

X:n mahdolliset arvot:

2) Hypoteesit:

H0 : X:n todennäköisyysjakauma on

xi 1h 2h 3h 4h ≥ 5h Σ
p0i

H1 :

3) Testisuure:

X2 =
k
∑

i=1

(Fi − ei)
2

ei
∼ χ2(k −m− 1) likimain, kun H0 on tosi.

4) Testisuureen havaittu arvo:

xi Fi p0i ei = np0i
1h

2h

3h

4h

≥ 5h

Σ

x2 =



5) P-arvo:

X2 ∼ χ2(k −m− 1) likimain, kun H0 on tosi.

Nyt k = ja m = , joten X2 ∼ χ2(k −m− 1) =

p-arvo= P(X2 |H0 tosi) =

χ2( )-jakauman taulukosta nähdään, että

6) Johtopäätökset:

11. Satunnaisesti valituilta 294:ltä vuonna 1966 Oulun tai Lapin läänissä syntyneeltä kysyttiin
tyytyväisyyttä elämäntilanteeseen vuonna 1996, jolloin he olivat 30-vuotiaita. Vastauksista
saatiin seuraavanlainen taulukko:

sukupuoli
mies nainen yhteensä

tyytyväisyys erittäin tyytyväinen 26 38 64
elämäntilanteeseen melko tyytyväinen 95 103 198
30-vuotiaana melko/erittäin tyytymätön 22 10 32

yhteensä 143 151 294

Näyttääkö sukupuolen ja elämäntilanteeseen tyytyväisyyden välillä olevan riippuvuutta?
Käytä χ2-riippumattomuustestiä.

1) Populaatio:

X=
Y =

(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (X294, Y294)

2) Hypoteesit:

H0 : x ja y

H1 : x ja y

3) Testisuure:

X2 =
m
∑

i=1

r
∑

j=1

(Fij − Eij)
2

Eij

∼ χ2[(r − 1)(m− 1)] likimain, kun H0 on tosi.



4) Testisuureen havaittu arvo:

Eij =
fi.f.j
n

E11 =

E22 =

χ2-testiin liittyvät kaksi ehtoa

x2 =
∑

i=1

∑

j=2

(Fij − Eij)
2

Eij

=

5) P-arvo:

X2 ∼ χ2[(r − 1)(m− 1)] likimain, kun H0 on tosi.

Nyt r = jam = , joten X2 ∼ χ2[

p-arvo= P(X2 |H0 on tosi) =

χ2( )-jakauman taulukosta nähdään, että

6) Johtopäätökset:

Huom! Riippuvuuden suuntaa merkitsevyystestin tulos ei kerro, mutta se voidaan selvittää
vertailemalla havaittuja ja odotettuja frekvenssejä. Vertailun perusteella voidaan sanoa, että


