Harjoitus 4, syksy 2013

1. a) f(z) =2%"" [-3,3] [ on derivoituva

Kriittiset pisteet:

fl(x) =2ze ™™ + 2% " (—1) = 2ze™ ™ — 2% " = (20 — 2%)e™®

(22 —2%)e™ =0
27 — 2% =0

x(2—2)=0

Laatu:

f(z) = (2 —2x)e ™ + (22 — %) *(—1)
=(2—-21)e "+ (—2z + 2%)e” "
=e (2 —2x — 22+ 2?)

e (2 — 4x + 2)

f"0)=e0*~4-0+2)=1-2=2>0 = paikallinen minimikohta
f'(2)=e?(2*—4-24+2)=—-22<0 = paikallinen maksimikohta

f(=3) = (=3)%e (% = 9¢? suurin arvo

=0%"=0 pienin arvo



Vast. suurin arvo on 9¢? ja pienin arvo on 0, lisiiksi paikallinen maksimi

on f(2) = 4e? ja paikallinen minimi f(3) = 9e73.

b) f(z) =2 —-622+9z+1, x>-1 f on derivoituva
Kriittiset pisteet:

fl(x) =32 — 120 +9
322 =122 4+9=0

—(—-12) /(122 —4-3-9 124+6 |3
2-3 6y

Tr =

Laatu:

f(z) =6z —12

f"(1)=6-1-12=—-6<0 = paikallinen maksimikohta

f"(3)=6-3—12=6>0 = paikallinen minimikohta

f(=1)=-15 pienin arvo
f1)=>5
fB3)=1
lim f(z) = o0

Vast. funktiolla f(z) ei ole suurinta arvoa [1, co[, mutta sen pienin arvo
on —15 pisteessid x = —1. Paikallinen maksimi on f(1) = 5 ja paikallinen

minimi f(3) = 1.



2. a) f(r)=32*-3, x>-1 [ on derivoituva

Kriittiset pisteet:

f'(x) = 92
972 =
= r=
Laatu:
f"(z) =18z
f"(0) =18-0=0 = voi olla maksimikohta, minimikohta tai satulapiste

Lause 2.12. Olkoon f(x) jatkuva funktio, joka on n kertaa derivoituva
pisteessé xy. Vélttdméaton ja riittava ehto sille, ettd f(zg) on paikallinen
adriarvo, on, ettd on olemassa sellainen parillinen kokonaisluku n, jolla
f®)(2q) = 0 kaikilla k = 1,2,...,n — 1 ja f™ #£0.

Kyseessd on lisiksi paikallinen minimi, jos f™(zy) > 0 ja paikallinen

maksimi, jos f™(z) < 0.

fz) = 32" —3 f(0)=-3
f'(z) = 92? £10)=0
f'(x) =18z f1(0)=0
f(x) =18 f"(0) =18 >0

Nyt f™(0) # 0, kun n = 3 eli pariton, joten kyseessi on satulapiste.

f(=1)=-6 pienin arvo
5, fw) = o0

Vast. funktiolla f(z) ei ole suurinta arvoa [—1,00[, mutta sen pienin

arvo on f(—1) = —6.



b) f(z) =42* —4, x> -1 f on derivoituva

Kriittiset pisteet:
f'(r) =162 =0
=z=0

Laatu:

f'(w) = 4827

f"(0) =48-07 =0 = voi olla maksimikohta, minimikohta tai satulapiste

Lause 2.12. Olkoon f(x) jatkuva funktio, joka on n kertaa derivoituva
pisteessi xy. Vilttaméaton ja riittévé ehto sille, ettd f(xg) on paikallinen
adriarvo, on, ettd on olemassa sellainen parillinen kokonaisluku n, jolla
f®)(2q) = 0 kaikilla k = 1,2,...,n — 1 ja f( #£0.

Kyseessd on lisiksi paikallinen minimi, jos f™(zy) > 0 ja paikallinen

maksimi, jos f(™(xq) < 0.

flz) = f(0) = —4
fz) = f'(0) =0
f'(z) = 48z f(0) =0
=96 f0)=0
f9(x) =96 fW(0) =96 >0 paikallinen minimikohta
f=1) =0
f(0)=—4 pienin arvo

Vast. funktiolla f(z) ei ole suurinta arvoa [—1,o00[, mutta sen pienin

arvo on f(0) = —4.



—%xz—i—x, 2<zx <4

Mahdolliset paikalliset ddriarvokohdat:

1) Epéjatkuvuuskohdat:

Polynomifunktiona f jatkuva muualla paitsi ehké kohdissa x = —1 ja

r =2.
fim_f(x) = lim_(~4e* +3) =0 = f(-1)
r——1" r——1"

lim f(z)= lim (z+1)=0

z——11 r——1+

= f(z) on jatkuva kohdassa z = —1.

lim f(z)= lim (z+1)=3

T2~ T2~
. T 1.2 _

= f(x) ei ole jatkuva kohdassa = = 2

= mahdollinen paikallinen &ariarvokohta.

2) Epéderivoituvuuskohdat:

Polynomifunktiona derivoituva muualla paitsi ehké kohdissa x = —1 ja
x =2
—x, —4d<r< -1
flx) =11, —l<ax<?2

—%x—i—l, 2<xr <4



lim f'(r)= lim —x=1

rz——1" rz——1"
li '(z)= lim 1=1
AT =
= f'(x) on derivoituva kohdassa x = —1

Koska f(z) ei ole jatkuva kohdassa x = 2, ei se ole talléin derivoituva-

kaan.

3) Derivaatan nollakohdat:

& z=0¢&]—4,—1]

|

|
&
I
o

—d<r<-1 flz)=

& el ratkaisua

I
—_
I
)

—l<z<?2 f'(z)

2<x<4 f@)=—32+1=0 & z=2¢]2,4|

= Derivaattafunktiolla f’(z) ei ole nollakohtia.
4) Vilin padtepisteet:

r=—-4jax=4
Aériarvon olemassaolo ja laatu:

Derivaatan merkkikaavio:

p-min p-min



Epéajatkuvuuskohta x = 2

lim f(z)= lim (x+1)=3

T—27 r—2~

lilrgl+ f(z)=lim (-1 +2)=1=f(2)

r—21

=
lim f
T—27
Loppupadttely:
F(=4) = =3 (4P 4} = -7}
1
f(2) = 1'22+2:1
1
f(4) = 1-42+4=0

x = 2 ei ole paikallinen maksimikohta, vaan

(x) = 3 on funktion arvon yléraja

pienin

Vast. pienin arvo on f(—4) = —73 ja suurinta arvoa ei ole.



