Matematiikan perusteet taloustieteilijéille Ib

Harjoitus 6, syksy 2013

1. min/max
f(z,y) = 10zy — 52 — Ty? + 40z
derivoituva

Mahdolliset paikalliset d4riarvokohdat:
4

) fe =10y — 10z + 40
fy =10z — 14y
\

4

10y — 102 + 40 = 0

10z — 14y =0 & z =1y =1y sijoitetaan ylempdin
\

7
10y~10- 7y +40=0

10y — 14y = —40
~dy=—40 |:(-4)
y =10
= ng-lozlﬁl

Siis kriittinen piste on (14, 10).

Laatutarkastelu:
.f xx = —10
fow=-14
fyz =10

A= fop fyy — (Fye)® = =10 (=14) — 10% = 140 — 100 = 40



Testataan nyt piste (14, 10)
A(14,10) = 40 > 0
=  piste (14, 10) on paikallinen #iriarvokohta

foe(14,10) = =10 < 0

Fp(14,10) = =14 < 0.
L3,

=  piste (14, 10) on paikallinen maksimikohta (Lause 8.8.).

Koska muita dariarvokohtia tai satulapisteitd ei ole, se on myds absoluutti-

nen maksimikohta.

f(14,10) =10-14-10~5-142 —7-10% +40- 14
= 1400 — 980 — 700 + 560 = 280 absoluuttinen maksimi

Lis&ksi
l. — 2 _ _
Jim, f(0,y) Jim 7y oo,
joten funktiolla ei ole pieninté arvoa.

Vast: funktion absoluuttinen maksimi on f(14,10) = 280, mutta silld ei ole

pienintd arvoa.



2. min/max
flz,y) = 102y — 522 — 7y?> + 40z ehdolla z + y = 13
Ehtoyhtals g(z,y) =z +y - 13=0.
Nyt f(z,y) ja g{z,y) ovat 2. kertaluvun osittaisderivaattoineen jatkuvia,
Jjoten voidaan kdyttdd Lagrangea.
Kohdefunktio:
F(z,y,A) = f(z,y) - Ag(z,v)
= 10zy — 52 — Ty* + 40z — M(z +y — 13)
= 10zy — 52% — 7y* + 40z — Az — Ay + 13X

Kohdefunktion kriittiset pisteet eli mahdolliset paikalliset dériarvokohdat:

4

F, =10y — 10z + 40 — A
{ F, =10z — 14y — A
z+y-13=0

10y — 102+ 40— A = 0
= 10— 14y—A=0

\:v+y—-13=0 = y=-—-r+13

,

~10z + 10y +40 = A =0

10z — 14y — A =0 [ (=1)

\

f

10z + 10y +40—-A =0
4

—10z+ 14y +A=0 lasketaan yhtalot yhteen
& - 20z +24y+40=0 |:4

&  —5z4+6y+10=0

3



-,

) ~5z+6y+10=0

k:1:+y—13=0 |-5
f

- +6y+10=0
4

¢

k51: + 5y —65=0  lasketaan yhtdlot yhteen
& 11y —55=0

& 11y =55 |[:11

& y=2>5

= T=-5+13=38

Siis ainoa kriittinen piste on (8, 5).

Laatutarkastelu:
Fop =-10
Fy,=-14
Fpe =10

A = FppFyy — Fopy = —10 - (—14) — 10° = 40
Testataan piste (8, 5)
A(8,5)=40>0
=  piste (8,5) on paikallinen #driarvokohta ehdolla x + y = 13.

Fre=-10<0
Fyy=-14<0

= piste (8,5) on paikallinen maksimikohta (s. 39) ehdolla z + y = 13.

Ainoana #ariarvokohtana se on myds absoluuttinen maksimikohta ehdolla

z + y = 13, jonka maksimiarvo on
f(8,5)=10-8-5—-5-82 —7-524+40-8 =225

Vast: funktion absoluuttinen maksimi on f(8,5) = 225.



3. min/max

flz,y) = 10zy — 52% — Ty? + 40z ehdolla z + y < 13.

1)

Mésritetddn funktion f(z,y) = 10zy — 522 — Ty? + 40z ddriarvot ilman

ehtoa (tutkitaan alueen sisus).

Tehtdvistd 1 saadaan kriittinen piste (14,10), joka on laadultaan pai-

kallinen maksimikohta.
Toteuttaako kriittinen piste ehdon z + y < 137
14+10< 13
24 <13 epétosi

Niin ollen kriittinen piste (14, 10) ei toteuta ehtoa, joten se ei ole ehdon

mukainen sidottu diriarvokohta.

Maéaritetidn funktion f(z,y) = 10zy — 522 — Ty? + 402 &ériarvot ehdolla
z + y = 13 (tutkitaan reuna z + y = 13).

Teht&vists 2 saadaan kriittinen piste (8,5), joka on laadultaan paikalli-
nen maksimikohta.

8+5=13

Nain ollen kriittinen piste (8,5) toteuttaa ehdon, joten &ériarvokohta

16ytyy alueen reunalta.
Paittely

Koska piste (14, 10) on funktion f(z,y) maksimikohta ehtoalueen ulko-
puolella, niin funktio tulee viheneving ehtoalueelle ja jatkuu sielld vi-
heneviind. Niin ollen reunalla x + y = 13 oleva maksimikohta (8,5) on

my6s koko ehtoalueen = + y < 13 absoluuttinen maksimikohta.

f(8,5)=10-8-5—-5-8"—~7-5*1+40-8
=400 — 320 — 175 + 320 = 225 maksimiarvo



. 1 72
Jim f(0y) = lim —T7y 0o

ja ehto z + y < 13 toteutuu, joten funktiolla f(x,y) ei ole absoluuttista
minimig.
Vast: funktion absoluuttinen maksimi on f(8,5) = 225 ja absoluuttista

minimié ei ole.



4. min/max
f(z,y) = 10zy - 522 — Ty? + 40z ehdolla z + y > 13.

1) Médritetdsn funktion f(z,y) = 10zy — 522 — Ty + 40z adriarvot ilman

ehtoa (tutkitaan alueen sisus).

Tehtdvistd 1 saadaan kriittinen piste (14, 10), joka on laadultaan pai-

kallinen maksimikohta.

Toteuttaako kriittinen piste ehdon z + y > 137

144+10>13
24 > 13 tosi

Niin ollen kriittinen piste (14, 10) on ehdon mukainen sidottu paikallinen
aariarvokohta.
Koska se on ainoa mahdollinen paikallinen diriarvokohta., on se mydskin

absoluuttinen maksimikohta.
2) Padttely

f(14,10)=10-14-10-5-14* - 7-10° + 40 - 14
= 1400 — 980 — 700 + 560 = 280 maksimiarvo

. T 2 - _
Jim. f (0,9) = lim Ty 00
ja ehto z +y > 13 toteutuu, joten funktiolla f(z,y) ei ole absoluuttista
minimid
Vast: funktion absoluuttinen maksimi on f(14,10) = 280 ja absoluuttista

minimii ei ole.



5. min/max

flz,y) = 10zy — 522 — Ty? + 40z joukossa

E={(z,y) €Rjz20,y>0jaz+y<13}.

Reunat:
=0
y =
z+y=13 = y=-z+13
Ehtoalue:
(G: 13) 1

(6,6) Y=o (13.0) e
1) Tutkitaan alueen sisus eli mairitetdén funktion f(z,y) = 102y — 5x? —

7y? + 40z Adriarvot ilman mitd4n ehtoa.

Tehtiviistd 1 saadaan KRP (14,10), joka on paikallien maksimikohta.
KRP ei kuitenkaan toteuta ehtoa (14 + 10 = 24 > 13), joten se ei ole
ehtojen mukainen sidottu &ariarvokohta.

2) Reuna z +y =13 (Lagrange)

Misritetdsn funktion f(z,y) = 10zy — 522 — Ty? + 40z Aariarvot ehdolla
z+y=13.
Tehtivists 2 saadaan KRP (8, 5), joka on paikallinen maksimikohta reu-

nalla z 4y = 13.



3) Reuna z =20
F0,9) = -79* = f(y)

Mahdolliset paikalliset &ériarvot:
fly)=-14y=0 = y=0 =

Piste (0,0) toteuttaa annetut ehdot.

Laatutarkastelu:

f'ly)=-14<0
f0)y=-14<0

= (0,0) on paikallinen maksimikohta reunalla z = 0.

4) Reuna y =0
f(z,0) = —5z% + 40z = f(z)

Mahdolliset paikalliset dériarvot:
fllz)=—-10z +40=0 = z=4 =

Piste (4,0) toteuttaa annetut ehdot.

Laatutarkastelu:

f'(z)=-10<0
F'(4) = ~10 < 0

= (4,0) on paikallinen maksimikohta reunalla y = 0.

5) Nurkat
(0,0) on paikallinen maksimikohta,
(13,0) on paikallinen minimikohta

(0,13) on paikallinen minimikohta

(0,0)

(4,0)



6) Paittely

f(0,0)=0

£(0,13) = —1183 pienin
£(13,0) = —325

f(8,5) =225 suurin
£(4,0) =80

Vast: Funktion pienin arvo on f(0, 13) = —1183 ja suurin arvo f(8,5) = 225

joukossa E.
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