Renkaat, kunnat ja polynomit

Vihjeet 1 syksy 2013

1. Osoita, ettd renkaan ykkosalkio eli multiplikatiivinen neutraa-
lialkio on yksikéasitteinen.

Vihje. Tee vastaoletus eli oleta, ettd ykkosalkioita on vahintaan
kaksi. Osoita, ettd nadma kaksi ykkosalkiota ovat samat.
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(M, +,-) on rengas, missé (+) ja (-) ovat matriisien yhteenlasku-
ja kertolaskuoperaatiot. Onko kyseessd kommutatiivinen rengas?

2. Olkoon M = {A | A = ,a,b,c,d € R}. Osoita, etta

Vihje. Kertaa matriiseilla laskeminen ja osoita, ettd Maéaaritel-
man 2.1.1 kohdat toteutuvat. Mieti, miksi tama rengas ei ole
kommutatiivinen.
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rengas. Onko kyseessd kommutatiivinen rengas? Onko (.S, +, )

3. Olkoon S ={A| A= < ) ,a € R}. Osoita, ettd (S5, +, ) on

tehtdvin 2 renkaan (M, 4+, -) alirengas?

Vihje. Osoita, ettd Maaritelmén 2.1.1 kohdat toteutuvat, ja oi-
kaise niissa kohdissa joissa pystyt, kun tiedat, ettd S C M. Osoi-
ta, ettd kommutatiivisuus ehto toteutuu. Alirengas kysymykseen
loytyy vastaus Madritelmasta 2.1.3.



4. Olkoon kompleksilukujen joukko C = {z = = + yi | =,y €
R jai? = —1}. Osoita, ettd (C, +, -) on kommutatiivinen rengas.
(Laskutoimitukset mééaritelladn kompleksilukujen joukossa niin,
ettad voidaan laskea kuten reaaliluvuilla, kun otetaan huomioon,
etti i = —1.)

Vihje. Osoita, etta Madritelmén 2.1.1 kohdat toteutuvat (+ kom-
mutatiivisuus). Reaalilukujen (+)- ja (-)-laskuissa toimivat as-
sosiatiivusuudet ja kommutatiivisuudet, joten niitd voi kdyttaa
lausekkeiden sievennyksisséd apuna.

5. Maaritelladn joukossa 7 laskutoimitukset (x) ja (o) seuraavasti:

axb=a+b—1,
aob=a+b— ab.

Osoita, ettéd (Z, *,0) on kommutatiivinen rengas.

Vihje. Osoita, ettd Méaaritelmén 2.1.1 kohdat toteutuvat (+ kom-
mutatiivisuus). Kokonaislukujen (+)- ja (-)-laskuissa toimivat
assosiatiivusuudet ja kommutatiivisuudet, joten niitd voi kayt-
taa lausekkeiden sievennyksissé apuna.

6. Rengasta R sanotaan Boolen renkaaksi, mikili 22 = x aina, kun
x € R. Osoita, ettd Boolen rengas on kommutatiivinen.

Vihje. Tarkastele Boolen renkaan kahta mielivaltaista alkiota x
ja . Mieti, mitd on (x+y)? kahdella eri tavalla. Kiytd lausekkei-
den ja yhtéloiden sieventelyyn Maaritelmaa 2.1.1, Lausetta 2.1.2
ja Boolen renkaan oletusta.



