Renkaat, kunnat ja polynomit

Vihjeet 4 syksy 2013

1. Olkoon f: R — R’ rengashomomorfismi. Osoita alirengaskriteerin ja ide-
aalin méaaritelméan avulla, ettéa
1° Ker(f) on renkaan R ideaali,
2° Im(f) on renkaan R’ alirengas.

Vihje. Lue Maaritelma 2.4.5 ja osoita véitteet Maaritelmén 2.4.1 ja sen jal-
keisen huomautuksen avulla (tietenkin huomioi alirengaskriteeri ja ideaalin
méadritelma).

2. Olkoot
ZIV2) = {a+bV2 | a,bec 7}
ja
a 2b
R—{A]A_<b a),a,beZ}.

Tiedet#in, ettd (Z[v2], +,-) ja (R, +,-) ovat renkaita. Osoita, etti ne ovat
isomorfiset.

Vihje. Muodosta kuvaus renkaitten (Z[v/2], +,-) ja (R, +, -) vilille (kuvaus
on melkein annettukin tehtédvénannossa, jos tarkastelee merkint6ja). Osoi-
ta, ettd tamé kuvaus toteuttaa Mééritelmén 2.4.1 ehdot (homomorfismi).
Injektioksi osoittamiseen kayta harjoituksen 3 tehtédvéin 7 tietoja. Perustele,
miksi kuvaus on surjektio.

3. On osoitettu (harjoituksen 1 tehtéva 5), etté (7, x, 0) on rengas, kun a*xb =
a+b—1jaaob=a+b—ab. Osoita, etti (7, x,0) on isomorfinen renkaan
(Z,+, -) kanssa.

Vihje. Harjoituksen 1 tehtévéssid 5 on etsitty renkaan (Z, , o) nolla- ja yk-
kosalkiot. Néiden tietojen avulla muodosta lineaarinen kuvaus renkaalta
(Z, %, 0) renkaalle (Z,+,-), kun tieddt, miten nolla- ja ykkosalkiot kuvau-
tuvat. Osoita, ettd tdmé kuvaus toteuttaa Mééritelmén 2.4.1 ehdot (homo-
morfismi). Injektioksi osoittamiseen kiytéa harjoituksen 3 tehtévin 7 tietoja.
Perustele, miksi kuvaus on surjektio.

4. Olkoot

a b
N_{A|A_(O d),a,b,dER}



ja
0 b
I={A| A= (0 0),b€R}.
Tiedetdén, ettd (N, +,-) on rengas ja I sen ideaali. Olkoon
RxR={(z,y)|z,y € R}

Joukossa R x R yhteenlasku maéaritellaan

(w1, 91) + (72,92) = (21 + T2, 91 + ¥2)

ja kertolasku maaritellaan

(37173/1) : (552,92) = (5131332,3/13/2)-

Néin méériteltyna (RxR, +, -) on rengas. Osoita, etta tekijarengas (N/I, +, )
on isomorfinen renkaan (R x R, +,-) kanssa. (Vihje: Renkaiden homomor-
fialause.)

Vihje. Valitse Ker(f) ja Im(f) niin, ettd véite on osoitettu Lauseen 2.4.7
nojalla (Renkaiden homomorfialause), kun f on osoitettu homomorfismiksi.
Tietenkin pitaé tietdd, mikéd tdma kuvaus f on, mutta sen voit padtella jou-
koista Ker(f) ja Im(f). Osoita, ettd tdméa kuvaus toteuttaa Madritelmén
2.4.1 ehdot (homomorfismi).

. Ratkaise kokonaisalueessa yhtilo 22 = z.

Vihje. Lue Méaaritelmé 2.5.2. Kéayta osoitukseen renkaan laskusaéntoja ja
Maéritelmaa 2.5.1.

. Osoita, ettd jokainen kunta on kokonaisalue.

Vihje. Kunnassa jokaisella nolla-alkiosta eroavalla alkiolla on kdénteisalkio.
Osoita tdméan avulla, ettd kokonaisalueessa ei ole nollanjakajaa.

. Osoita, ettéd jokainen &irellinen kokonaisalue on kunta.

Vihje. Olkoon a kokonaisalueen D nollasta eroava alkio. Osoita Lausetta
2.5.3 kiyttamalld, ettd kokonaisalueen osajoukossa C' = {ax | x € D} on
yhtd monta alkiota kuin kokonaisalueessa (samat joukot). Mita tiedét té-
mén perusteella kokonaisalueen ykkosalkiosta ja alkion a kédénteisalkiosta?



