
Renkaat, kunnat ja polynomit

Vihjeet 5 syksy 2013
1. Tiedetään, että (C,+, ·) on kommutatiivinen rengas. Osoita, et-

tä (C,+, ·) on kunta.

Vihje. Nyt ei tarvitse osoittaa kuin se, että jokaisella nollasta
eroavalla alkiolla on käänteisalkio, joka kuuluu kompleksilukujen
joukkoon. Tarkastele lukua 1

c , kun etsit alkiolle c ∈ C \ {0}
käänteisalkiota.

2. Olkoon N = {A | A =

(
a b

−b a

)
, a, b ∈ R}. Tiedetään, että

(N,+, ·) on rengas. Osoita, että (N,+, ·) on kunta.

Vihje. Osoita N kommutatiiviseksi renkaaksi ja osoita, että nor-
maali matriisin käänteisalkio kelpaa tässä käänteisalkioksi.

3. Olkoon E = {x ∈ R | x2 ∈ Q}. Tutki, onko (E,+, ·) kunta.

Vihje. Mieti, mikä kunnan ehdoista ei toimi ja esitä vastaesi-
merkki. Vähemmän katsottavaa, jos huomaa, että voi käyttää
alikuntakriiteeriä ja etsii siitä sen kohdan, joka ei toimi ja tekee
sille vastaesimerkin.

4. Olkoon Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}. Tiedetään, että (Z[i],+, ·) on
kommutatiivinen rengas. Näytä, että (Z[i],+, ·) on kokonaisalue
muttei kunta.

Vihje. Mieti, miksi nollanjakajia ei voi olla, kun Z[i] on komplek-
silukujen kunnan C osajoukko. Mieti, mikä kunnan ehdoista ei
toimi ja esitä vastaesimerkki. Vähemmän katsottavaa, jos huo-
maa, että voi käyttää alikuntakriiteeriä ja etsii siitä sen kohdan,
joka ei toimi ja tekee sille vastaesimerkin.



5. Olkoon F = {a+ bi | a, b ∈ Q}. Osoita, että (F,+, ·) on kunta.

Vihje. Osoita (F,+, ·) kunnan (C,+, ·) alikunnaksi.

6. Olkoot K äärellinen kunta ja char K = 2. Osoita, että (a+b)2 =
a2 + b2 aina, kun a ja b ovat kunnan K alkioita.

Vihje. Käy läpi karakteristikan määritelmä ja käytä sitä, kun
sieventelet lauseketta (a+ b)2 kunnassa K.

7. Olkoot K kunta, R rengas ja f : K 7→ R rengashomomorfismi.
Osoita, että f on injektio.

Vihje. Lähtökohtana on harjoituksen 3 tehtävä 7. Osoita, että
jos on olemassa a ∈ K \ {0K}, jolle f(a) = 0R, niin saadaan
ristiriita sen kanssa, että f(1K) = 1R.

8. Aikaisemmin on osoitettu, että I = {[0], [3], [6], [9]} on renkaan
Z12 ideaali, ja on määrätty tekijärengas (Z12/I,+, ·) laskutau-
lukoineen. Onko (Z12/I,+, ·) kunta?

Vihje. Lue Lause 3.11! Osoita, että Lagrangen lauseen avulla, et-
tä I on maksimaalinen. Toinen tapa on tarkastella harjoituksen 3
tehtävän 4 kertolaskutaulua ja päätellä siitä kuntaan tarvittavat
tiedot.

9. Harjoituksen 3 tehtävässä 5 on määrätty tekijärengas (Z[i]/I,+, ·),
missä I = {2x + 2yi | x, y ∈ Z} on renkaan (Z[i],+, ·) ideaali,
laskutaulukoineen. Onko tekijärengas (Z[i]/I,+, ·) kunta? Mitä
voit tämän perusteella sanoa ideaalista I?

Vihje. Päättele harjoituksen 3 tehtävän 5 kertolaskutaulusta,
miksi (Z[i]/I,+, ·) ei ole kunta. Lause 3.11 antaa vastauksen
ideaalin I kysymykseen.


