Renkaat, kunnat ja polynomit

Vihjeet 7 syksy 2013

1. Osoita, ettd polynomi
p(z) = [1]a® + [1)z + [1] € Zs[x]

on jaoton. Laajenna kunta Z, kahdeksan alkion kunnaksi po-
lynomin p(z) avulla. Oletetaan, ettd tédssd laajennuskunnassa
p(a) = 0. Esitd laajennuskunnan nolla-alkiosta eroavat alkiot
alkion a potensseina.

Vihje. Osoita, ettd polynomilla p(z) ei ole nollakohtia kunnas-
sa Zis. Katso luentojen esimerkki kuntalaajennuksesta aérellisen
kunnan tapauksessa.

2. Osoita, ettd polynomi
p(z) = [1]2? + [2)z + [2] € Zs|7]

on jaoton. Laajenna kunta Zs yhdeksan alkion kunnaksi po-
lynomin p(z) avulla. Oletetaan, ettd tédssd laajennuskunnassa
p(a) = 0. Esitd laajennuskunnan nolla-alkiosta eroavat alkiot
alkion « potensseina.

Vihje. Osoita, ettd polynomilla p(x) ei ole nollakohtia kunnas-
sa Z3. Katso luentojen esimerkki kuntalaajennuksesta darellisen
kunnan tapauksessa.

3. Osoita, ettd polynomi p(x) = z2+1 € R[z] on jaoton. Konstruoi
laajennuskunta R[x]/(p(x)). Minkd tutun kunnan sait laajen-
nuskunnaksi?

Vihje. Osoita, ettd polynomilla p(x) ei ole nollakohtia reaaliluku-
jen kunnassa R. Katso luentojen esimerkki kuntalaajennuksesta
adarettoméan kunnan tapauksessa.



4. Olkoot
f(z) = 52" 4+ 62° + 322 + 2+ 3
ja
gr) ="+ 2+ +1
polymirenkaan Q[z] polynomeja. Laske syt (f(x), g(x)) ja esita
se polynomien f(z) ja g(x) yhdisteenA.

Vihje. Maaraa syt (f(z), g(x)) Eukleideen algoritmin avulla. Euklei-
deen algoritmin yhtéloistd saadaan syt (f(x), g(x)) polynomien
f(z) ja g(x) yhdisteenA.

5. Olkoot
f(z) = [2]z* + [2]2° + [3]2® + [z + [3]
ja
g(x) = [8]a® + [ + [1]
polynomirenkaan Zs[z] polynomeja. Osoita, etta f(x) ja g(z)

eivit ole keskendén jaottomia. Esitd syt (f(z), g(x)) polynomien
f(z) ja g(x) yhdisteenA.

Vihje. Méérda syt (f(z), g(x)) Eukleideen algoritmin avulla. Euklei-
deen algoritmin yhtéloistd saadaan syt (f(z), g(x)) polynomien
f(z) ja g(x) yhdisteena.

6. Oletetaan, ettd q(z) ja f(x) ovat keskendén jaottomia polyno-
meja, ja q(x) | f(x)g(x). Osoita, etté q(z) | g(z).

Vihje. Esita ykkosalkio polynomien ¢(z) ja f(z) yhdisteené. Mik-
si tdméa on mahdollista? Kerro saatu yhtéalo puolittain polyno-
milla g(x).



