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1  Funktiojonoista

Reaaliset lukujonot méiriteltiin funktioina f : Z, — R. Analogisesti funktio-
jonot madaritelladn funktioina positiivisten kokonaislukujen joukolta reaalifunk-
tioiden joukolle. Téten funktiojono liittdd jokaiselle kokonaisluvulle tdsmélleen

yhden funktion f: A +— B, missd A, B C R.

Jos fi : D — R, fs : D +— R,... on jono reaalifunktioita, niin funktiojonoa

merkitddn (fy)52,. Mikéli indeksistd ei ole episelvyyttd, niin lyhennetdéin vain

(fx)-
Olkoon (fx)%2, funktiojono, jossa fr : D — R ja D C R. Tadméi funktiojono
suppenee pisteittiin kohti funktiota f : D — R, mikéli

lim fi(z) = f(x) aina, kun = € D.

k—o0

Tilloin funktiota f sanotaan jonon (fy) rajafunktioksi ja merkitddn klim fe=1r

tai fr — f, kun k — oo.

Kiinnittamélld zo € D saadaan normaali reaalinen lukujono (fx(z¢))32. Selvisti
mikéli tAméa lukujono hajaantuu, niin ei voi olla olemassa funktiota f : D +— R,
joka toteuttaisi ehdon fx(zo) — f(xo), kun & — oo. Télloin funktiojono (fx)52,

el voi supeta.

Esimerkiksi funktiojono (f;), missi fi : [0,1] — R, fi(x) = 2* on jono jatkuvia

funktioita, joka suppenee kohti funktiota f : [0,1] — R, missi

0 ,kuin0<zr<1
flx) =
1, kun z=1.
Nyt funktio f ei ole jatkuva funktio, vaikka jokainen funktiojonon funktio f
on. Tdma on hieman ongelmallista, silla jatkoa ajatellen olisi hyodyllistd, etta

suppeneminen sailyttiisi rajafunktion jatkuvuuden. Otetaan kidyttoon tiukempi

ehto suppenemiselle.
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Funktiojono (fx) suppenee tasaisesti joukossa D C R kohti rajafunktiota f,

mikali

sup | fr(x) — f(x)| — 0, kun k£ — oo.

zeD

Tasaisesta suppenemisesta seuraa suoraan pisteittdinen suppeneminen, silla

|[fi(z) = f(z)] < sup|fi(x) — f(z)] — 0, kun k — oo.

zeD

Téten klim fr(z) = f(z) kaikilla z € D.
Pisteittiisessd suppenemisessa jokaista lukua ¢ > 0 on olemassa sellainen luku
k(z,€) € Zy, ettd

|fe(x) — f(x)| <€ aina, kun k > k(x,¢),

missd € D. Koska jokainen ( fz(zo)) on oma lukujononsa, niin k(xg, €) tulee riip-
pumaan luvusta € > 0 ja médritysjoukon pisteestd xg € D. Edellisessé esimerkissé
jokainen k € Z, kiy luvuksi k(x,¢), kun x =0 tai z = 1. Kun 0 < x < 1, taytyy

valita k(x,€) > 11;‘—; Tamé arvio vakiolle saadaan ottamalla epiyhtaldsta
!xk — 0! =2F < e

puolittain luonnollinen logaritmi. Tadmé& voidaan tehdi, koska molemmat puolet

ovat positiivisia. Taten
Inz* =klnz < Ine.

Epéyhtalon suunta sailyy, koska luonnollinen logaritmi on aidosti kasvava funktio.
Koska 0 < x < 1, niin Inz < 0 ja saadaan

lc>hn—6

Inz
Tasaisessa suppenemisessa vaaditaan luvun k. € Z, tayttavin ehdon

sup | fe(x) — f(x)] <€ aina, kun £ > k..
xeD
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Téaten k. tulee riippumaan vain luvusta € > 0 ja joukosta D. Siis
|fr(x) — f(z)| <€ aina, kun k£ > k. jaz € D.

Ero ei vaikuta ehké jarin suurelta, mutta on kiytdnnossd huomattava, silla ero-
tuksen |fi(z) — f(z)| supremum lasketaan ennen kuin luvun k£ annetaan kasvaa

rajatta.

Seuraava lause osoittaa, ettd méaritelméina tasainen suppeneminen on hyvin va-

littu, silld se tulee takaamaan, ettid rajafunktio tulee siilyttdmaéain jatkuvuuden.

Lause. Jos jatkuvien funktioiden muodostama funktiojono (fy) suppenee tasai-

sesti joukossa D C R kohti rajafunktiota f : D — R, niin funktio f on jatkuva.

Samalla lause antaa helpon tavan osoittaa joissakin tapauksissa, ettd funktio-
sarjan suppeneminen ei ole tasaista. Nimittain jos rajafunktio f on epéjatkuva
vaikka funktiojonon termit fj ovat jatkuvia, niin suppeneminen ei voi olla tasais-

ta.

Huomautus. Koska suljetulla ja rajoitetulla valilld I = [a, b] jatkuva funktio saa-
vuttaa maksiminsa talla vililla, niin

sup| fy() — £ ()| = max | fu(z) — f(2)]

zel

Koska max |fe(z) — f(x)| on luvusta k riippuva lukujono, niin tasaisen suppe-
BAS
nemisen tarkastelu saadaan palautettua lukujonon suppenemiseen, mikali maksi-

miarvo pystytadn maaraamaan.
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2  Funktiosarjoista

Olkoon (gx) mielivaltainen jono funktioita g, : D +— R. Vastaavalla tavalla kuin
tavallinen sarja muodostetaan lukujonosta summaamalla lukujonon termejé, niin

funktiosarja saadaan muodostamalla uusi funktiojono (f,), missa

folz) = ng(x) =g1(z) + g2(x) + ... + gu(x) aina, kun z € D jan € Z,.
k=1

o
Téata funktiota sanotaan funktiosarjan Y gi(x) n:nneksi osasummaksi.
k=1

Funktiosarja ) gx(z) suppenee pisteittdin kohti funktiota f joukossa D, mi-
k=1
kili osasummien jono (f,) suppenee pisteittdinédin kohti funktiota f joukossa D.

Siis jos

JLIIOIOng(.I‘) = f(x) aina, kun z € D.
k=1

Kiinnittdmalld zo € D saadaan aikaan reaalilukujen sarja > gx(zo). Téhén voi-
k=1

[e.e]
daan soveltaa suoraan sarjateorian tuloksia. Esimerksi funktiosarja  gi(xo) el
k=1
voi supeta, mikéli gi(xg) — a # 0, kun k& — oco. Myds muita suppenemistesteja,
esimerkiksi suhdetestii ja juuritestid, voidaan soveltaa pisteittéisissd suppene-

mistarkasteluissa.

Funktiosarja > gr(z) suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa D, mikali
k=1
osasummien jono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa D. Eli jos

n

> gil) = fl@)

k=1

sup — 0, kun n — oo.

zeD

Koska kahden jatkuvan funktion summafunktio on jatkuva, niin jatkuvien funk-
tioiden muodostama sarjan jokainen osasumma on jatkuva funktio. Téten voidaan

funktiojonoille osoitettua tulostaa soveltaa ja saada
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Lause. Jos funktiot (g) ovat jatkuvia kaikilla k € Z, joukossa D ja funktiosarja
> ge(x) suppenee tasaisesti joukossa D C R kohti summafunktiota f : D — R,
k=1

nuin summafunktio f on jatkuva.

Varsinkin sarjojen tapauksessa tasaisen suppenemisen osoittaminen voi olla hy-
vin tyoldstd. Onneksi Weierstrassin M-testi yksinkertaistaa titd huomattavasti,

mikili onnistuu 16ytdméaan sopivan majoranttisarjan.

Weierstrassin M-testi. Jos sarja > ap suppenee ja
k=1

()| < ay aina, kun x € D ja k € 7.4,

niin funktiosarja Y gr(z) suppenee tasaisesti joukossa D.
k=1

Huomautus. Korvaamalla g, (x) termilld | g, (x)| huomataan, ettd jos Weierstrassin

M-testin ehdot tdyttyvit, niin myo6s funktiosarja

> lgw(@)]

suppenee tasaisesti joukossa D.
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3  Funktiojonojen ja -sarjojen derivointi ja integrointi

Jatkuvuuden lisdksi tasainen suppeneminen tulee siilyttdm#in myos funktion

integroituvuuden ja lisdksi integroimisen saa suorittaa termeittiin.

Lause. Olkoon (f) jono funktioita, jotka ovat integroituvia valilld [a, b). Jos jono

(fr) suppenee tasaisesti valilla [a, b] kohti funktiota f, niin funktio f on integroi-

/f dx—/a lim fi(x dx—hm/fk

Vastaava tulos funktiosarjoille on:

tuva vdlilla [a,b) j

Lause. Olkoon (fx) jono funktioita, jotka ovat integroituvia vdlilla [a,b]. Jos sar-
ja > fr suppenee tasaisesti valilld [a,b] kohti funktiota f, niin funktio f on in-

k=1
tegroituva vdlilld [a,b] ja

/f dx—/aka das—Z/ ful

Koska esimerkiksi kaikki suljetulla ja rajoitetulla vililld jatkuvat funktiot ovat
integroituvia talla valilla, niin kiytdnnon laskutehtivissi usein riittdd todeta,

ettd funktiojonon funktiot ovat jatkuvia vililld, jonka yli integrointi suoritetaan.

Ikava kylla, derivoimisen suhteen tilanne ei ole yhtd yksinkertainen.

Lause. Olkoon (fi,) jono funktioita, jotka ovat jatkuvasti derivoituvia valilld [a, b].
Jos jono (fi) suppenee pisteittdin valilld [a,b] kohti funktiota f ja derivaattojen
jono (f;) suppenee tasaisesti vdlilli [a,b] kohti funktiota g, niin funktio f on

derivoituva jatkuvasti valilld [a,b] ja
f(z) =g(x) = klim fr(z) aina, kun x € [a,b].

Funktio f; on jatkuvasti derivoituva vililla, mikéili funktion derivaattafunktio on

olemassa ja se on jatkuva. Tamén merkintiéin kirjoittamalla f € C'(R).

Ja sarjoille sama tulos on:
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Lause. Olkoon (fi,) jono funktioita, jotka ovat jatkuvasti derivoituvia valilld [a, b].

Jos sarja Y fi suppenee pisteittiin vdlilla [a, b] kohti funktiota f ja derivaattojen
k=1

sarja Yy, f. suppenee tasaisesti vdlilld [a,b] kohti funktiota g, niin funktio f on
k=1
derivoituva jatkuvasti valilld [a, b] ja

Pa)= 23 @) =Y fie) =gle)  aima bunzefol]

Huomautus. Edelld olevia tuloksia voidaan parantaa, eli osa oletuksista on turhia.

Tamén kurssin tarpeisiin tulokset ovat kuitenkin riittavii.

Voidaan osoittaa, ettd jos f on vililld [a, b] jatkuva funktio, niin on olemassa po-
lynomijono (Py), joka suppenee tasaisesti valilli [a, b] kohti funktiota f. Jokainen
polynomi on derivoituva kaikissa reaalilukupisteissi. Kuitenkin on olemassa funk-
tioita, jotka ovat jatkuvia kaikkialla, mutta eivit missédéin derivoituvia. Téaten de-
rivoituvuus ei ole ominaisuus, jonka tasainen suppeneminen sailyttda. Tama voi
tuntua oudolta, koska tasainen suppeneminen siilyttda kuitenkin jatkuvuuden ja
integoituvuuden. Derivoituvuus on vain paljon tiukempi ehto kuin integroituvuus

tai jatkuvuus.
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4  Potenssisarjat

Olkoon z mielivaltainen reaaliluku ja (ax)72,, mielivaltainen reaalinen lukujono.

Funktiosarjaa
oo
k
g ax(z — o)
k=0
sanotaan potenssisarjaksi. Lukuja ag, a1, as, ... kutsutaan potenssisarjan kertoi-

miksi ja luku zy on sarjan keskipiste. Merkitsemélld x = z — xy saadaan kaikki
potenssisarjat palautettua muotoon

o0

k 2 3
g apx” = ag + a1x + agx” +azxr” + ...,
k=0

joissa keskipisteend on siis 0. Potenssisarja méirittelee siis funktion

[e.9]

f:D—R, f(z)= Zakxk,

k=0
missd funktion f méadritysjoukko D sisdltda tdsmélleen ne luvut x € R, joissa
o0
potenssisarja suppenee. Eli x € D jos ja vain jos sarjan akx’g summa on

k=0
ddrellisend olemassa. Siis

D= {x eR | Zakxk suppenee} )

k=0
Huomautus. Yleensi lauseketta 0° ei ole miiritelty, mutta potenssisarja kiisitel-
tiessd sovitaan, ettd 0° = 1. Talloin

[e.o]

£0) =" ax0" = ay.

k=0

oo
Potenssisarjan > ayz* suppenemissiide on luku
k=0

(o]
R = sup {x €ER | Zakxk suppenee} =sup D.
k=0
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Selvésti jokainen potenssisarja suppenee, kun z = 0, joten R > 0. Mikili potens-

sisarja suppenee kaikilla reaaliluvuilla x € R eli

R = {x eR | Zakxk suppenee} =D,

k=0
niin joukon suprenumia ei ole dérellisend olemassa, jolloin merkitddn R = oo.

Siten 0 < R < 0.

Maéritelméan nimi on mielekés, silld majorantti- ja minoranttiperiaatetta kiytta-

malld saadaan, ettd
0

Lause. Potenssisarja > apz® suppenee aina, kun |x| < R ja hajaantuu aina,
k=0

kun |z| > R

Huomautus. Lauseen suppenemis- ja hajaantumisehdot eivit ole "jos ja vain jos”,
silld potenssisarja voi supeta tai hajaantua arvoilla z = R tai x = —R. Naméi

pitda siis tarkastella erikseen sarjan suppenemista tutkittaessa.

Sarjojen osamidri- ja juuritestid muokkaamalla saadaan seuraavat tulokset:

k41

Osaméiratesti. Olkoon khm =p.

Jos p =10, niin R = oo.

Jos p = oo, niin R = 0.

Jos 0 < p < o0, nimR:%.

ja

Juuritesti. Olkoon ]}erolo ak| = p.

Jos p =10, niin R = oo.

Jos p =00, nitn R = 0.

Jos 0 < p < o0, m’inR:%.

Weierstrassin M-testia soveltamalla saadaan taasen:

Lause. Potenssisarja > apx® suppenee tasaisesti jokaisella wdililli [a,b] C] —
k=0
R, R[, missd a,b € R ja a <b.

10
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Koska funktiot fy(z) = apz® ovat jatkuvia ja tasainen suppeneminen siilyttii

jatkuvuuden, niin

Lause. Funktio f:]— R, R[— R, f(z)= > ara® on jatkuva.
k=0

Suljetulla ja rajoitetulla vililld [a,b] jatkuvat funktiot ovat my6s integoituvia
talla valilla. Tasainen suppeneminen séilytti integoituvuuden ja salli termeittdin
integroinnin, joten

Lause. Jos [a,b] C] — R, R[, niin funktio f(x) = i arx® on integroituva vililld

k=0
[a, 0] ja

’ S bk . bl’kH — k+1
/af(x)dx:kz:;(ak/azdx>:; ak/k—i—l :kz:%k+1$

Derivoituvuuden osoittamiseen tarvitaan seuraavaan aputulosta.

Lause. Potenssisarjoilla

o (0.0 a o
k : _
E agpx” , g s ja E kagzh1
k—+1
k=0 k=0 k=1

on samat suppenemissateet.

Lause. Jos © €] — R, R|, niin funktio f on derivoituva pisteessi x ja

d [ee] o0 d o0
f(z) =— Zakack = —apat = Z kapz* 1.
de <= i k=1

Téten jokainen potenssisarjaa voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa sup-
penemissiteensd | — R, R[ sisdlld. Tutkimalla sarjan derivaattoja saadaan seuraava

tulos.

Lause. Jos
@) =3 aa ja g(0) =3 bt
k=0 k=0

sekd on olemassa sellainen r > 0, ettd f(x) = g(x) aina, kun x €] — r,r[, niin
ap = by katkilla k =0,1,2...

Téaten potenssisarjan kertoimet ovat yksikésitteisia.

11
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5 Taylorin polynomit ja sarjat

Jokaista potenssisarjaa voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa suppene-

misséteensd |zo — R, zo + R| sisilld. Ottamalla sarjan

f(x) = an(z —wo)*

1:s derivaatta, saadaan
fO(z) = iz(z —1)(i—2)-(k—i+ Dag(ex — o)
k=i
Sijoittamalla = = z( kaikki kertoimen (z — x() sisdltavét termit supistuvat pois
ja jaljelle jaa
F(z0) = ilay
eli potenssisarjan kertoimelle a; saadaan uusi esitysmuoto

f(i) (3;0).

1!

a; =

Nyt potenssisarjat voidaan kirjoittaa uudella tavalla
>0 ) (2)
f(z) = Z T(I - xO)k:
k=0

jota sanotaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteen xy ympéristossia. Mikali
xo = 0, niin sarjaa kutsutaan Maclaurinin sarjaksi. Jokainen potenssisarjan maa-
radma funktio f voidaan siis kirjoittaa Taylorin sarjana. Seuraavaksi tarkastellaan
milloin funktiolle on mahdollista muodostaa Taylorin sarja eli milloin se voidaan

esittda potenssisarjana.

5.1 Taylorin polynomit

Olkoon f sellainen funktio, ettd se on n kertaa derivoituva pisteessa xq. Talloin

sen n:nnen asteen Taylorin polynomi pisteessi xq on

k)
To(z, o) = Z fk—(,xo)(l’ — zo)"
k=0 '

12
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Funktiota
Rn(xa xO) = f(x) - Tn<x>$0)

sanotaan Taylorin polynomin jaannostermiksi. Se siis kertoo millainen virhe teh-
ddan, kun funktiota f arvioidaan n:nnen asteen Taylorin polynomilla.
Lause. Jos funktio f on dadrettémdan monta kertaa derivoituva pisteen xy erddssa
R-sdateisessd ympdristossa, niin

1 xX

Ra(w0) = o [ 7000 -

n! Ja
aina, kun |x — xo| < R jan =0,1,2,...
Soveltamalla integraalilaskennan véliarvolauseen yleistettyd muotoa tdhian saa-
daan, ettd on olemassa sellainen luku s pisteiden x ja xo (ei tiedetd kumpi on

suurempi) vélissé, etté

_ f(s)

Pn(, o) (n+1)!

)n—i—l.

T&ten

mikd on viliarvolauseen yleistys, silld tapauksessa n = 0 yhtdlo on supistuu muo-

toon

f(@) = f(zo) + ['(s)(x — o).

Huomautus. Edellisen lauseen kaava antaa virheelle tarkan arvon, mikéli inte-

graalin [ f(**V(¢)(x — t)"dt arvo osataan laskea. Koska yleensi halutaan tietii

x0
vain arvio virheelle luvun n eri arvoilla, niin helpoin tapa tdhin voi olla laskea

jokin yldraja lausekkeelle

missé s €|zg — R, zo + R

13
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5.2 Taylorin sarjat

Olkoon R > 0 sarjan %(I — 19)* suppenemissiide.
k=0

Oletetaan, ettd R,(x,z9) — 0, kun n — oo valilla |xg — R, x¢g + R[. Télloin
To(z,x0) — f(z), kun n — oo ja x €|xg — R, xo + R.

Siis funktiolla f on sarjakehitelméa pisteen xy ympéristossi, joka yhtyy funktioon

f funktiosarjan suppenemissiteen |xg — R, zo + R[ sisdlld. Tata sarjakehitelmaa

fz) = i %(m —x0)F aina, kun = €]zg — R, 29 + R|
k=0 '

kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteen xy ympéristossa.

Useimmissa tapauksissa funktion Taylorin polynomin virhefunktion R, (z,xq)
raja-arvoa on hankalaa tarkastella. Seuraavan lauseen soveltaminen voi helpottaa

tarkastelua.

Lause. Jos funktion f jokainen derivaatta f%*)(x) on rajoitettu pisteen xo ympi-

ristéssi Br(xg) eli on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd
| fP(2)] < M aina, kun |x —x9| < Rjak=0,1,...,

niin im R, (z,x¢) = 0 aina, kun |z — x¢| < R.
n—oo

Téaten esimerkiksi funktioiden sin x ja cosx Taylorin sarjat suppenevat kaikkialla

alueessa R.

Mikéli funktio f voidaan kirjoittaa funktioon yhtyvinéd Taylorin sarjana, niin
funktio on polynomifunktioiden raja-arvo. Polynomien ja raja-arvon kasitteet voi-
daan helposti yleistda esimerkiksi kompleksiluvuille ja matriiseille. Téten funktio

f voidaan maéaritelld mielekkdasti myos kompleksiluvuille ja matriiseille.

5.3 Yleisimpia sarjakehitelmia

Let=Y2=l+a+2+2 4 kakillaz € R
k=0

14
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2. ln(l—i—:v):Z(—l)k“ﬁ:x—ﬁ—l—%—k...,kun -l1<z<1

= k 2
. S I2k+1 $3 Z‘S [
3. sinx = kz_:o(—l)k(%ﬂ)! =r— %+t — - kaikillar € R
4. cosx:g(—l)k% =1- %2%—1—? — ... kaikilla z € R

5. (14+2)° =14 (D + (222 + ()a® + ... kaikilla 2] < 1ja a € R.
Huomautus. Edellisessd merkinté (z) on nk. yleistetty binomikerroin ja

<a> ala—1)(a—2)- (a—n+1)

n n!

kaikilla « € R jan =0,1,2,.. ..
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