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Perustehtivia

Tehtdva 1. Tutki seuraavien funktiojonojen (fi(z)),—, pisteittéistd ja tasaista

suppenemista.
1. fi(z) = ,reR
2. fe(r) =z 2 €R
3. ful®) = 5752,  €[0,1]
4. fr(z) = (sinz)* r e R

Tehtévi 2. Osoita suoraan méiritelméin perustuen, ettd funktiojono (fy), missé

fe(x) = 2% 2 € [0,1], ei suppene tasaisesti kohti rajafunktiotaan.
Tehtava 3. Ovatko seuraavat viittdmét totta?

1. Funktiojono voi supeta tasaisesti, mutta ei pisteittaisesti, joukossa D.

2. Jos funktiojono (fz) suppenee pisteittdin kohti funktiota f joukossa R ja
on olemassa sellainen luku M > 0, ettd |fip(z)| < M kaikille k € Z, ja
x € R, niin |f(z)] < M kaikille z € R.

3. Jos rajoitetuista funktioista koostuva funktiojono (fx) suppenee pisteittdin
kohti funktiota f joukossa R, niin funktio f on rajoitettu.

4. Jos funktiojono (fx), jonka jokainen funktio on epéjatkuva kaikissa reaali-
pisteissd, suppenee pisteittdin kohti funktiota f, niin funktio f on epéjat-

kuva kaikissa reaalipisteissa.
Tehtava 4. Laske rajafunktiot f seuraaville jonoille. Tutki my6s onko khj& % fr(x) =
di lim fr(z).
L fe(z )_ %
2. frlx ftkdt()<x<1
3. fu(z )—x+?,0<x< i
Tehtava 5. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista. Onko sallittua derivoida ja

integroida termeittdin?

o0

1. f(z) =S (=1)*'2* kun z € [~

k=1

N |
iy
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o0

2. flx) =3 Bk oy z e R
k=1
Tehtévi 6. Osoita, ettd funktio f(z) = > % on jatkuva kaikilla z € RR.
k=1

Tehtava 7. Laske summafunktio seuraavalle funktiosarjalle.

o0
Z(sin )2,
k=0

missd x €] — 7, 7.

Tehtiva 8. Tutki funktiosarjojen suppenemista eri arvoilla z € R.
1> ka®
k=0
oo xk
k=0
S~ (@-2)
3 2
k=0
4. > i—i(sinx)k
k=0
Tehtava 9. Laske seuraavien funktiosarjojen suppenemisside.

Ly

=0

NE
2%)!

VE — 1) a®
k=0
3.3 kot
k=0
Tehtéva 10. Olkoon f(x) = arctan x. Laske potenssisarjakehitelmé funktiolle f
ja sen avulla f(9(0). Entii mitd on f(190(0)?

I~

Zlfk

ol
—~

2.

18

Tehtava 11. Kehiti arvioiva lauseke funktiolle

fa)= e a

kun 0 < z < 1. Virhe saa olla korkeintaan 0.001 yksikkoa.
Tehtidvi 12. Olkoon —1 < x < 1. Johda sarjakehitelmé funktiolle

1+z
1—a

f(z) =1In

1
Laske derivaattafunktio ja [ f(z) dz.
)
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Vaativampia tehtéivia

(e.) o
Tehtivi 13. Oletetaan, etté sarja > a, suppenee ja ettd f(z) = Y apx®. Osoi-
k=1 k=1

ta, ettd funktio on hyvin madritelty ainakin vililla | — 1,1]. Nayta, etté

flz)=01-2) Zskxk

k

kaikille |z| < 1, missd sy = ) a;. Perustele lopuksi miksi funktio f on jatkuva
=1

vililla | — 1, 1[-

o
Tehtédva 14. Oletetaan, ettd sarja Y aj suppenee itseisesti. Osoita, etti funk-
k=1
tiosarja
oo

Z ay, cos(kx)

k=1

suppenee tasaisesti koko reaaliakselilla R ja laske tarkka arvo integraalille

[ (z 3 Cosum) .

k=1
Tehtava 15. Oletetaan, ettd (fy) on jono funktioita, jotka ovat jatkuvia vililla

[a, b]. Osoita, ettd jos jono (fy) suppenee tasaisesti vililli [a, b] kohti funktiota f,

niin funktio f on integroituva valilli [a, b] ja

/abf(x) dz = klggo /ab fr(x) dz.

Tehtavi 16. Esitd ja todista Weierstrassin M-testi.
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Vinkkeja perustehtaviin

Tehtdva 1. 1. Osoita ensiksi, ettd raja-funktio on f(x) = 1. Osoita sitten,
ettd suppeneminen ei ole tasaista.
2. Tutki suppenemista silloin kun x = 0 tai x # 0. Tasaista suppenemista
varten tarkastele rajafunktion jatkuvuutta.
3. Osoita suoraan, ettd suppeneminen on tasaista. Tutki missé pisteessé funk-
tiojonon funktiot saavuttavat maksiminsa.

4. Kiinnitd muuttuja x sopivasti ja tutki suppeneeko jono télla arvolla.
Tehtavi 2. Laske aluksi rajafunktio f. Osoita, ettd jos k£ on kiinnitetty, niin
jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen zo € [0, 1], ettdi 1 — e < 2§ < 1. Kéyti
tatd apunasi pienemman yldrajan

My = sup |fp(x) = f(2)]

z€[0,1]
laskemisessa.
Tehtiva 3. Kaytd teorian lauseita tai keksi sopiva vastaesimerkki.

Tehtava 4. 1. Tutki suppeneeko derivaattafunktioiden jono kaikilla reaalilu-
vuilla.
2. Kaytd apuna integraalilaskennan pédilausetta.
3. Voit joko osoittaa, ettd funktiot todella yhtyvéit tai voit kdyttdd apunasi

teoriaa, joka kertoo milloin arvot yhtyvit.

Tehtavi 5. 1. Kéaytd Weierstrassin M-testid. Huomioi funktiosarjan muoto.
2. Kayta Weierstrassin M-testid. Huomaa, etta nyt kyseessé ei ole potenssisar-
ja, joten integoiminen ja derivoiminen on perusteltava tarkasti joko lausein

tal suoraan laskemalla.

Tehtiva 6. Kiytd Weierstrassin M-testia ja tutki osasummien funktioiden jat-

kuvuutta.

Tehtava 7. Muodosta sopiva geometrinen sarja.
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Tehtava 8. Kéyté teorian osaméira- tai juuritesteji. Muista tutkia suppenemis-
ta vilien padtepisteissa erikseen. Kahdessa viimeisessd kohdassa kiytd sopivaa

sijoitusta.

Tehtava 9. 1. Kéytd osaméaritestia.
2. Kayta juuritestia.

3. Kéytd osamaaratestia.
Tehtdva 10. Muodosta geometrinen sarja derivaattafunktiolle ja suorita integroin-
ti.
Tehtdva 11. Integroi eksponenttifunktion sarjakehitelmad termeittdin. Suorita

arviointi Leibnizin lauseen avulla.

Tehtéva 12. Kéytd funktion In(1+2) tuttua sarjakehitelmia. Huomioi funktion

parillisuus integoitaessa.
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Vinkkeja vaativampiin tehtaviin

Tehtava 13. Kiytd apuna potenssisarjojen suppenemissiateen ominaisuuksia.
Jalkimmadisessd osassa muotoile sopiva geometrinen sarja osasummille tai sie-
vennd lauseketta sopivasti. Jatkuvuuden voit osoittaa kiyttaméalld potenssisarjo-
jen ominaisuuksia. Valitse vilin mielivaltaisen pisteen ja ndytd, ettd funktio on

jatkuva siiné.
Tehtava 14. Kéytd Weierstrassin M-testid ja suorita integrointi termeittéin.

Tehtiava 15. Arviol erotusta

[ e [ a

sopivasti ylospéain tasaisen jatkuvuuden perusteella.

Tehtiva 16. Osoita, ettd

sup|f(2) =Y )| < Y w
zeD k=1 k=n+1
arvioimalla termia
n+p n
S Rl = fila)
k=1 k=1

sopivasti ylospain.
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Perustehtiavien ratkaisut

Tehtava 1. 1. Koska funktio cos z on jatkuva, niin rajankiynti voidaan vieda

funktion sisalle eli
. xz . T
Jimcos = cos (Jim ) = cos0 =1

kaikilla x € R. Siten funktiojono f; suppenee pisteittdin kohti funktiota

f(z) = 1. Tasaisesta suppenemista tarkasteltaessa huomataan, etta
sup| fi(x) = f(@)] = sup |eos T — 1] = |-1 -1 =2,
zeR z€R k

koska funktio cos { saa arvoja vililtd [—1,1] kaikilla & € Z,. Siten sup-

peneminen ei ole tasaisesta. Téssd esimerkissd jatkuvien funktioden jono
suppenee vain pisteittdin kohti jatkuvaa rajafunktiota. Pelkké pisteittdinen
suppeneminen voi siis sailyttdd jatkuvuuden, mutta se ei ole varmaa.
2. Selvisti f(0) =1 — 1. Jos x # 0, niin
1
Tk "

Siis funktiojono suppenee pisteittdin kohti funktiota

kun £ — oo.

1 ,kunz=0
fz) =
0 , kun z #0.

Taaskaan suppeneminen ei ole tasaisesta, koska rajafunktio ei ole jatkuva,
vaikka jonon funktiot ovat.

3. Selvésti funktiojono suppenee kohti funktiota f(x) = 0 kaikilla reaaliluvuil-
la x € R. Koska funktiot fy(z) ovat jatkuvia vililld [0, 1] ne saavuttavat

maksiminsa myo6s talla valilla. Nyt
(14 kz?) + x(2nx) 1 — ka?

fiw) = 1+ k222 (1+ka?)?’
jolloin derivaatan nollakohta saavutetaan vililla [0, 1] pisteessd x = \/LE
Siten mahdolliset dariarvot ovat
1 NG 1 1
f(0) =0, f—=) = = f) = —=

Vi 1+k() 2vE

x~
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ja on helppo ndhdi, ettd maksimiarvo saavutetaan pisteessi z = \/LE Siis
fule) — £ (@) Y
sup | fr(z) — f(x)| = sup = — 0, un k — oo
zeR g ver | 1 + ka? 0k

Téten funktiojono suppenee tasaisesti kohti funktiota f(z) = 0, joten sa-
malla todistettiin pisteittdinenkin suppeneminen.

4. Esimerkiksi, kun z = —7, niin sinz = —1. Taten funktiojono ei suppene

kohti mitéiéin funktiota, koska jonolla ((—1)) ei ole raja-arvoa.

Tehtivi 2. Koska 2¥ — 0, kun & — oo ja 0 < x < 1, niin rajafunktio on

1 Jkunz =1
fz) =

0 ,kun0<z<1.

Osoitetaan tarkasti, etté

My = sup |fp(z) = f(z)] =1

z€[0,1]

kaikilla k& € Z, . Selvisti 1 > My, eli luku 1 on eris yldrajoista.

Tehddén vastaoletus, ettd My, < 1 erdalld k' € Z, . Merkitdén 1 — My =€ > 0.

Nyt on olemassa sellainen xy € [0, 1], ettd

l—e<al <1.

Témi siksi, ettd funktio h(z) = 2* on jatkuva funktio ja siten se tulee saavutta-

maan kaikki arvot valiltd [0, 1]. Siis
My =1—e<af = |fu(xo) = flao)] < M,
miké on ristiriita. Téten

My, = sup |fp(z) = f(z)] =170

z€[0,1]

kaikilla k£ € Z ja suppeneminen ei ole tasaista.
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Tehtdva 3. 1. Viittdma on valhetta, koska funktiojono (fy) tasaisesta sup-
penemisesta seuraa pisteittidinen suppeneminen.
2. Viittdma on totta. Olkoon x € R mielivaltainen. Oletuksen perusteella
fr(x) — f(x). Koska (fx(z)) on luvun M rajoittama suppeneva jono, niin
myés | f(x)] < M.

3. Viittami on valhetta. Tarkastellaan funktiojonoa (fy), jossa

xz, kun |z| <k
fe() =
k, kun |z| >k

kaikilla k € Z,. Selvésti fi(z) — x, kun k — oo kaikilla x € R. Nyt

jokainen funktio fy(x) on rajoitettu, mutta rajafunktiota f(x) = x ei ole.

4. Viittdmé on valhetta, silld tarkasteltaessa funktiojonoa (fy), jossa

. kunz e R\ Q
filw)=1¢"
0, kunz € @,

niin huomataan ettd se suppenee tasaisesti kohti funktiota f(x) = 0, joka
on jatkuva kaikkialla. Kuitenkaan yksikddn funktioista fi(z) ei ole jatkuva
missdidn madritysalueensa pisteessi. [tseasiassa yksikiddn niistd ei ole edes

integroituva milldén vililld, vaikka niiden rajafunktio onkin.

Tehtdva 4. 1. Koska funktio sin(kx) on rajoitettu, niin funktiojonon raja-

funktiona tulee olemaan funktio f(x) = 0. Tdten myds %klim fr(z) =
f'(x) = 0. Kuitenkin
d sin(kz)
fi(z) = o = Cos kx.

Téten jono (f;) ei suppene kaikilla € R. Esimerkiksi arvolla z = =
saadaan, etti f,(7) = (—1)%, joka hajaantuu kun k — oo.
Siis &L lim fu(x) # lim & fi(r).

2. Suoraan integroimalla saadaan, etta

T
tk+1 l’k+1

= [ t*dt = = 0
fi(x) /0 [ k1 K+l
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kun k£ — oo kaikilla 0 < 2 < 1. Siis jonon rajafunktio on f(z) = 0. Liséksi

d
d lim fip(z) = @f(x) = 0.

dx k—oo
Koska funktiot t* ovat jatkuvia kaikilla k € Z,, niin integraalilaskennan
padlauseen nojalla

T

d
fi(z) = o /tkdt =z -

0 0 ,kin0<z<1

1 ,kunz=1

kun k£ — oo. Téten klim df(x) #4 klim fr(x).

. Selviisti kun z € [0, 3], niin fi(z) — f(z), missd f(z) = z. Lisiksi
filw) = 1+a"1

Valitulla vililla [0, %] derivaattafunktioiden jono néyttiisi suppenevan ta-

saisesti kohti funktiota f'(z) = 1. Todistetaan taméi tarkasti. Nyt
sup | fy(z) — f'(z)] = max 1421 -1

z€(0,1] z€[0,1
k
1
— (=) —o
(&) ~0

kun k — oo. Koska derivaattafunktiot olivat lisdksi jatkuvia, niin teorian

perusteella

lim L fi(2) = - lim fi(2)

k—oo dx dx k—oo
valilla [0, %] Tietenkin olisi voitu todeta tdma tulos suoraankin laskemalla
f'(z) ja fi(z) ja tutkimalla yhtyyko rajafunktion derivaatta derivaattojen

raja-arvoon.

Tehtava 5. 1. Kiytetdin Weierstrassin M-testis. Olkoon 2 < a < 1ja k €

2
7. mielivaltaisia. Jos x € [—a, a], niin

|(_1>k+lxkz| _ ’$k| < d"

10



Funktiojonojen ja -sarjojen tehtavit, 11. syyskuuta 2005, sivu 11 / 19

Geometrinen sarja Z a® suppenee, koska a < 1. M-Testin nojalla sarja

k=
suppenee, ja vielapa tasalsestl Koska funktiosarja

— i(—l)k+1$k

k=1
on potenssisarja, niin sitd saa derivoida ja integroida termeittdn suppene-
missiteensi sisille. Koska % < a < 1 oli mielivaltainen ja arvoilla x = +1
sarja hajaantuu, niin sarjan suppenemisside R = 1. Téaten vili [—%, %}
kuuluu suppenemisséiteen sisélle ja derivointi ja integrointi termeittiin on
luvallista.
. Vastaavalla paattelylld kuin edell ja arviolla
sin(k*z)

k2 =

1
72 kaikilla x € R

S
saadaan, ettd funktiosarja f(x) = ) smg{:# suppenee tasaisesti koko re-
k=1

aaliakselilla. Lisiksi funktiot Sm(k 2)

ovat jatkuvia, niin teorian perusteella
integrointi termeittain on sallittu. Kuitenkin koska

d sin(k'z) K cos(k'n)
de K2k

= k? cos(k*r),

niin derivaattojen jono hajaantuu. Téten termeittdin derivointi ei ole lu-

vallista.

Tehtéivi 6. Funktiot S2E72 oyat jatkuvia kaikilla & € 7Z.,. Koska jatkuvien

k2

funktioiden aérellinen summa on myds jatkuva, niin sarjan osasummafunktiot

n .
folz) = > Smfﬂ ovat myos jatkuvia. Osoitetaan Weierstrassin M-testin nojal-

k.2

k=1
la, ettd funktiosarjan suppeneminen on tasaista. Koska
sin(km?x)|  [sin(kn?z)]
k? k2
< 1
- 7k?
1
<
S 2
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[e.9]

kaikilla k € Z, ja x € R seké sarja > % suppenee, niin M-testin nojalla funktio-
k=1

sarja suppenee tasaisesti reaalilukujen joukossa. Tasainen suppeneminen sailyttaa

jatkuvuuden, joten funktio f(x) = 3 %
k=1

on jatkuva.
Tehtévd 7. Kun 2 €] — 2, %[, niin (sinz)® € [0,1], joten geometrisen sarjan

summana, saadaan

fl2) = (sina)*
k=0

1

=1+ (sinz)’+ (sinz)' +... = —————
1 —sin“z

1

" costz
Tehtava 8. 1. Koska “Z—:l = k—',gl = 1+% — 1, kun k£ — oo, niin osaméaraites-
tin perusteella suppenemisside on R = 1. Kun z = 1, niin tarkasteltavana
(o.¢] o0
on sarja Y k, joka hajaantuu. Kun x = —1, niin sarja Y (—1)k, joka myds

k=1 k=1
hajaantuu. Teorian perusteella funktiosarja suppenee siis tdsmiélleen, kun

—1l<x<l.

2. Nyt ap = k%l Osamaédaratestin perusteella suppenemisside R = 1, koska

ak“:k+1:k+2_1:1—;—>1—0:1,
ay k+2 k+2 k+2

kun k£ — oo. Tutkitaan vield suppenemista paétepisteissi v = 1 ja x = —1.

Kun x = 1, niin

Sy
— kE+1 i
eli harmoninen sarja, joka tunnetusti hajaantuu. Eli potenssisarja ei sup-
pene arvolla z = 1. Kuitenkin, kun z = —1, niin tuloksena on
kE+1 , 0
k=0 =1

eli alternoiva harmoninen sarja, joka suppenee Leibnizin lauseen perusteel-

la. Taten potenssisarja suppenee tasmaélleen silloin, kun —1 < x < 1.

12
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3. Sijoittamalla y = x — 2 saadaan termi samaan muotoon kuin edellisessi
kohdassa. Potenssisarja suppenee silloin ja vain silloin, kun —1 <y < 1 eli
1 <x<3.

. Tehd&én sijoitus ¢ = sinz, joilloin summa muuttuu normaaliksi potenssi-

sarjaksi ja testejd voidaan soveltaa. Talloin

28 V2E 2
Fk_W_T("

Téten suppenemisside R = 7. Koska ¢ = sinz € [-1,1] C] —

T T

39 5[, niin

sarja suppenee kaikilla ¢t € R. Siten sarja suppenee kaikilla z € R.

Tehtivd 9. 1. Nyt a, = ¥ Titen

(k)1
apn _ ((k+1))? (2h)

ar  (2k+2)! (k!)?
(k+ 1)
(2k + 1)(2k + 2)
K2k 41
4k + 6k + 2
14343
4+2+ 5%
1

— —

47

kun k£ — oo. Téaten suppenemissidde on R = 4.

. Nyt

WMH:R(VE—QkZVE—lel—lzm

kun k — oo. Téten juuritestin perusteella suppenemisside R = oo ja siten
sarja suppenee kaikilla z € R.

. Koska

a1 k+1 45 k411001 1

= . = _ 4 N
ay, k1 | 4k 4 4k 4

niin osamadritestin perusteella suppenemisside on R = 4.

13
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Tehtidva 10. Huomataan, ettd derivaattafunktio f’(x) muodostaa geometrisen

sarjan summan

Flo) = —— =3 (=),

— 1.2
1+=z —

missi 22| < 1eli —1 < z < 1. Koska kyseessé on potenssisarja, niin integrointi

voidaan suorittaa termeittéin ja saadaan

00
.I‘Zk_H
0

x It r 0 o\ &
= = E — = E -1
arctan /0 122 /0 2 0( t7)"dt 2 (—1) ok + 1’

o0
kun —1 < z < 1. Téten arctanz = > azz*, missi
k=0

(=1 — 9 :
51, kunk=2i+1ja

Qap =

0, kun k = 2.

Derivoidaan saatua potenssisarjaa k kertaa ja sijoitetaan siihen nolla, jolloin
f8(0) = Klay.
Nyt £ =99 =2-74 1, kun ¢ = 49, ja saadaan

-1 49
(=1 = —98!

FOY(0) = 99lagy = 99!

Vastaavasti koska aigp = 0, niin f°9(0) = 0.

Tehtdvi 11. Kiayttamélla funktion e’ sarjakehitelmii saadaan, etta
4 t6

t
—t2 _ 42 Loov
e =14+ t+2! Sl—i—....

Integroidaan sarja termeittdin ja padadytdan muotoon
@ YR 1 1
—t2 3 5 7
e dt:/t——t+ T
/0 3 52! 7-3!

0
_ ]‘ 3 ]' 5 1 7
STy T gt e

14
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Kyseessd on alternoiva sarja, joten Leibnizin lauseen nojalla virhe on pienempi

kuin arvion ensimmadinen pois jatetty termi. Koska

11 _ 1
11-5! 1320 ~ 1000

ja 0 < 2 <1, kun 0 < z < 1, niin mukaan tarvitsee ottaa vain 5 ensimméisti

termii. Siis

r 1 1
—t2 ~ o .3, - 5 7
/Oe dt ~ x 3:)3 +5.2!:B 7.3!35 +9.4!9§.

Tehtsivii 12. Nyt

1 1 1
f(x)zln,/lfizélnlfi:%(1n(1+x)—1n<1—x)).

Koska funktiolla In(1 + z) on sarjakehitelmé

x
m(l4+a)=0— - +2
n(l+z)==x 2—1-3 ;

kun —1 <z < 1, niin
2 3
ln(l—x):—x—x——x——
2 3

Siis In(1 + z) — In(1 — x) = 2(x + % + %5 + ...), koska osa termeistd kumoaa
toisensa. Siis

ZL’2k+1

f<x>:kz_02k;+1

Koska kysymys on potenssisarjasta, niin termeittdin derivointi on sallittua. Siis

f/(x) _ Zka.
k=0

Sama tulos saataisiin my6s derivoimalla suoraan funktiota f. Sarjakehitelmén

perusteella f(z) = —f(—x) eli funktio on pariton. Siten

/ (@) dz =0,
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Vaativampien tehtévien ratkaisut

Tehtdva 13. Oletetaan, ettd x = 1. Talloin

FA) =) alh = ay,
k=1 k=1

joka suppenee oletuksen perusteella. Taten suppenemissiteen maaritelméin pe-
o

rusteella potenssisarjan f(z) = > apx® suppenemissiide R > 1. Téten funktio f
k=1

on madritelty dérellisend ainakin arvoilla = €] — 1, 1]. Pisteessd x = —1 suppene-

. . - . s —1)k+1 L .
minen ei ole endd varmaa. Esimerkiksi jos a = ( l)c ,niin f(—1) on harmoninen

sarja, joka hajaantuu.
k
Oletetaan nyt, ettd |x| < 1 ja merkitdédn s, = > a;. Talloin geometrisen summan
j=1
perusteella

Zskxk:alx—l—(a1—|—a2):c2+...+(a1+a2—|—...an)a:”
k=1
=a(z+2°+ .. +a") Fay(@®+ 2P+ ")+ ana”
1—2a" o1 —an ! 11—z

1—=x 1—=x +'”+an$1—x

eli

(1—x) Z sprt = a1z(1 — 2") + apz®(1 — 2" ) 4+ .. 4 apa” — apa™ !
k=1

Luvun n annettaessa kasvaa rajatta, niin (1 — :ck) muotoiset termit suppenevat
kohti lukua 1 ja a,z™™' — 0, joten saadaan viite

o0 o0

(1 —:E)Zskx’“ = a7+ ax’ + ... = Zakxk = f(x).

k=1 k=1

16
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Toinen tapa osoittaa tAmaé on laskea suoraan, etti

n n n
(1—x) E spt = E spzk — E sprtt
k=1 k=1 k=1

n n+1
= E SkCBk— E sk_lxk
k=1 k=2
n
= 517+ E (5% — sp_1)2” — 82" !
k=2
n
= a1z + E apr® — s x" !
k=2
n
= g apr® — s,z
k=1
oo
— f(x) =Y ar-0= f(x),
k=1

kun n — oo.

Osoittaaksemme, ettd funktio f on jatkuva vélilld | — 1, 1], niin valitaan mielival-
tainen |z| < 1. Merkitdéin e = 1_T|$‘ > 0. Nyt 2 €]z — e,z + €[C] — 1,1] eli vili
|z —e€, x+¢€] on suljettu ja rajoitettu vili suppenemissiteen sisalla. Téll6in funktio
f on jatkuva télla valilla ja erityisesti pisteessi z. Koska luku |z| < 1 oli valittu

mielivaltaiseksi, niin funktio f on potenssisarjana jatkuva koko valilld | — 1, 1].

Tehtéva 14. Oletuksen perusteella sarja > |ax| suppenee. Koska
k=1

|ay, cos(kx)| = |ag| |cos(kz)| < |a|

aina, kun x € R ja k € Z, niin funktiosarja

Z ay cos(kx)

)
k=1

suppenee tasaisesti joukossa R Weierstrassin M-testin nojalla. Téten integrointi

17



Funktiojonojen ja -sarjojen tehtavit, 11. syyskuuta 2005, sivu 18 / 19

voidaan viedd summan sisdén ja koska a; on vakio kunkin integraalin sisilld, niin

/OW (i:: a Cos(lm)) dr = i_o:/ow 0y cos(kr) da

ak/ cos(kx) dx

0

I
M8|

B
Il
—

sin(kx)
k

B
Il
—

I I
(e T[]
= Oiﬂ

ax— (sin(km) — 0) = 0.

o

=1
Tehtédva 15. Koska jonon (f;) funktiot ovat jatkuvia vélilld [a,b] ja tasainen

suppeneminen siilyttid jatkuvuuden, niin myds rajafunktio f on jatkuva valilla

la, b]. Funktion jatkuvuudestahan seurasi integroituvuus, joten integraalit

/a ") da ia / i) da

ovat olemassa. Koska suppeneminen on tasaista, niin sup |f(z) — fx(x)| — 0,
z€[a,b]
kun k£ — oo. Téaten

/abf(:c) dz — /abfk(x) dz

| @) = hiw) do

b

kun k£ — oo ja néin ollen saadaan jialkimméinen véite

/abf(x) dz = lim /abfk(x) dz.

k—o0

Tehtdva 16. Olkoon f; : D +— R jono funktioita. Oletetaan, ettd sarja > ag
k=1

suppenee ja etta

| fe(x)| < ag kaikilla x € D ja k € Z,..

18
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Kun xy € D on kiinnitetty, niin (fx(z¢)) on normaali reaalinen lukujono, joka
suppenee majoranttiperiaatteen nojalla. Olkoon funktio f : D — R sellainen
funktio, ettd i fr(z) — f(x) kaikilla € D ja n — oo. Olkoon n,p € Z,
mielivaltaisia. kﬁillbin

n+p n

S hle) =Y fila)

k=1

n+p
> fulx)
k=n+1
n+p
S 1)
k=n+1
n+p

SZak.

k=n+1

IN

[o.¢]
Koska sarja ) a; suppeni, niin
k=1

n+p [e%¢)

Z ap — Z a, € R

k=n+1 k=n+1

kun p — oo kaikilla n € Z,. Téten joukko on ylhaalta

gﬁ@—éh@

n
k=1

rajoitettu eli

on olemassa ja

sup [f(x) =Y fu(@)| < Y ar—0,
zeD k—1 k=n+1

(o]
kun n — oo, silli >~ ay on suppenevan sarjan jadnnostermi. Néin ollen suppe-
k=n+1
neminen on tasaista ja viite on todistettu.
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