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1 Funktiot

1.1 Maaritelmé ja peruskisitteitd

Funktio f joukolta A joukolle B on sdiantd, joka liittda jokaiseen alkioon z € A
yhden ja vain yhden alkion y € B. Talloin merkitdan f : A — B. Joukkoa A
kutsutaan funktion f maaritysjoukoksi tai lahtéjoukoksi ja joukkoa B funktion f
maalijoukoksi. Funktiota kutsutaan yleisesti myos kuvaukseksi, koska sen voidaan
ajatella kuvaavan alkion = € A alkioksi y = f(x) € B. Vaikka tdssd keskitytaén
tarkastelemaan ldhinné reaalifunktioita f : A C R — R, niin joukkojen A ja B
alkioina voi olla muutakin kuin lukuja, vaikkapa toisia joukkoja. Téarkedd on vain,
ettd funktio kuvaa jokaisen méaritysjoukon alkion tdsmélleen yhdelle maalijoukon
alkiolle. Huomaa, ettd funktiossa on kolme osaa, jotka ovat lahtojoukko, "sdanto”
f ja maalijoukko. Jotta kaksi funktiota olisivat samat, tdytyy ndiden kolmen osan

tasmata.

Olkoon f : A+ B funktio. Jos Ag C A ja By C B, niin joukkoa

f(Ao) = {f(x)|x € Ao}

sanotaan joukon Ay kuvajoukoksi. Joukko f(A) on funktion f kuvajoukko. Jouk-

koa
FH(Bo) = {z € Alf(z) € By}

kutsutaan joukon By alkukuvaksi. Selviisti f(Ay) C B ja f~Y(By) C A. Ald

sekoita alkukuvan merkintaa kidanteisfunktioon.

Vastaavasti mikéli y = f(x), niin alkion x kuva on alkio y ja alkion y erés alkukuva

on alkio z. Siis x € f~*({y}).

Jatkossa keskitytddn reaalifunktioihin, joiden médritys- ja maalijoukot ovat re-
aalilukujen joukon osajoukkoja. Lisdksi vakiofunktioita f : R — R, f(x) = q,

missd a € R on vakio, tullaan merkitseméén lyhyemmin f(z) = a.
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1.2 Bijektiivisyys

Funktio f on surjektio, mikéli f(A) = B eli funktion méaritysjoukon kuva on
koko maalijoukko. Téten surjektiossa jokaiselle maalijoukon alkiolle kuvautuu

yksi tai useampi alkukuva. Selvésti jokainen funktio f : A — f(A) on surjektio.

Funktio f on injektio, mikéli oletuksesta f(z1) = f(x2) seuraa, ettd z; = xo.
Niinpd injektiossa jokaisella maalijoukon alkiolla on korkeintaan yksi alkukuva.
Injektiivisyyden kanssa yhtéapitava ehto on se, etta viitteestd x; # x9 seuraa, etté

f(z1) # f(xq). Siis eri pisteilld on eri kuvat.

Funktio f on bijektio, mikili se on seké surjektio ettd injektio. Siten bijektiossa
jokaisella maalijoukon alkiolla on tdsmailleen yksi alkukuva. Koska funktio liitti
jokaiselle méaritysjoukon alkiolle tdsmaélleen yhden maalijoukon alkion, niin bi-
jektiossa alkiot joukoista A ja B tulevat vastaamaan toisiaan yksi yhteen. Téasté
vastaavuudesta tuleekin bijektion englanninkielinen nimitys "one-to-one”. Siis jos
funktio f : A+~ B on injektio, niin funktio f*: A — f(A) on bijektio, kun méa-
ritelldéin f(z) = f*(x) kaikilla x € A. Tarkasti ottaenhan funktiot f: A — B ja
f*: A f(A) ovat eri funktioita, mikéli f(A) # B.

Mikaili kahden joukon vélilla on olemassa bijektio, niin joukoilla sanotaan olevan
sama mahtavuus. Mikéli joukot ovat darellisid, niin niissd on yhtd monta alkio-
ta. Adrettomilld joukoilla tdms tarkoittaa, ettd molempien joukkojen #iretts-
myydet ovat "yhtdsuuret”. Luonnollisten lukujen joukon N kanssa yhtd mahtavia
joukkoja sanotaan numeroituviksi. Nditd ovat esimerkiksi kokonaislukujen jouk-
ko Z ja rationaalilukujen joukko @Q. Kuitenkin reaalilukujen joukko R on joukkoa
N mahtavampi, joten niin kutsuttuja ylinumeroituviakin joukkoja on olemassa.

Joukkojen mahtuvuutta kisitelladn enemmaén esimerkiksi topologian kursseilla.

Mikéli funktiosta on annettu vain lauseke, niin yleisend kdytédntona on, ettd sen

madritysjoukko on suurin mahdollinen joukko, jolla lauseke on méaritelty.
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1.3 Kéisinteisfunktio f!

Jos funktio f : A — B on bijektio, niin funktion f kdanteisfunktio on funktio

f~': B+ Ajolle kaikilla € A pétee
y = f(x) jos ja vain jos = f"(y).

Maéritelma on mielekés, silld kddnteisfunktiokin tulee olemaan bijektio, joten
sillikin tulee olemaan kianteisfunktio, joka on tietysti funktio f.

Lause. Jos funktio f : A B on bijektio, niin sen kdidnteisfunktio f~: B — A
on bijektio.

Funktion f kddnteisfunktiota madrittdessd kannattaa noudattaa seuraavia ohjei-
ta.

1. Maaraé funktion f maéritysjoukko My ja kuvajoukko K.

2. Ratkaise yhtélostd y = f(z) muuttuja = funktion arvon y avulla. Mika-
li muuttujan x ratkaisu on yksikiisittdinen, niin f~! on olemassa ja v =
f~H(y). Kirjoita kdinteisfunktion lauseke f~1(x).

3. Osoita edellisten kohtien perusteella, ettd kiidnteisfunktion méaaritysjoukko
M1 on sama kuin funktion f kuvajoukko K ja ettd kuvajoukko K;-1 on
sama kuin funktion f mééritysjoukko Mj.

Jokaisella bijektiolla on kddnteisfunktio, mutta voi olla, ettd sen lausekkeen méa-
rddminen voi olla hyvin vaikeaa tai mahdotonta. Muuttujan z ratkaisun yksikasit-
teisyys tarkoittaa tietenkin sitéd, ettd muuttujalla z on tdsmailleen yksi alkukuva.

Esimerkiksi funktio f(z) = 22 = y ei ole injektio. Talloin

y:IQ == .Z’::t\/g

Téaten muuttujalla x € R voi olla yksi tai kaksi alkukuvaa y € R, joten muuttuja

x ei ratkea yksikésitteisesti.

Huomautus. Pisteen y alkukuva f~1(y) ja kiiénteisfunktion f~' arvo f~1(y) tissi
pisteessd ovat merkinnistd huolimatta eri késitteitd. Alkukuva on aina méaritel-

ty ja se on funktion mééritysjoukon erds osajoukko (myos tyhji joukko, mikéli
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funktio f ei ole surjektio) eli siiné voi olla useampi kuin yksi alkio. Mikéli ké&n-
teisfunktio on olemassa, niin sen arvo on eras lahtéjoukon alkio. Talloin tietysti

alkukuva pitdd sisidlladn vain tdmén alkion.

1.4 Funktioiden monotonisuus

Funktio f : A— B on

o aidosti kasvava, mikéli f(z2) > f(z1) aina, kun 25 >
. aidosti vihenevi, mikéli f(z2) < f(x1) aina, kun x5 > a4
) kasvava, mikali f(zo) > f(z1) aina, kun x5 > 14

° viahenevi, mikdli f(zq9) < f(z1) aina, kun xo > x4

edellyttien, ettd luvut z; ja xo kuuluvat funktion f méiritysjoukkoon A. Selvés-
ti funktion aidosta kasvavuudesta seuraa sen kasvavuus. Kuitenkin esimerkiksi
vakiofunktio f(z) = a on kasvava ja vihenevd, muttei aidosti kasvava tai aidosti

viaheneva.

Funktiota sanotaan aidosti monotoniseksi, mikéli se on aidosti kasvava tai aidosti

viaheneva. Funktio on monotoninen, jos se on kasvava tai viheneva.

Koska aidosti kasvava tai aidosti vihenevi funktio on injektio, niin rajaamalla
kuvajoukko sopivasti saadaan aikaan surjektio, joten kidnteisfunktio on olemassa.

Liséksi kiddnteisfunktio tulee siilyttdméain monotonisuuden.

Lause. Aidosti kasvavalla funktiolla f : A f(A) on aidosti kasvava kéidnteis-
funktio f~1: f(A) — A.
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1.5 Funktioiden laskutoimitukset ja yhdistetty funktio

Olkoon f : A — B ja g : A — B funktioita. Funktioiden laskutoimitukset

madritelladn seuraavasti

summa (f +¢)(z) = f(z) +g(x)  kaikillaxz e A
vihennyslasku  (f — g)(z) = f(x) — g(x)  kaikilla x € A
kertolasku (fg)(x) = f(z)g(x) kaikilla x € A

jakolasku (S)(z) === kaikilla v € A ja g(x) # 0.

Olkoon f: A+ B ja g:C +— D funktioita. Jos D C A, niin funktioiden f ja g
vhdistetty funktio fog:C +— B on

(fog)(x)= f(g(x)) kaikilla x € C.
Yleisesti yhdistetyn funktion f o g mééiritysjoukko on
{zelCl|glx)e A}.
Esimerkiksi jos f : Ry — R, f(z) = Inzjag: R — R, g(z) = —|x|, niin
funktiota (f o g) ei ole mééritelty, koska funktion g maalijoukossa ja funktion

f maédrittelyjoukossa ei ole yhtdin yhteistd pistettd. Kuitenkin funktio g o f on

madaritelty ja on
(9o f)(@) = g(f(x)) = — |Inz| kaikilla x> 0

Yleensd (f o g)(x) # (g o f)(x), mikdli molemmat funktiot ovat méaritellyt.

1.6 Parillisuus

Olkoon f : A — R funktio ja lahtdjoukko A C R on symmetrinen origon suhteen.

Taten jos z € A, niin —x € A. Funktiota f sanotaan parilliseksi, mikéli

f(x) = f(—n) kaikilla z € A
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ja parittomaksi, mikali

f(=z) = —f(x) kaikilla x € A.

Léhtojoukon symmetrisyyden perusteella arvo f(z) on olemassa jos ja vain jos

arvo f(—x) on méadritelty.

1.7 Jaksollisuus

Funktio f : R +— R on jaksollinen, mikili on olemassa sellainen 7" > 0, etté
f(z +T) = f(x) aina, kun = € R. Pienintd reaalilukua T, joka toteuttaa edel-
lisen ehdon, sanotaan funktion f perusjaksoksi. Vaikka funktio olisi jaksollinen,
niin perusjaksoa ei ole aina olemassa. Esimerkkiné kiy vakiofunktio, joka on jak-

sollinen (jokainen 7" > 0 on jakso), mutta silld ei ole lyhinta jaksoa.

Yleisemmiésséd tapauksessa, jossa funktio f : A — R ja A C R taytyy lisdksi
olettaa, ettd x + T € A kaikilla © € A. Esimerkiksi funktio f(z) = tanz, x #

5 + nm on jaksollinen perusjaksolla T' = .

1.8 Alkeisfunktioista

Polynomifunktiot ovat muotoa P(z) = a,x™ + a,_ 12" + ... + a1 + ag, missi
n € N ja a, # 0. Lukua n sanotaan polynomin asteeksi ja merkitdan deg P(z) =
n. Polynomifunktiot ovat mééariteltyja koko R:ssa.

Rationaalifunktiot ovat funktioita R(z) = %, missd P(x) ja Q(x) ovat polyno-
mifunktioita. Rationaalifunktiot eivit ole médritelty nimittdajassa olevan polyno-

min nollakohdissa.

Muita tavallisia nk. alkeisfunktioita ovat juurifunktiot /x, trigonometriset funk-
tiot sinzx, cosx ja tanz, ndiden kddnteisfunktiot arcsinx, arccoszx ja arctanz,

eksponenttifunktiot a” ja logaritmifunktiot log, x.
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Hyperboliset funktiot sinhx ja coshx voidaan mééritelld eksponenttifunktion

avulla seuraavasti

sinhy = — ja coshx =
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2  Funktion raja-arvo

Pisteen x € R §-ympdristé on joukko B(z,0) = {y € R||y — x| < 0} ja aito
d-ympdristé on joukko B'(x,0) = B(xz,d) \ {z}. Téten d-ympéristd on vali
|z — 0,2+ 0[ eli kaikki ne reaaliluvut, joiden etdisyys luvusta x on pienempi kuin

4. Aito ymparisto on vélien |z — §, z[ ja |x, x + [ unioni.

Olkoon funktio f mééritelty luvun xq erdédssi aidossa ympéaristossid. Luku a on
funktion f raja-arvo pisteessi x, jos jokaista positiivista reaalilukua € > 0 kohti

on olemassa sellainen positiivinen reaaliluku 0 > 0, etta
|f(z) —al <e aina, kun 0 < |z — x| <
Télloin merkitddn lim f(x) = a tai f(z) — a , kun z — x.
T—xQ
Olkoon funktio f mééaritelty luvun xg erdfissi vasemman puolisessa aidossa ym-
péaristossi. Luku a on funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessi z,

jos jokaista positiivista reaalilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen positiivinen

reaaliluku 6 > 0, ettéd
|f(z) —al <e aina, kun xg — 0 < x < xg
Téllsin merkitdin lim f(r) = a tai f(z) —a, kun z — ;.
z—a;
Olkoon funktio f méiritelty luvun z( erdissa oikean puolisessa aidossa ympéris-
tossd. Vastaavasti luku a on funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessi

To, jos jokaista positiivista reaalilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen positii-

vinen reaaliluku 6 > 0, ettd

|f(z) —al <€ aina, kun g <z < xg+46
T&llsin merkitdin lim f(z) = a tai f(z) — a , kun z — z7.
xﬂwo

Lause. Jos funktiolla f on raja-arvo pisteessd xq, niin se on yksikdsitteinen.

Myo6skin vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot ovat yksikésitteisia.
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Lause. Olkoon funktio f mdadritelty pisteen xq jossakin aidossa ymparistdssa.
Tdlloin lim f(x) = a jos ja vain jos lim f(x) =a ja lim f(z)=a

z—g z—xy z—ad
Funktion raja-arvo voitaisiin méaéritelld my6s toisellakin tavalla. Koska seuraavan
lauseen ehdot ovat keskendén yhtépitdvit, niin olisi ihan sama kumman ehdon

valitsisi maadritelmaksi.

Lause. Olkoon funktio f mddritelty pisteen xo jossakin aidossa ympdristdssd
B'(xo,9). Tdllgin lim f(z) = a jos ja vain jos lim f(a,) = a jokaiselle sel-
r—x0 n—oo

laiselle jonolle (a,) C B'(xg,0) , ettd lim a, = zo.

n—oo

Edellinen lause tarjoaa erdiin tavan osoittaa, ettd funktiolla f ei ole raja-arvoa

pisteessi xq. Tarvitsee vain konstruoida kaksi jonoa (a,) ja (b,), jotka suppenevat

kohti lukua zg, mutta raja-arvoja lim f(a,) ja lim f(b,) ei ole olemassa tai ne
n—oo n—oo

ovat erisuuret.

Raja-arvojen laskusddnnot noudattavat intuitiota.

Lause. Jos lim f(z) = a ja lim g(z) = b, niin
T—XQ

T—T0

1. im (f+g)(x)=a+b

2 Jim (/ — g)(e) =a—b

5. lim (£g)(x) = ab

4 zh—{I:lO cf(x) = ca kaikilla c € R
5 xlggo(i)(x) =2 mikili b # 0.

Rakkaalla lapsella on monta nimeé ja seuraava tirked lause tunnetaan ainakin

nimill& puristuslause ja voileipalause.

Puristuslause. Olkoot funktiot f, g, h ovat madriteltyji jo g(x) < f(x) < h(x)
x)

erddssd pisteen xo aidossa ympdristéssi. Jos lim g(x) = lim h(

r—To T—X0

funktiolla f on raja-arvo pisteessi xo ja lim f(x) = a.
T—T0

= a, nun

Trigonometristen funktioiden raja-arvojen laskennessa usein tarpeellinen tulos on

Lause.

. sinz
lim =1.
z—0

10
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2.1 A&rettdmyys raja-arvoissa

Olkoon funktio f médritelty jollakin valilla [r,oco[. Funktion f raja-arvo on a
muuttujan x kasvaessa rajatta, mikili jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa

sellainen luku x¢ > r, ettid
|f(z) —a|] <€ aina, kun = > 1z
Talloin merkitdén lim f(z) = a.

T—00

Vastaavasti maaritelldédn funktion f raja-arvo lim f(x).
T——00

Olkoon funktio f maéaritelty jossakin pisteen xy aidossa ympéristossa. Funktion
f arvo kasvaa rajatta muuttujan x ldhestyessd arvoa xg, mikéli jokaista lukua

M > 0 kohti on olemassa sellainen luku 0 > 0, ettd

flx)>M aina, kun 0 < |x — x| < §

Tilloin merkitddn lim f(x) = oo, joka siis tarkoittaa, ettd raja-arvo hajaantuu

Tr—XT0

silld tavoin, ettd funktion arvo kasvaa rajatta, kun ldhestytddn pistetta xg.

Vastaavasti voisaan médritelldsn raja-arvot lim f(z) = oo tai lim f (x) = —o0.

$*>$0 Z"CITO
Olkoon funktio f méiaritelty jollakin valilla [r, co[. Funktion f arvo kasvaa rajatta
muuttujan x kasvaessa rajatta, mikali jokaista lukua M > 0 kohti on olemassa

sellainen luku zy € R, etté
flz)>M aina, kun x > z

Talloin merkitddn lim f(z) = oo. TamaA siis tarkoittaa, etta funktiolle f saadaan
Tr—00

mielivaltaisen suuria arvoja, kunhan vain valitaan muuttuja = tarpeeksi suureksi.

Vastaavasti méaritelldén raja-arvot lim f(x) = —oo, lim f(z) =ocoja lim f(x)=

r—00 T——00

—0OQ.

11
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3  Funktion jatkuvuus

Olkoon reaalinen funktio f on mééritelty jossakin pisteen xg ympéristossa. Tal-
16in funktio f on jatkuva pisteessd zo, mikili lim f(z) = f(zo). Toisinsanoen
r—x0

jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku § > 0, etta
|f(z) — flxo)] <€ aina, kun |x — x| < 4.

Mikéli raja-arvoa lim f(z) ei ole olemassa tai se on erisuuri kuin f(xy) sano-
T—x0
taan, ettd funktio f on epdjatkuva pisteessid xg ja ettd piste xy on funktion f

epajatkuvuuskohta.

Funktio f on vasemmalta jatkuva pisteessi xg, mikdli lim f(x) = f(xq). Vas-
T—Ty

taavasti méadritelldadn funktion oikealta jatkuvuus. Selvésti funktio on jatkuva

pisteessi xz( jos ja vain jos se sekdi vasemmalta ettd oikealta jatkuva pisteessé zg.

Funktio f on jatkuva avoimella valilld |a, b[, mikéli se jatkuva jokaisessa pisteessé
xy €la, bl. Funktio f on jatkuva suljetulla valilld [a, b], mikili se on jatkuva vililla
la, b[, oikealta jatkuva pisteessi a ja vasemmalta jatkuva pisteessd b. Téten siitd,
ettd funktio f on jatkuva suljetulla vélilla [a, b] ei seuraa sitd, etté se olisi jatkuva
pisteissd a tai b, vaikka funktio f olisikin méaritelty ndiden pisteiden joissakin

ympéaristossai.

Funktio f on jatkuva, mikéli se on jatkuva méaritysjoukkonsa kaikissa pisteissa.
Toispuolinen jatkuvuus riittda suljetun vélin paatepisteissd. Huomaa, ettd funk-
tion jatkuvuusta tai epijatkuvuudesta voidaan puhua vain pisteissé, joissa funk-
tio on médritelty. Téaten esimerkiksi funktio f(z) = %, x # 0 on jatkuva, koska
se on jatkuva jokaisessa maéritysjoukkonsa R \ {0} pisteessd. Pisteessd x = 0
ei jatkuvuudesta voida puhua, koska funktiota f ei ole méaéritelty yhdessdkaan
pisteen x = 0 ympaéristossd, mikéd oli erds méaaritelmén vaatimuksista. Yleisem-
pi médritelmé reaalifunktion jatkuvuudelle esitetdin kurssilla Analyysi 1. Viela

yleisemmin jatkuvuutta kdsitelladn topologian kurssilla.

Koska polynomi-, rationaali-, itseisarvo-, eksponentti-, juuri- ja trigonometristen

12
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funktioiden méaaritysjoukon pisteiden raja-arvo on sama kuin funktion arvo, niin
ne ovat jatkuvia koko maéritysjoukossaan. Suoraan raja-arvojen ominaisuuksien

perusteella saadaan myo6s seuraava tulos.
Lause. Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pisteessi xg, niin

1. funktio f + g on jatkuva pisteessd x

2. funktio f — g on jatkuva pisteessi x

3. funktio fg on jatkuva pisteessd xg

4. funktio cf on jatkuva pisteessi xg kaikilla ¢ € R

5. funktio 5 on jatkuva pisteessd xo, mikdli g(zo) # 0
Lause. Jos funktio f on jatkuva pisteessd xqo ja funktio g on jatkuva pisteessd
f(xg), niin funktio g o f on jatkuva pisteessd xy.
Jatkuvuus voitaisiin raja-arvojen tapaan méaaritelld jonojen avulla, silld seuraava

lause antaa yhtépitavin jatkuvuudelle yhtipitivan ehdon.

Lause. Olkoon funktio f mddritelty pisteen xo jossakin ympdiristéssia B(zo,J).
Talloin funktion f on jatkuva pisteessd xg jos ja vain jos lim f(a,) = f(zo)

jokaiselle sellaiselle jonolle (a,) C B(xo,9) , ettd lim a, = xo.

n—oo

3.1 Jatkuvan funktion ominaisuuksia

Jatkuvalla funktiolla on seuraavat tarkedt ominaisuudet.

Bolzanon lause. Jos funktio f : [a,b] — R on jatkuva ja luvut f(a) ja f(b) ovat

erimerkkisid, niin on olemassa sellainen luku xq €|a, b|, ettd f(xo) = 0.
Bolzanon lauseen nojalla jatkuva funktio voi vaihtaa merkki&in vain nollakohdis-

saan. Téten funktio voi vaihtaa merkkiddn vain epdjatkuvuus- tai nollakohdissa.

Bolzanon lauseen sovelluksena saadaan

Lause. Jos funktio f : [a,b] — R jatkuva ja f(a) # f(b), niin funktio f kdy lipi
kaikki arvot lukujen f(a) ja f(b) vdliltd.

Suljetulla vililla jatkuvilla funktioilla on my0s omat ominaispiirteensa.

13
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Lause. Jos funktio f : [a,b] — R jatkuva, niin on olemassa sellainen luku M €
R, ettd |f(z)| < M kaikilla © € [a,b] eli funktio f on rajoitettu.

Oletus, etta funktio on jatkuva suljetulla vélilld [a, b] on tarked. Esimerkiksi funk-
tio f(z) = 1 on jatkuva vililld ]0, 1], mutta xlir[r)lJrf(x) = 00.

Lause. Jos funktio f : |a,b] — R jatkuva, niin se saa kaikki arvot véliltd min f(x)
ja max f(x), myds namd minimi- ja maksimiarvot.

Useasti tatd tulosta kiytetddn, kun halutaan etsid funktion arvojen maksimeita
ja minimeita tietyltd valiltd. Oletus, ettd vili [a, b] on suljettu on Adrimméisen
tarked. Esimerkiksi funktio f :]0,1[—]0,1[, f(z) = x on jatkuva méiiritysjouk-
konsa jokaisessa pisteessd, mutta silti funktio f ei tule saavuttamaan minimi- tai

maksimiarvojaan.

Liséksi voidaan todistaa, ettd jatkuvuus on ominaisuus, joka sdilyy kdanteisfunk-

tiolle.

Lause. Jos funktio f : [a,b] — [c,d] on jatkuva bijektio, niin sen kddnteisfunktio
[t e, d] — [a,b] on jatkuva bijektio.

Oletus siité, ettd funktion méaritysjoukko on véli, on valttdméaton. Funktio f :

| —00,0] U] 1,00 [ — R, missd

r+1, >0

on bijektio, mutta epidjatkuva pisteessa x = 0.

14
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4  Funktion tasainen jatkuvuus

Funktion f jatkuvuus on pisteittdinen ominaisuus. Funktio saattaa esimerkiksi

olla jatkuva jokaisessa irrationaalipisteessi, mutta epdjatkuva rationaalipisteissa.

Funktio f on tasaisesti jatkuva valilla I C R, jos jokaista lukua e > 0 kohti on

olemassa sellainen § > 0, etté
|f(za) — fx1)] <€ aina, kun |zo — x| < djaxy,za €[

Huomautus. Vali I voi olla millainen reaalilukusuoran vali tahansa. Siis se voi
olla muotoa [a,b], [a,b[, ]a, b] tai ]a,b] , missd a < b. Myoskin tapaukset a = —oo

ja b = oo ovat mahdollisia.

Mikéli funktio f on tasaisesti jatkuva vililld [a,b], niin suoraan méaaritelmésta
saadaan raja-arvot :]Clircrbl+ flz) = f(a), zlgil— f(z) = f(b) ja 2?li_gﬂlo flz) = f(xg).
Téstd saadaan seuraava lause:

Lause. Jos funktio f : A — R on tasaisesti jatkuva valilld I C A, niin se on

jatkuva jokaisessa pisteessi x € I.

Téaten tasainen jatkuvuus on siis funktion f ja vilin I ominaisuus, josta seuraa
funktion jatkuvuus vélin jokaisessa pistessd. Jatkuvuus vélin I jokaisessa pistees-
sd el kuitenkaan takaa tasaista jatkuvuutta. Tdmén osoittaa funktio f(z) = %
valilla ]0, zo], missd zo > 0. Téten tasainen jatkuvuus on siis pisteittiista jatku-
vuutta tiukempi ehto. Suljetuilla ja rajoitetuilla véleilld tasainen ja pisteittdinen

jatkuvuus yhtyvét, kuten seuraava lause nayttaa.

Lause. Jos funktio f on jatkuva suljetulla ja rajoitetulla valilld [a,b], niin se

tasaisesti jatkuva vdlilli [a, b].

Lause. Olkoon I, Iy ja I wvdleja, joille patee I = Iy U Iy ja olkoon f : I — R
jatkuva funktio. Talloin funktio f on tasaisesti jatkuva vdleilld Iy ja Iy jos ja vain

jos se on tasaisesti jatkuva valilld I.

Lause. Jos funktio f : I — R toteuttaa erddlld vakion L > 0 arvolla nk.
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Lipschitz-ehdon
|f(z2) = f(z1)] < Lwg — x4 aina, kun x1, 2 € I,

nun funktio f on tasaisesti jatkuva vélilld 1.

Jos funktio f on derivoituva vélilld |a,b] ja on olemassa sellainen vakio L >
0, ettéd |f'(z)] < L kaikilla x €]a, b[, niin edellisté lausetta ja viliarvolausetta
soveltamalla voidaan osoittaa, ettd funktio toteuttaa Lipschitz-ehdon ja on téiten

tasaisesti jatkuva valilla ]a, 0].
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5 Funktion derivaatta

Olkoon funktio f mééritelty pisteen x erddssi ympéristossi. Funktio on deri-

voituva pisteessi g, mikili raja-arvo

/() = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

on olemassa. Talloin f’(zo) on funktion derivaatan arvo pisteessi . Merkitse-
malld z = xy + h saadaan raja-arvolle muoto

o) — tim L2 = L)

z—0 h

Koska raja-arvo on yksikésitteinen, niin myoskin derivaatan arvo on yksikéisittei-
nen. Mikéli funktio f on derivoituva vélin ]a, b jokaisessa pisteessd, niin saadaan

derivaattafunktio f’ :]a,bl— R, jolle pétee
fl@+h)— f(z)
h

f'(z) = lim

aina, kun = €]a, bl.
h—0

Mikéli funktio f’ on edelleen derivoituva pisteessd xy €|a, b[, voidaan mééritelld
sen derivaatta f”(x¢), jota kutsutaan funktion toisen asteen derivaataksi pisteessi
xo. Vastaavasti saadaan méadriteltyd korkeamman asteen derivaatat, mikili ne
ovat olemassa. Merkintoja funktion f n:nnen asteen derivaatalle ovat

d®

f(n)7 Wf’ ja D" f.

Huomautus. Usein merkintd (f(z))" lyhennetd&n muotoon f™(x), joka saattaa
helposti sotkeentua funktion derivaattaa tarkoittavaan merkintisin £ (z).

Funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessi xo (kun funktio f on mé#a-

ritelty jollain valilla [xg, zo + 0[) on raja-arvo

/ . flwo+h)— f(xo)
fla) = A, h ’

mikéli raja-arvo on ddrellisené olemassa.

17



Funktiot 12. syyskuuta 2005 sivu 18 / 25

Funktion f on oikeanpuoleinen derivaatta pisteessi zo (kun funktio f on mé&ari-
telty jollain valilld |xg — d, z¢]) on raja-arvo

vooov e f@o+h) = f(wo)
f<x0)_hli%lf h ’

mikéli raja-arvo on ddrellisené olemassa.

Raja-arvon ominaisuuksista saadaan suoraan, etté

Lause. Olkoon funktio f mddritelty erddssd pisteen xo ympdristdssa. Tdlloin
funktio f on derivoituva pisteessi xo ja derivaatan arvo on f'(x¢) = a jos ja

vain jos toispuoleiset derivaatal f'(xy) ja f'(xg) pisteessi xo ovat olemassa ja
a=f'(zg) = f(x)

Huomaa, etti f'(x{) ei ole sama asia kuin lim f'(z). Koska f’(zg) on erotusosa-
Iﬂxo

madrdn toispuoleinen raja-arvo, niin se ei vaadi esimerkiksi funktion derivoitu-

vuutta pisteen zy ympéristossi. Toisaalta hm+ f'(x) on derivaattafunktion tois-

I*MDO

puolinen raja-arvo, joten se vaatii ettd derivaattafunktio f’ on mééritelty pisteen
x( toispuolisessa aidossa ymparistossi. Téaten tdméa raja-arvo voi olla olemassa,
vaikka funktiota f ei ole médritelty pisteessii zg, jolloin taasen arvoa f’(zf) ei

ole méaritelty.

5.1 Derivoituvan funktion ominaisuuksia

Lause. Jos funktio f on derivoituva pisteessi xqy, niin se on myos jatkuva pis-
teessd xg.

Kuten itseisarvofunktio f(x) = |z| osoittaa pisteessd z = 0, niin jatkuvuus ei

takaa derivoituvuutta. Taten derivoituvuus on jatkuvuutta tiukempi ehto.

Funktion f jatkuvuus suljetulla vililla [a, b] seuraa derivoituvuudesta avoimella

valilla ]a,b], kun lisiksi oletetaan, ettéd lim+ f(z) = f(a) ja lim f(z) = f(b).
T—a T—b—

Taten seuraavissa lauseissa tarvitsisi tarkastella itseasiassa vain funktion f deri-

voituvuutta valilld |a, b] ja vilin pédtepisteiden toispuolisia raja-arvoja.

18
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Rollen lause. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio, joka on derivoituva vdlilla
la,b[. Jos f(a) = f(b), niin on olemassa ainakin yksi sellainen xy €|a,b|, ettd
f'(xg) = 0.

Rollen lauseen avulla saadaan erittdin tarpeellinen véiliarvolause.

Viliarvolause. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio, joka on derivoituva vililld

la,b[. Tdlloin on olemassa ainakin yksi sellainen xy €la, b|, ettd
fb) = fla) = f'(x0) (b — a).

Jatkuvuus vilin paatepisteissd on molemmissa lauseissa tarpeellinen oletus. Esi-

merkiksi kiily funktio

r, kun0<zxr<1
fz) =
0, kun x=1.
Tallsin f'(z) = 1 kaikilla z €]0, 1], jolloin Rollen lauseen tai véliarvolauseen tulos

ei voi pitad paikkaansa.

Cauchyn viliarvolause on edellisen lauseen yleistys, silld viliarvolause saadaan

Cauchyn viliarvolauseesta valitsemalla g(x) = x.

Cauchyn viliarvolause. Olkoot f, g : [a,b] — R jatkuvia funktioita, jotka ovat
derivoituvia vdililld a,b[. Tdlldin on olemassa ainakin yksi sellainen xo €|a, b,

ettd

f'(@o) (9(b) — g(a)) = g'(xo) (f(b) — f(a)).
Tama4 lauseen tulos on ehkd helpompi muistaa muodossa

f'(zo) _ f(b) — f(a)
g'(ro)  g(b) —g(a)’

mutta talloin pitdd olettaa, ettd ¢'(zo) # 0 ja g(b) # g(a).
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5.2 Derivoimissdantoja

Olkoon funktiot f ja g derivoituvia pisteessi x € R ja olkoon k € R vakio.
1. Dkf(z) =k Df(x)
2. D(f+g)(x) = Df(z) + Dy(x)
3. D(fg)(x) = f(x)Dg(x) + g(x)Df (x)
4
5

: D% = @)D/ <(§>(;)f;g$>f’g<@, mikili g(x) # 0
. Df*(x) =nf*Hz)Df(x)
Ketjusdant6. Jos funktio g on deriwoituva pisteessd xy ja funktio f on deri-
voituva pisteessd g(xo), niin yhdistetty funktio f o g on deriwoituva pisteessd xg
ja
D (fog)(xo) =D f(g(xo)) = f'(g(x0))g (o).

Kiainteisfunktion derivaatta. Olkoon f : [a,b] — [c,d] jatkuva bijektio, joka
on derivoituva vililld Ja,b|. Jos xy €]a,b] ja f'(xo) # 0, niin kddnteisfunktio

[t e, d] — [a,b] on derivoituva pisteessi yo = f(xo) €]c,d| ja

1y 1
(f7) (o) = o)
Yleisempien alkeisfunktioiden derivoimissddnnot ovat
1. D 2" =na™ !
2. Dsinx =cosz
3. Dcosx = —sinzx
4. Dtenz =1+tan’z = 5 v # 3 +nr
5. De* =¢"
6. DlInz =1, kun z >0
7. Darcsinz = \/1£7
8. Darcsinz = — 11_w2
9. Darctanz = ﬁ
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5.3 Derivaatan kiytto funktion kulun arvioinnissa
Oletetaan seuraavassa, ettd funktio f on méaritelty pisteen xg ympéaristossai.

Piste xo on funktion paikallinen maksimikohta, mikili on olemassa sellainen

ympéristd B(z, ), etti
f(zo) > f(x) aina, kun = € B(zo, 9).

Till6in luku f(xo) on funktion f paikallinen maksimiarvo.

Piste zy on funktion paikallinen minimikohta, mikéli on olemassa sellainen

ymparistd B(zo,0), etta
f(zo) < f(x) aina, kun = € B(zo, 9).

Tallsin luku f(xg) on funktion f paikallinen minimiarvo.

Lause. Jos funktio f on derivoituva pisteen xy erddssd ympdristdssa ja piste xg
on paikallinen ddriarvokohta, niin f'(x¢) = 0.

Kuitenkaan f'(xg) = 0 ei tarkoita sitd, ettd piste xy olisi paikallinen &&riarvo-
kohta. Esimerkiksi funktiolla f(x) = 2% ei ole paikallisia dériarvokohtia, vaikka
f(0) = 0. Lisaksi funktion ei tarvitse olla olla derivoituva paikallisessa dariarvo-

kohdassaan, kuten funktio f(x) = |z| osoittaa.
Pisteitd xg, joissa f'(xo) = 0, sanotaan funktion f kriittisiksi pisteiksi. Kriit-
tinen piste, joka ei ole paikallinen dariarvokohta, on satulapiste.
Funktion kulkemisen tutkimisessa yleensa kiytetddn seuraavia tuloksia
Lause. Jos funktio f : [a,b] — R on jatkuva vdlilld [a,b] ja derivoituva vélilld
la, b[, niin

1. funktio f on vakio valilld [a,b], mikdli f'(xo) = 0 aina, kun xo €]a, b

2. funktio f kasvava, mikali f'(x¢) > 0 aina, kun x¢ €]a, b[.

3. funktio f aidosti kasvava, mikdli f'(xy) > 0 aina, kun xy €]a, b].

4. funktio [ vihenevd, mikali f'(xo) <0 aina, kun zo €la, b|.
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5. funktio f aidosti vihenevd, mikali f'(x¢) < 0 aina, kun xo €]a, b].
Kaikki ndmaé tulokset saadaan viliarvolausetta soveltamalla. Aidosti kasvavuuden
ja aidosti vihenevyyden kriteereita soveltamalla saadaan

Lause. Jos piste xq on funktion f kriittinen piste ja derivaattafunktio f'(x) vaih-

taa merkkiddn pisteessd xg, niin piste xo on paikallinen ddriarvokohta.

5.4 1’Hospitalin sdannot

Cauchyn viliarvolauseen sovellutuksina saadaan niin kutsutut I’Hospitalin sédin-
not, jotka on nimetty ranskalaisen markiisin G. F. A. I’'Hospitalin mukaan. Tu-
lokset keksi kuitenkin Johann Bernoulli, joka myi ne markiisille, jonka mukaan

tulokset nyt tunnemme.

Seuraavassa kahdessa lauseessa tarkasteellaan tyypin 8 raja-arvoja.

Lause. Olkoot f ja g jatkuvia funktioita, jotka ovat derivoituvia pisteen xq erdds-
s atdossa ympdristdssd. Jos f(xo) = g(zo) = 0 ja g(x) # 0 erddssi xo aidossa

ymparistossa, niin

lim M = lim f(w)

z=mo g(x)  =owo g'(2)

Y

f'(x)) on olemassa ddrellisend.

mikdli raja-arvo lim

T—T0

Edellisesta lauseesta saisi osoitettua myos yleisemmaén version, jossa késiteltdisiin

vasemman ja oikeinpuoleisia raja-arvoja.

Lause. Olkoot f ja g derivoituvia funktioita erddlld vdlilli |a, oo, missd a > 0.

Jos lim f(x) = lim g(z) =0 ja g(z) # 0, kun x > a, niin

f(z)

im —=% = lim f’(x)
P (@) e g(a)”

mikdli raja-arvo lim

r—00

—— on olemassa.
g'(z)

Seuraavassa kahdessa lauseessa tarkasteellaan tyypin 2 raja-arvoja.
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Lause. Olkoot funktiot f ja g jatkuvia, kun x < xy ja derivoituvia, kun x < xy.
Jos
lim f(z) = lim g(z) = oo,

nwn
/
lim @ = lim f()

mikdli oitkeanpuolimmainen raja-arvo on darellisend olemassa.

Y

Vastaavalla tavalla lause voidaan muokata tapauksiin, kun = — z§ tai z — .
Tutkimalla funktiota — f(x) saadaan lause muokattua tapaukseen, jossa funktion

arvo vihenee rajatta.

Lause. Olkoon funktiot f ja g derivoituvia valilld [a, co[, missd a > 0. Jos

lim f(x) = lim g(z) = oo,
nimn
/
lim _f(x) = lim _f/(x)
a=00 g(x)  a—oo g'()
mikdli oitkeanpuolimmainen raja-arvo on darellisend olemassa.

9

Huomautus. Napparyydestaian huolimatta ’'Hospitalin sdantoa tulee kiyttaa har-
kiten. Eteenkin lauseiden oletusten voimassa oloon pitdd kiinnittdd huomiota.

Esimerkiksi tapauksessa

. slnx yg .. COSX )
lim = lim = lim coszx

r—00 T r—00 r—00

I’Hospitalin sdéntoa ei voida kiyttaa, silld vaikka muut oletukset ovatkin voimas-

I (=)
g' ()

ylla olevan raja-arvon laskemiseen on tietenkin kdayttda arviota

sa, niin sddnnossd oletettiin, ettd raja-arvo lim olisi olemassa. Oikea tapa
T—00

1
L

sinx

— 0, kun z — oo.
x
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5.5 Differentioituvuus

Olkoon reaalifunktio f mééaritelty pisteen xy jossakin ympéristossd B(zg,d) ja
olkoon 0 < |Azg| < §. Mikéli funktion muuttujaa xy muutetaan arvon Awx

verran, tulee funktion arvon muutos olemaan

f(zo + Axg) — f(z0)
A[L’O

Af = flzog+ Az) — f(zg) = Axy.

Jos funktio f on derivoituva pisteessi zy voidaan arvioida, muuttujan Az ollessa
riittdvan pieni, ettd

Af ~ f/(l'Q)AfE().

Tatéa arviota kaytetddn esimerkiksi fysiikassa mittausvirheiden arvioinnissa. Ta-

méa approksimaatio on pohjana myos differentiaalin méaéritelmaélle.

Jos funktio f méaritelty pisteen xg erddssd ympéristossé ja on olemassa sellainen

luku A € R ja sellainen funktio n : R — R, etté
f(xo +h) — f(x0) = Ah +n(h)h,

missd IlziH(l] n(h) = 0, niin funktio f on differentioituva. Madritelméssi oletetaan

lisiiksi, ettd A on niin pieni, ettd f(zo+ h) on méaaritelty.
Huomautus. Funktio n voidaan aina valita siten, ettd n(0) = 0, jolloin se saadaan

jatkuvaksi origossa.

Koska }llirr(l) n(h) = 0, niin termi n(h)h saadaan mielivaltaisen pieneksi valitsemalla

muuttuja h tarpeeksi ldheltd origoa. Téten
Af = f(zo+h)— f(zo) = Ah

eli differentioituvan funktion f muutosta voidaan approksimoida funktiolla g(h) =
Ah, joka on suora. Téten differentioituvuutta pisteessi zy voidaan ajatella siis
funktion approksimoimisena lineaarisella kuvauksella pisteen zy ympéristossa
(vertaa derivaatan tulkintaan funktion tangentin kulmakertoimena). Téten termi

n(h)h on virhe, joka arviossa tehdaén pisteessi zq + h.
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Toisaalta jakamalla puolittain lauseketta
f(zo 4+ h) — f(xo) = Ah+n(h)h,

muuttujalla h saadaan

f(zo+h) — f(xo)

A:
h

—n(h) — f'(xg), kun h — 0,

mikéli n(h) — 0, kun h — 0.

Téaten ei vaikuta enéd kovin yllattévaltd, ettd reaalifunktioiden kohdalla differen-
tioituvuus ja derivoituvuus ovat yhdenpitivid eli kyse on periaatteessa samasta

asiasta.

Lause. Olkoon f reaalifunktio. Tdilloin f on derivoituva pisteessd xq jos ja vain
jos funktio f on differentioituva pisteessd xg. Lisiksi jos ehdot ovat tosia, niin
A= (o).

Funktioille f : R™ +— R™ derivoituvuutta ei voida aina madritelld, silld erotus-
osamadrin mairitelméa ei voi oikein mielekkéésti yleistaéd vektoreille. Sen sijaan
differentioituvuuden kisite on helppo laajentaa vektoriavaruuksien vélisille funk-

tioille. Tésta puhutaan enemmén Analyysi II:n kurssilla.
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