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Perustehtavit

Tehtdva 1. Miksi seuraavat esimerkit eivat ole funktioita?

1. f:R—Z, f(x)=2
2.
2 kun x on parillinen,
fiN={0,1,2}, f(z) =41 kun z on alkuluku,
0  muutoin.
3. f:R—R, f(z) =2
4. fog:R—R,missé f: R\ {1} = R, f(z) =5 ja

g R Ry, g(r) = e

5. f:{A]|ACR}— R, f(A) =supA
Tehtava 2. Mitkd ovat seuraavien funktioiden laajin mahdollinen méaaritysjouk-
ko ja suppein maalijoukko. Voiko funktio télldin olla bijektio?

L. f(z) =V1+a2

2 f(r) = 5

3. f(z) =1In(z* —2)
Tehtéavi 3. Mieti miksi kidnteisfunktio on mielekistd maéritelld vain bijektioille.
Tehtiivi 4. Osoita, ettd funktio f : Z, — {12,2%2,3% ...}, f(n) = n? on
bijektio. Téten joukoilla on sama mahtavuus, vaikka {1222 3% ...} C Z, ja
Z, ¢ {1222 3% .. .}.
Tehtava 5. Osoita, ettd seuraavat funktiot ovat bijektioita ja m&drda niiden
kddnteisfunktiot.

1. f:R—R, f(x) =2+ ¢, missd ¢ € R on vakio.

2[R\ {~1} = R\ {2}, fla) = ;5 +2

3R] =11 f(2) = o5
Tehtdva 6. Olkoon funktiot f : A — B ja g : B — C bijektioita. Osoita, etti

funktio g o f : A — C on bijektio ja maérda sen kddnteisfuntio.
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Tehtava 7. Mitd voidaan sanoa funktiosta f : R — R, joka on sekd parillinen

etta pariton.

Tehtava 8. Mitd voidaan sanoa funktiosta f : R — R, joka on seké kasvava etté

viaheneva.

Tehtava 9. Olkoot f, g : R — R funktioita. Mitd voidaan sanoa funktiosta fog,

kun

1. f kasvava ja g viheneva
2. f viahenevi ja g kasvava
3

. f ja g ovat kasvavia

.

. f ja g ovat vihenevii.

Tehtavi 10. Olkoon funktio f : R — R parillinen ja g : R — R pariton. Mitd

voit sanot seuraavien funktioiden parillisuudesta?

fog
fof
gog
f2

92
f+g

7 fg

Tehtava 11. Tutki ovatko seuraavat funktiot jaksollisia ja madrda perusjakso.

1. f(x) =+V1—sin’z, 2 €R
2. f(z) =sin(2?), z € R
3. f(l'):;),l'GR

2+4-cos(3z

AN AN e

Tehtéva 12. Kirjoita raja-arvon lim f(z) = b mééritelmé ja selitd miksi ehdossa

r—a

aina r # a.
Tehtavi 13. Osoita suoraan médritelmén nojalla, etta

1 lim(B3z+1)=7

r—2
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2. lim(z? — 22) = —1

r—1

Tehtava 14. Laske raja-arvot

. lim =
1‘—>42 \/>

hm sin 7x
" 20 ECE
1— z

1
2
3. lim e1-«2
4
5

T—00

lim z(va?2 41— 1)

6. limIn | —2—

Tehtava 15. Laske raja-arvot

1. lim z?sin l

r—0

sin 4z2
2 Ly =53
sin x

3. xllglﬂ (z—27) cosx

Tehtdva 16. Perustele miksi seuraavat funktiot ovat kaikkialla jatkuvia.
L flx)=a*—223+2-3
2. f(z) = cos(—x)

Tehtava 17. Tutki funktioiden jatkuvuutta.

1.
> +a L,kunz <2
flz) =
—xr+1 ,kun x> 2
2.
P—W , kun z # 0
flx) =
a , kun z =0
Tehtava 18. Tutki funktion
x , €@
flz) =
r ,zeR\Q

jatkuvuutta.
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Tehtava 19. 1. Madrittele, mitd tarkoittaa funktion f jatkuvuus suljetulla
valilla.
2. Osoita, ettd jos funktio f on jatkuva vileilld [a, b] ja [b, ] missd a < b < ¢,
niin funktio f on jatkuva pisteessd x = b.
3. Anna esimerkki funktiosta f : R — IR, joka on jatkuva vélilla [0, 1], mutta

joka ei ole jatkuva pisteessd x = 0.

Tehtdva 20. Funktiota f(z) = "sz:“l” ei ole méaaritelty pisteissd o = +1. Tutki
voidaanko funktiolle f méarita sellaiset arvot f(1) ja f(—1), ettd funktio tulisi
jatkuviksi néissé pisteissa.
Tehtava 21. 1. Maérittele funktion tasainen jatkuvuus.
2. Osoita, ettd mikéli f : I — R ei ole jatkuva funktio, niin seuraava viite on
epatosi:
Jos funktio f on tasaisesti jatkuva vileilla I ja I5 ja I = I, U5, niin funktio

f on tasaisesti jatkuva valilla I.

Tehtava 22. Johda suoraan méiritelméin nojalla kaava D sin x = cos z ja todista
sen avulla, ettd Dcosx = —sinz. Kéyté sitten osaméairin derivaattaa ja johda

funktion tan z derivaatta.

Tehtdva 23. Derivoi

(z—1)(z+2)(z+1)?
’ z2—1

. 23 cos(3x)

sin(3z)
Tox242

1
2
3. e2In(32)
4
5

2 kun x>0
6. In(In(z? + 1))
Tehtiva 24. Osoita, ettd funktiolla f(x) = 3x + sin(2z) on olemassa kédénteis-
funktio ja mésritd (f~1)"(25).

Tehtava 25. Johda derivaattafunktiot funktioille arcsin z, arccos x ja arctan x.
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Tehtava 26. Osoita, ettd D sinhx = cosh x ja D cosh z = sinh x, missé

et — o2 e e %
sinhz = — ja coshx = +T

Funktiota sinh z ja cosh x kutsutaan hyperboliseksi siniksi ja kosiniksi.
Tehtavi 27. Ovatko seuraavat viittaméat totta vai valetta?
1. Jos funktio f on epéjatkuva pisteessi x(, niin se ei ole derivoituva pisteessa
Zo
2. Jos f'(z) > 0 kaikilla € R, niin funktio f on kasvaa rajatta.
3. Jos xh—%lo f'(x) =0, niin funktio f on rajoitettu.
Tehtiva 28. Osoita viliarvolauseen perusteella, etta

1 1 1
I+ — < — <9+ —.

10 /83 9
Tee samanlainen arvio luvulle v/88.

Tehtiva 29. Osoita viliarvolauseen avulla, ettd jos funktio f on jatkuva valilla
la,b] ja derivoituva ja f'(x) > 0 vililla ]a, b[, niin funktio f on aidosti kasvava
valilla [a, b].

Tehtédva 30. Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva valilla Ja, b] ja f'(x¢) = 0
eradlld xo €la, b[. Osoita, ettéd jos f'(x) > 0, aina kun = €|a, zo[ ja f'(z) < 0, aina
kun = €]xg, b[, niin funktiolla f on paikallinen maksimi pisteessi x.

Tehtava 31. Mitd Bolzanon lauseen perusteella voidaan sanoa jatkuvasta funk-

tiosta f, jolla ei ole nollakohtia vélilld [a, b].

Tehtava 32. Tutki Bolzanon ja Rollen lauseiden avulla funktion
flx)=2" -3z +1

nollakohtien lukuma&raa
Tehtava 33. Tutki funktioiden paikallisia d&riarvoja.
1. f(x)=2*>—4z+3

2. f(z) =¢e"sinz
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Vaativampia tehtéivia

Tehtdvd 34. 1. Osoita, ettd jos f : A — B on funktio (ei siis valttdmatta
bijektio), niin my6s g : B — P(A) on funktio, missi

g(b) = f1({b}) aina, kun b € B.
Téssé joukko P(A) on niin sanottu joukon A potenssijoukko
P(A) ={Ap | Ao on joukon A osajoukko} = {Ag | Ay C A}.

Potenssijoukon alkiot ovat siis joukkoja ja (), A € P(A) kaikille joukoille A.
2. Osoita lisdksi, ettd funktio f : A — B on bijektio jos ja vain jos joukko
F7H({b}) sisiltid tiasmiélleen yhden alkion kaikilla b € B.

Tehtidvi 35. Osoita, ettd jos lim f(x) =a ja lim g(x) = b, niin

T—T0 T—T0

lim (f +g)(z) =a+b

T—T0

Tehtavi 36. Olkoon f: R +— R on funktio. Osoita, etta

lim f(z) =a

Tr—XT0

jos ja vain jos kaikilla jonoilla (z,) C R\ {zo}, 2, — x¢ pétee, ettd

lim f(x,)=a.

Tehtava 37. Olkoon f, g : R — R funktioita. Osoita, ettd jos lim f(z) = a ja

lim g(x) = oo, niin

r—00

lim f(g(z)) = a.

Tehtivi 38. Konstruoi funktio, jonka méaarittelyjoukko on koko R, ja jolla on

raja-arvo olemassa vain pisteessd x = 1.
Tehtava 39. Todista viliarvolause Rollen lauseen avulla.
Tehtévi 40. Osoita, etté jos funktio f :]a,b[— f(]a,b[) on derivoituva ja f'(z) >

0 kaikilla x € A, niin funktio f on bijektio.

6
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Tehtava 41. Olkoon f jatkuva funktio pisteessid xg. Osoita, ettd jos lim g(x) =

T—T0

a, niin

lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = f(a).

T—xQ T—T0

Taten mikéli funktio on jatkuva, niin rajankiynnin saa viedd funktion sisdén.

Osoita esimerkeilld, ettd mikéili funktio f ei ole jatkuva pisteessé xq ja lim g(x) =
T—T0

a, niin

lim f(g(x))

r—xQ
ja

f(lim g(x))
voivat olla joko yhtdsuuria tai ei.

Tehtavi 42. Olkoon

x%sinz, kun x #0
flz) =
0 kun z = 0.

1. Milld parametrin « arvolla funktio f on jatkuva origossa?

2. Milla parametrin « arvolla funktio f on derivoituva origossa?



Funktiotehtévét, 10. syyskuuta 2005, siva 8 / 42

Vinkkeja perustehtaviin

Tehtava 1. Tutki tayttyyko funktion ehto, ettd jokaisella 1ahtéjoukon pisteelld

on yksikdsitteinen kuvapiste.

Tehtava 2. 1. Mieti miten lauseke 1422 kiiyttdytyy eri muuttujien x arvoilla.
2. Tee sijoitus y = x + 1, jolloin funktio muuttuu tutumpaan muotoon.
3. Ratkaise epiyhtilo 22 —2 > 0. Mieti esimerkkii, joka osottaisi, ettd funktio
ei ole injektio.
Tehtava 3. Mieti tapauksia, joissa funktio f joko ei ole injektio tai ei ole surjek-

tio. Mieti miké kadnteisfunktion médrittelyssa tilloin menee pieleen.
Tehtéavi 4. Osoita funktio injektioksi ja surjektioksi.

Tehtava 5. 1. Surjektiivisyyden osoittamiseksi oleta, ettd y € R on mielival-
tainen ja osoita, ettd on olemassa sellainen = € R, ettd y = f(x). Injektii-
visyyteen kdytd suoraan madritelmad

2. Oleta, ettd y # 2 ja ratkaise yhtalo y = ﬁ + 2.

3. Tutki, mitd arvoja funktio f saa, kun z > 0, x < 0 tai z = 0. Injektiivisyy-
den kohdella huomaa, ettd funktion arvon etumerkki riippuu téysin funk-
tion osoittajan etumerkisté ja tutki erikseen tapaukset f(x) > 0, f(z) =0
ja f(z) <0.

Tehtavi 6. Osoita surjektiivisuus ja injektiivisyys erikseen. Todistus menee suo-

raan madritelmid soveltamalla. Kéadnteisfunktion méadrdamiseksi huomaa, ettd

funktioilla f ja g on ki#anteisfunktiot.

Tehtava 7. Sovella parillisuuden ja parittomuuden mééritelmia suoraan funk-
tioon f. Vertaa arvoja pisteissi = ja —z.
Tehtiva 8. Oleta, ettd xo > 1 ja sovella kasvavuuden ja vihenevyyden méari-

telmid. Vertaa arvojen f(x1) ja f(x2) keskindistd suuruutta.

Tehtéva 9. Oleta, ettd xo > 7. Tutki médritelmén avulla arvoja g(x2) ja g(x1).

Téten joko g(xs) > g(x1) tai g(xe) < g(z1). Sovella nédihin arvoihin joko kasva-
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vuutta tai vihenevyyttd. Apumerkinnit y, = g(22) ja y1 = g(x1) voivat selkiyttad

tilannetta.

Tehtava 10. Sovella parillisuuden ja parittomuuden maaritelmia. Huomaa, etta
kaikissa tapauksissa et voi valttdmétta sanoa mitdidn varmaa funktioiden parilli-

suudesta tai parittomuudesta.

Tehtava 11. 1. Sievenné funktio yksinkertaisemmaksi. Jakson maarittami-
sessd, kiyta apuna trigonometristen funktioiden perusjaksoa.
2. Oleta, ettd funktiolla olisi jakso ja johda sille ominaisuuksia tarkastelemalla
arvoja, joissa funktio saa arvon nolla.

3. Kéyté trigonometrisen funktion perusjaksoa apuna.

Tehtava 12. Tutki ja keksi esimerkkejd millaisissa tapauksissa raja-arvoa ei olisi

madritelty, jos ehtoa = # a ei ole.

Tehtidva 13. Oleta ¢ > 0 mielivaltaiseksi. Laske mikd luvun 6 > 0 taytyy
olla luvun e avulla kirjoitettuna, ettd ehdosta 0 < |r —2| < 0 seuraa, ettd

|3z + 1 — 7| < e. Vastaalla tavalla toisessa kohdassa.

Tehtiva 14. 1. Lavenna termilld 2 4 /.
siny
y

2. Muokkaa raja-arvo muotoon a=-<, missa y saatu sopivalla sijoituksella.

3. Huomaa, etti 1 — 22 = (1 — z)(1 + x). Vie rajankiiynti funktion sisélle.
4. Lavenna termilld v/ 22 + 1 4 .

5. Lavenna termilld 1 4 cosx ja kdyta sopivia trigonometrisid kaavoja.

us

2

T _

6. Huomaa, etti cos( 5

r) = sin(§ — §x).
Tehtava 15. 1. Arvioi funktion itseisarvoa sopivasti ylospain.
2. Pyri kiyttdméadn raja-arvoa }312% % =1.
3. Huomaa sinifunktion jaksollisuus.
Tehtdva 16. Perustele yleisella tasolla miten funktio on saatu yhdistamalla jat-

kuvia funktioita.

Tehtava 17. Tutki miten parametrit pitaisivit valita, ettd funktion arvo ja raja-

arvo yhtyisivat.
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Tehtdva 18. Tutki erikseen tapauksia z = 0 ja z # 0. Kéytd tehtiviad 36 tai
todista suoraan madaritelmien avulla.
Tehtava 19. 1. Méaaritelma.

2. Kayta hyviksi toispuolista jatkuvuutta vilin padtepisteissa.

3. Huomaa, ettd suljetulla vililla jatkuvan funktion tarvitsee olla vain puolit-

tain jatkuva véalin paatepisteessa.

Tehtdvd 20. Huomaa, ettd 22 —1 = (x —1)(z +1). Sievenni funktio sievempéiin
muotoon ja tarkastele raja-arvoja.
Tehtava 21. Keksi vastaesimerkiksi funktio, joka on epédjatkuva yhdessa pistees-

si, mutta joka tdyttdd muut ehdot.

Tehtava 22. Osoita, ettd % = —Sigh . C(f’sn;ﬁl ja kdyta sitd apuna todistuk-

sessa. Kosinifunktiota derivoitaessa huomaa, ettd cosz = sin(§ — ).

Tehtiva 23. 1. Supista osamaaraé.
2. Kayta tulon derivaatan kaavaa.
3. Suoraan laskemalla.
4. Kayta osamadran derivaattaa.
In 2® winz.

5. Huomaa, ettd z* =e =e

6. Huomioi yhdistetyt funktiot.

Tehtévi 24. Tutki funktion derivaattaa. Huomaa, ettd f(%) = 2.

Tehtiva 25. Rajoita funktiota sopivasti ja sovella kdanteisfunktion derivoimis-

lausetta siihen.
Tehtava 26. Laske suoraan derivoimalla.

Tehtava 27. 1. Tee vastaoletus.
2. Keksi vastaesimerkki.

3. Keksi vastaesimerkki.

Tehtiva 28. Merkitse f(x) = y/z ja arvioi erotusta f(83)— f(81) villiarvolauseen

avulla.

10
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Tehtidva 29. Valitse mielivaltainen véli vililtd [a,b] ja sovella viliarvolausetta
sithen.

Tehtdva 30. Sovella edellista tehtavaa.

Tehtava 31. Valitse mielivaltainen vili ja tee vastaoletus.

Tehtavi 32. Laske funktion f derivaattafunktio. Valitse kolme vélid sopivasti,
niin ettd jokaisella on tdsmélleen yksi nollakohta ja osoita, ettd niin on. Osoita,

ettd niiden vilien ulkopuolella ei ole nollakohtia.

Tehtava 33. Laske derivaattafunktiot ja sovella teoriaa niihin.

11
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Vinkkeja vaativimpiin tehtaviin
Tehtava 34. 1. Mieti miten funktiota voisi luonnehtia.
2. Oleta ensin, ettd funktio on bijektio ja todista toinen viite. Oleta sitten
toinen vaite todeksi ja osoista, ettd bijektiivisyys seuraa siité.
Tehtavi 35. Saadaan méiritelmistd kolmioepédyhtédlon avulla.

Tehtivi 36. Suuntaan = valitse mielivaltainen jono ja sovella maaritelmia. Toi-
seen suuntaan tee vastaoletus ja sen avulla konstruoi jono, joka on ristiriidassa

oletuksen kanssa.

Tehtava 37. Todistus menee suoraan maaritelmien perusteella.

Tehtéva 38. Kiyta funktiota f(z) = x, kun z € Q ja f(x) =1, kun z € R\ Q.
Todista, ettd tamé funktio toteuttaa vaadittavan ehdon. Myo6s muutkin funktiot
voivat toteuttaa tehtdvin ehdon.

Tehtdva 39. Tarkastele funktiota g(x) = f(x) — (W(w —a)+ f(a)). Tai
médrittele funktioksi g(x) = f(z) + Az + B ja valitse vakiot A ja B niin, etti
Rollen lauseen oletukset ovat voimassa.

Tehtdva 40. Funktion surjektiivisyys on selvd. Osoita injektiivisyys vastaviit-

teelli.

Tehtdva 41. Ensimmainen viite todistetaan suoraan méairitelmia soveltamalla.

Esimerkkifunktiot voivat olla hyvin yksinkertaisia.

Tehtiva 42. Laske aluksi raja-arvo hn‘(l) x®sinz luvun « eri arvoilla. Raja-arvoa
€Tr—

sin x

— 1, kun x — 0 voi kiiyttdad apuna.

12
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Perustehtavien ratkaisut

Tehtava 1. 1. Kaikille ldht6joukon alkioille ei ole kuvaa maalijoukossa Z.
Esimerkiksi arvoa f(7) ei ole médritelty, koska 7 on irrationaaliluku.
2. Luku 2 on seki parillinen etté alkuluku, joten sen kuva ei ole yksikésitteinen.
3. Kuvaukselle ei ole mairitelty arvoa méaritysjoukon pisteessd x = 0 € R.
4. Funktion g kuvajoukko on R, mutta funktiota f ei ole méiéaritelty pisteessa
9(0) = 1.
5. Koska esimerkiksi R C R, mutta reaalilukujen joukolla R ei ole olemassa

yhtaan ylarajaa saati pienintd sellaista. Téten arvoa sup R ei ole méaritelty.

Tehtava 2. 1. NeliGjuuri on maéaritelty, kun juurrettava on positiivinen. Kos-
ka 1+22 > 1 kaikilla # € R, niin funktion laajin mahdollinen méiritysjouk-
ko on koko R. Talld méiritysjoukolla funktio tulee samaan arvoja arvosta

V1 =1 ylospain. Titen f: R+ [1,00[. Koska

F(=1) =1+ (=12 =V1+12= f(1),

niin funktio f ei ole injektio eikd mydskdsan bijektio.

2. Koska lukua % ei ole méaritelty, niin on oltava x # —1. Merkitsemalla y =
z+1 funktio tulee muotoon f(y) = i Téam4 saa kaikki muut reaalilukuarvot
lukua 0 lukuunottamatta, joten f: R\ {—1} — R\ {0}. Koska jokaisella
nollasta poikkeavalla luvulla on ki#nteisluku, niin funktio f on surjektio.
Funktio on myds injektio, koska jos f(z1) = f(x2), niin

11
r1+1 w2+ 1
= o1+ 1=2+1

= I = T9.

3. Logaritmifunktiot, erityisesti luonnollinen logaritmi, on mééritelty aidosti

positiivisille luvuille. Laajin mahdollinen ratkaisujoukko on siis epayhtalon

2—-2>0

13
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ratkaisujoukko. Koska y = 22 — 2 = (2 — v/2)(z + v/2) on yléspiin aukeava

parabeli, niin edellisen epayhtélon ratkaisujoukko on

Téaten funktion laajin méérittely on f : A — R. Funktio ei voi olla bijektio,

koska

eli injektiivisyyden ehto ei téyty.
Tehtava 3. Mikili funktio f : A — B ei ole injektio, niin on olemassa sellaiset

alkiot x1, x5 € A, ettd f(x1) = f(22) ja x1 # xo. Taten f(x1) = f(z2) = yo eli

T1,T2 € fﬁl({yO})'

Joukossa f~!(yo) voi tietenkin olla useampiakin kuin kaksi alkiota. Ongelma on se,
etta kidnteiskuvaus ei tulisi olemaan yksikésitteinen pisteessd f(x1) = f(z2) € B,

joten se ei olisi funktio.

Mikali funktio f : A — B ei ole surjektio, niin on olemassa sellainen alkio b € B,

ettd f(a) # b kaikilla a € A. Téten

0=r'({0}).

Kéanteiskuvauksella ei ole siis arvoa ollenkaan pisteessd b € B. Mikili funktio
f : A — B on injektio, mutta ei surjektio, niin maalijoukkoa voidaan voidaan
rajata joukoksi f(A). Télloin funktio f* : A — f(A) (f(z) = f*(z) kaikilla
x € A) on bijektio ja kiiéinteisfunktio f~! : f(A) — A on mielekéisti méiritelld.
Nain menetellddn esimerkiksi arcus-funktioita méiritettaessa.

Tehtivi 4. Selvisti funktio f on surjektio, silld jos luku & € {1%,2% 32 ...}, niin

on olemassa sellainen luku ny, € Z, etti ni = k. Téten f(ny) = k.

Funktio on myds injektio, silld jos n? = n2 ja ny,ny € Z,, niin n; = ny. Téten

f(n) = f(n2) = ny = ny.

14
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Tehtava 5. 1. Osoitetaan ensiksi surjektiivisyys. Olkoon y € R mielivaltai-
nen. Merkitddn y —c = z. Siis « € Rjay = x + celi y = f(x). Siis
f(R) = R eli funktio f on surjektio.

Injektiivisyyden todistamiseksi oletetaan, etti f(z1) = f(x9). Siis

r1+Cc=To+C & T = To.

Siis funktio f on injektio. Kéénteisfunktio on f~!(z) =z — c.
2. Olkoon y # 2. Ratkaistaan yht&lo

1 1
2=>y—2=— = 1= ——
sr1 2TV P T L

y:

josta saadaan, etti x = y+2 — 1. Téten on olemassa sellainen x = R\ {—1},
ettd y = f(x). Siis funktio f on surjektio. Koska saatu z on yksikésittei-
nen, niin funktio f on my6s injektio. Todetaan injektiivisyys my6s suoraan

méadritelmén avulla. Jos f(z1) = f(z2), niin

1 1
+2= +2
T+ 1 o+ 1
1 1

= =
r1+1 x9+1
:>ZL'1+1:.I2+1,

joten x1 = x5. Téten funktio on bijektio ja silld on kidnteisfunktio. Kéytta-

milli surjektiivisyydessi johdettua kaavaa saadaan, ettid f~!(x) = ﬁ —1.

3. Olkoon y €] —1, 1] mielivaltainen. Jos y > 0, niin tutkitaan funktion arvoja
muuttujilla z € R. Talloin

x r 1l+z-1 ] 1

1+|:1:|:1—|—$_ l+x 142

missd - €]0, 1[. Funktio tulee siis saamaan kaikki arvot vélilta 0, 1] (ver-
taa tehtdva 2). Tdten on olemassa sellainen z € Ry, ettd y = f(z). Vastaa-
vasti jos y < 0, niin tutkitaan arvoja x € R_ ja loydetdan sellainen muuttu-

jan z arvo, jollay = f(z). Mikéli y = 0, niin 0 = f(0). Téten f(R) =|—1,1]

15
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eli funktio on surjektio. Funktion injektioksi osoittamisessa oletetaan, etté
f(x1) = f(z2). Koska nimittdjd on aina positiivinen, niin funktion arvon
etumerkki riippuu vain osoittajan etumerkisti. Jos f(z1) = f(x2) = 0, niin
selvisti 1 = x5 = 0. Jos f(z1) = f(x2) > 0, niin 21, x5 > 0. Siis

T2
1—|—CE1 - 1—|—ZE2

11
142, 14

<~ T = T2.

Vastaavasti tapaus f(z1) = f(x2) < 0. Tédten oletuksesta f(z1) = f(x2)
seuraa, ettd rq; = x, joten funktio on injektio.
Kéinteisfunktion madradmiseksi oletetaan, ettd 1 > y > 0. Téalloin aiem-

man perusteella

B 1
v= 14z
= L _
l+z y
= 142=—-
-y

1

elixz = 1%—1. Vastaavasti, kun 0 > y > —1, niin saadaan, ettd v = 1 ———.
Y 14y

Téten kddnteisfunktio on f~1:] —1,1[— R, missi

L 1, kunl>z>0

11—z

[ (z) = 0, kun x =0

l— =, kan 0>z > —1.
Tehtiva 6. Funktio go f : A — C on surjektio, silli jos ¢ € C, niin on olemassa

sellainen alkio a € A, ettd (g o f)(a) = g(f(a)) = c. Néin on, koska funktio g on
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surjektio, joten on olemassa sellainen b € B, ettd g(b) = c¢. Koska my6s funktio f

on surjektio, niin on olemassa sellainen a € A, ettd f(a) = b.

Funktion g o f : A — C injektiivisyyden toteamiseksi oletetaan, ettia g(f(a1)) =
gf((az2)) ja osoitetaan, ettd a; = ao. Koska funktio g on injektio, niin f(a;) =

f(asz). Koska funktio f on injektio, niin a; = as.

Koska funktio go f : A +— C' on surjektio ja injektio, se on bijektio. Siten on myds
olemassa kiénteisfunktio (go f)~! : C'+— A. Koska funktiot f ja g olivat bijektioi-
ta, niillikin on kiinteisfunktiot f~! ja ¢~'. Nyt kiyttaméilli kidnteisfunktioiden

madritelmis saadaan, etté

(gof)"Hc)=a < c=(gof)la) =g(f(a))

Q
L
—~
o
SN~—
|
~
~—
S
SN~—

Siten funktion g o f kilinteisfunktio on f~! o ¢~!. Yksinkertaisemmin siintd voi-

daan kirjoittaa muotoon
(gof)yt=flog™"
Tehtava 7. Oletetaan, ettd funktio f : R — R on sekd parillinen ettd pariton.

Funktio f toteuttaa siis ominaisuudet

f(x) = f(==) ja —f(z) = f(=2)

kaikilla x € R eli f(z) = 0. Funktio f on siis nollafunktio.

Tehtava 8. Jos funktio f : R +— R on seki kasvava ettd vihenevi, niin ehdosta

To > 1 seuraa, etta
f(@2) = f(z1) ja f(x2) < f21).
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Téten f(xe) = f(x1). Koska z5 ja x1 voidaan valita mielivaltaisesti, niin funktion

f taytyy olla vakiofunktio f(z) = c.

Tehtiavi 9. Oletetaan, ettd xo > x1. Tutkitaan funktion fo g arvoja pisteissi o

ja x1. Otetaan kiyttoon apumerkinnit yo = g(x2) ja y1 = g(x1).

1. Funktio g on védhenevi, joten g(zs) < g(z1). Siis y» < y;. Funktion f
kasvavuudesta seuraa taas, ettd f(y2) < f(y1). Eli tdten oletuksesta zo > x;
seuraa vaite f(g(z2)) < f(g(x1)). Siis funktio f o g on vihenevi.

2. Koska funktio g on kasvava, niin yo = g(z2) > g(x;) = y;. Funktion f
vahenevyydesta seuraa, ettd f(y2) < f(y1). Siten funktio fog on viheneva.

3. Koska funktio g on kasvava, niin g(x2) > g(z1). Tdten yo > 3, ja funktion
f kasvavuudesta seuraa, ettd f(y2) > f(y1). Téten oletuksesta xo >
seuraa vaite f(g(x2)) > f(g(z1)), joten funktio f o g on kasvava.

4. Funktio g on viahenevé, joten yo = g(x2) < g(x1) = y;. Funktion f vdhene-
vyydesta seuraa taasen, ettd f(yz) > f(y1). Siten viitteestd xo > 1 seuraa,

ettd f(g(za)) > f(g(x1)) eli funktio f o g on kasvava.

Tamén tehtdvin tulokset on helppo muistaa +-siédnndlld. Jos "+ on kasvava ja

7 9

on viahenevi, niin

h — f o g
+ + +
n _ _
_ n _
— - +

f(x) = f(=x) ja —g(x) = g(—x)

kaikilla z € R.

18
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(fog)(=x) = fg(==)) = f(=g(x)) = f(9(x)) = (f 0 g)(x)
eli funktio f o g on parillinen.
Koska f(f(z)) = f(f(—z)), niin funktio f o f on parillinen.

Funktio g o g on pariton, koska g(g(—x)) = g(—g(z)) = —g(g(x)).
Nyt f(—x)f(—z) = f(x)f(z) eli funktio f? on parillinen.
Funktio g2 on parillinen, koska g(—z)g(—z) = (=1)-(=1)g(z)g(z) = ¢*(2).

SN

Parillisuudesta tai parittomuudesta ei voida sanoa mitadn tuntematta funk-
tioita tarkemmin. Esimerkiksi f(x) = 22 on parillinen ja g(z) = 2 on pa-
riton funktio. Nyt (f +¢)(1)=14+1=2ja (f+g)(-1)=1-1=0.

7. Suoraan laskemalla huomataan, ettd f(—z)g(—x) = f(z)(—g(x)) = —f(z)g(x).

Siis funktio fg on pariton.

Tehtsivi 11. 1. Koska cos?z = 1 — sin® ¢ kaikilla « € R, niin
f(r) =V1—sin’r = Vcos?x = |cos x| .

Koska kosinin perusjakso on 27, niin on luontevaa olettaa, ettid funktion f

perusjakso olisi 7. Nyt sinin parittomuuden ja kosinin parillisuuden perus-

teella
|cos x| = sm(g - g:)‘ = ‘_sm(gg — g)‘
— )sm(m — g)‘ = ‘Cos(g —(z — g))‘
= |cos(m — z)| = |cos(xz — 7)|

Siis luku 7 on jakso. Oletetaan, ettd on olemassa 0 < T < m, joka olisi

jakso. Téten
1 =|cos0] = |cosT].

Siis cosT = +1 eli T' = nm, mikd on ristiriita. Siis luku 7" = 7 on pienin

mahdollinen jakso, eli se on perusjakso.
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2. Oletetaan, ettd T > 0 olisi jakso funktiolle f(z) = sinz?. Téllsin

0=sin0=sin [(04 T)?] =sin [T7].
Siis T? = nm, missi n € Z, eli T = \/n/7. Lisiiksi

0 = sin [\/%2} = sin [(ﬁ+ T)z} = sin [(ﬁ+ ﬁﬁ)Q] = sin [W(\/ﬁ+ 1)2} :

eli luvun (y/n + 1) téytyy olla kokonaisluku. Téstd voidaan péételld, ettd
luku n = k? erille k € Z,. Nyt

0 = sin [(vVav/m)?] = sin [(V2v + kv/m)?] = sin [n(k + v)?]

eli luvun (k + v/2)? = k? + 2k+/2 + 2 téytyisi olla kokonaisluku, miki on

ristiriita. Téten funktio f(z) = sinz? on jaksoton.

2

. Koska funktio cos(3z) on jaksollinen perusjaksolla 7' = =7, niin tutkitaan

onko se funktion f(z) = jakso. Nyt jos x € R on mielivaltainen,

S S
2+cos(3x)
niin

1 1 1

2+ cos(3(z + &) T 24 cos(3z+2m) 2+ cos(3z)

eliT = 2?” on funktion f jakso. Jos 0 < L < T, niin on olemassa sellainen
xo € R, ettd cos(3xg) # cos3(xg+ L) = cos(3xg+3L), koska T oli funktion
cos(3z) perusjakso. Téten

1 1
2+ cos(3xg) © 2+ cos(3xg + L)

eli luku T = %’“ on funktio f perusjakso, koska pienempéd jaksoa ei ole

olemassa.

Tehtédva 12. Madritelmén perusteella lim f(z) = b, mikéli jokaista ¢ > 0 kohti

r—a

on olemassa sellainen luku § > 0, ettd

|f(z) —b] <e aina, kun 0 < |z — a| < 0.

20



Funktiotehtévit, 10. syyskuuta 2005, sivu 21 / 42

Téssé ehdosta 0 < |x — al seuraa, ettd « # a. Ehto mahdollistaa sen, etté raja-
arvosta voidaan puhua myos silloin, kun funktiota f ei ole mééaritelty pisteessé

a. Esimerkkiné raja-arvo hH(l) 222, Toisaalta ilman vaatimusta x # a funktiolla
xr—

1, kunx =0
flz) =
0, kun x #0

ei olisi raja-arvoa origossa. Ehdon takia on mahdollista, ettd raja-arvo voi olla

madritelty myos sellaisissa pisteissa, joissa funktio ei ole jatkuva.

Tehtdvi 13. 1. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt
Br+1—-7=3lz—-2|<e¢
aina, kun
0<|o—2 < <meks,
3
Siis jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku § > 0, etti

Br4+1—-7<e€ aina, kun 0 < |z — 2| < 6.

Raja-arvon méaritelmén perusteella siis lim 3z +1 = 7.

r—2

2. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt
2t =2z — (1)) =" -2 +1] =z - 1]" <,
aina, kun
Iz — 1] < /e "ZF 5.

Téten raja-arvon madritelmén nojalla lin% (22 — 27) = —1.
Tehtava 14. 1. Kun z — 4, niin

rod _ @-0RVED) _@-D@VE L, o,

2= Vi 2= va)2+ o) i
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2. Kéytetddn raja-arvoa lin% % = 1 apuna. Koska
xr—
sin7r  7sin7x  Tsiny

500 5 Txr 5 y

kun y = Tx. Selvéisti y — 0, kun x — 0 eli edelld mainittua raja-arvoa

voidaan kiyttad ja saadaan, etté

. sinTx . (siny 7
lim = lim(= )= —.
z—0 DX y—=0'5 y 5

. Koska 1 — 22 = (1 — z)(1 + ), niin suoraan laskemalla saadaan, etti

. 1=z . 1
lim ei-=? = lim eT+=.
r—00 r—00

Koska eksponenttifunktio on jatkuva, rajankdynti voidaan vieda funktion
sisdlle. Siis

l—x 3
lim e1-=2 = ezhjéo e
T— 00

= =1.
. Laventamalla termilld v/ 22 + 1 + x padstdan kiatevimpain muotoon

2 1 — 2
x(\/:z,‘2—i-1—x):x$;L - ‘ :
vVt +1+z z[\/1+ 5 +a

Koska muuttuja = kasvaa rajatta, niin voidaan olettaa, ettd |z| = z. Téten

1 1
ZU(\/Q?2—|—1—ZB):——>§,
1+ 5 +1
kun x — oo.
. Kéytetdiin trigonometristii kaavaa cos(2r) = 1 — 2sin’x ja lavennetaan

termilla 1 4 cosz. Taten

1 — cos(2 2sin? ) (1 2sin” z)(1
cos(2x) :( sin® x)(1 + cos x) :( S $?(2+COS$) — 24 2cosT — 4,
1 —-coszx 1 —cos?z sin® x

kun z — 0.
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6. Logaritmi- ja itseisarvofunktiot ovat jatkuvia, joten raja-arvo voidaan vieda

funktion sisélle. Koska cos(5x) = sin (1 — x), niin

cos(3z) sinZ(1—x) msin 5(1 — x) T
pu— = ——

r—1 r—1 2 I(1—u) 2

missd 7(1 —x) — 0, kun x — 1. Niinpi

iy

2
€T —

Tehtava 15. 1. Koska |sin%‘ < 1, niin

cos(Zx) 0

=In —z‘ =In—.
2

lim In
2

r—1

2% sin —
T

0< < 2?0,

kun z — 0. Siis lim 22 sin% = 0.

z—0

2. Tehda#n sijoitus y = 4x2. Talléin 922 = %y. Myo6skin y — 0, kun z — 0.
Niinpa

sin 422 . 4siny

lim -— = lim
z—0 9zx y—09 y

O W~

3. Sinifunktion jaksollisuuden perusteella sinz = sin(z — 27). Téten

, sin x . sin(z — 2n)
lim ——— = lim ———
z—2r (x — 2m)cosx @27 (x — 2m) COS T
— im — MY

~ 0 ycos(y + 2m)
Tehtava 16. 1. Raja-arvon ominaisuuksien perusteella

e  potenssifunktiot ovat jatkuvia,
e  vakiolla kerrottu jatkuva funktio on jatkuva ja
e jatkuvien funktioiden summafunktio on jatkuva.
Taten kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia, koska ne saadaan summaa-
malla darellinen maara vakiolla kerrottuja muuttujan x eri potensseja.

2. Funktiot cosx ja —x ovat jatkuvia. Tédten myds niiden yhdistetty funktio

on jatkuva.
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Tehtdva 17. 1. Kun = # 2, on jatkuvuus selviéd. Koska

lim 22 +a=2*+a=4+a,

o2+
niin funktio f on jatkuva pisteessd x = 2 jos ja vain jos 44+a = f(2) = —2+1
eli a = —5. Tama riittdd koska lim f(z) = f(2).
2. Kun 1 +az? > 0 (neli('jjuurenm;naéiéiritysjoukko) ja x # 0, on jatkuvuus
selviid. Laventamalla termilld 1 + v/1 + ax2 saadaan
1—+1+ax? 12— 1— ax?
72 T 201+ VIt az?)
—a

B 14+ 1+ ax?

a a
— = —
141 2

kun x — 0. Téten funktio on jatkuva pisteessid x = 0 jos ja vain jos =* =

2
f(0) =aeli a=0. Tallgin f(xz) = 0.
Tehtidva 18. Osoitetaan, ettd funktio f on jatkuva pisteessd xy = 0. Olkoon

€ > 0 mielivaltainen. T&ll6in
|f(x) = f(O)| =]z —0] <e aina, kun |z — 0| < e =,
joten suoraan méidritelméin nojalla funktio f on jatkuva pisteessd xy = 0.

Kéaytetddn tehtivid 36. Oletetaan, ettd xo # 0 ja valitaan kaksi sellaista jonoa
(xn) C Qja (y,) C R\ Q, ettd ne suppenevat kohti lukua zy. Valinta voidaan
tehda, koska luvun zy jokaisessa aidossa ympéristossd on sekd rationaali- etti
irrationaalipisteitd. Nyt

lim f(x,) = lim z, = xy # —x9 = lim —y, = lim f(y,).

n—oo

eli funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessi zy # 0. Siten se ei myoskidn voi olla

jatkuva tassa pisteessa.

Epédjatkuvuus voidaan osoittaa myos hieman hankalemmin ilman tehtavaa 36.

Tehdasn vastaoletus, ettd f olisi jatkuva erdéssé pisteessd xg # 0. Talloin myos
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lukua € = @ > 0 kohti on olemassa luku 6 > 0, etta

|f(x) = f(xo)| <e=— aina, kun |x — zo| < 6.

Koska jokaiselta véliltd 10ytyy sekd rationaalilukuja ettd irrationaalilukuja voi-
daan valita sellainen luku z, jolle |z — xo| < 9, ettd luvuilla f(xo) ja f(x) on eri

merkki. Talloin

|f(x) = f(zo)| > |f(20)| = |20,

miké on ristiriita vastaoletuksen kanssa.

Tehtdva 19. 1. Funktio f on jatkuva suljetulla vililla [a, b], mikéili se on jat-
kuva avoimella vililla |a, b[ ja

lim_f(z) = f(a) ja lim f(z) = f(b).

r—at x—b—

2. Koska funktio f on jatkuva vililla [a, b], niin hl?, f(z) = f(b). Koska funk-
tio f on jatkuva valilla [b, ], niin 11I£l+ f(z) = f(b). Téten raja-arvo lirr}) f(z)
on olemassa ja on yhtasuuri kuin f(b). Siis funktio f on jatkuva pisteessi
x =Db.

3. Olkoon f: R~ R ja

1, kun x >0,
flz) =

0, kun z <O.

Nyt funktio f on jatkuva valilla [0, 1], silld hm+ f(x) = f(0) = 1. Kuiten-
z—0
kaan funktio f eiole jatkuva pisteessa x = 0, silla lim f(x) =0 # f(0) = 1.
r—0~

Téten kannattaa huomioida, jatkuvuus suljetulla vililli ei valttamatta tar-

koita, ettd funktio olisi jatkuva vélin paatepisteissé.
Tehtava 20. Koska

-z x(r—1) T :c—l—l—l_l 1

21 (z—D(x+1) z+1  o+1 r+1
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kun x # +1. Antamalla x — 1 saadaan 1 — — % Téten maarittelemélla

1

1

f(1) = 1 funktio tulee jatkuvaksi pisteessi z = 1. Liséksi lim+ f(x) = — ja
r——1

lim f(z) = oo. Néin raja-arvoa lirn1 f(z) ei ole olemassa, joten funktiota ei

r——1"

voida saada jatkuvaksi pisteessd x = —1.

Tehtava 21. 1. Funktio f on tasaisesti jatkuva vililld I, jos jokaista lukua

€ > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté
|f(z1) — f(z2)| <€ aina, kun |r; — z5| < d ja x1, 29 € 1.
2. Olkoon funktio f:[0,2] — R ja

0, kun z € 0,1]
flz) =

1, kun z €]1,2].

Talloin funktio f ei jatkuva pisteessd x = 1, koska lim+ f(z) # lim f(z).
r—1 z—1—
Se on tasaisesti jatkuva vileilld [0, 1] ja [1,2]. Koska f ei ole jatkuva vélin
[0,2] jokaisessa pisteessa, niin se el myoskiddn ole tasaisesti jatkuva télld
valilla.
Tehtava 22. Tarkastellaan erotusosaméirid mielivaltaisessa pisteessd x € R

sin(x +h) —sinz  sinzcosh +sinhcosz —sinz

h h

sinxz(cosh —1) sinh
= + coszT

h h

Koska }1}3&)% =1]a

cosh—1  (cosh —1)(cosh+ 1)
h B h(cosh + 1)
~cos®h—1
~ h(cosh+1)

B —sin®h
~ h(cosh +1)

sin h sin h
h  cosh+1

—-1-0,
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niin

sin(x + h) —sinx
im = COS .
h—0 h

Koska piste x € R on mielivaltainen, niin D sinx = cos x.

Lasketaan D cosz. Kayttadmilla yhdistetyn funktion derivoimissaantod ja trigo-

nometrisid kaavoja saadaan, etti

Dcosz = Dsin(g —1x) = —cos(g —r)=—sinz

Koska funktion cosx nollakohdat ovat samat kuin pisteet, joissa funktiota tanx

el ole madritelty, niin osamadrian derivoimissadntdjen nojalla

sin x coszDsinx —sinxDcosx  cos?z + sin’z 1
Dtanz =D = 5 = 5 = 5
cos T cos? ¢ cos? x cos? x
Toisaalta
cos’ r +sin’z sin? z )
— = 1+ = 1+ tan” x,
cos? x cos? x

joten Dtanz = —— =1+ tan®z.

Tehtava 23. Kaikki funktiot ovat derivoituvia méaéritysjoukoissaan, koska ne on

saatu derivoituvia funktioita yhdistelemaélla.

1. Funktiota ei ole mééritelty nimittdjén nollakohdissa. Koska 22 — 1 = (z —
1)(x + 1), niin kyseiset nollakohdat ovat x = £1. Tehtdvi helpottuu huo-
mattavasti huomattaessa, ettd termi(x + 1)(z — 1) voisaan supistaa pois.
Siis saadaan, etta

(x —1)(z +2)(x + 1)?
2 —1

D

=D(x+2)(x+1)
=(@+2)D(x+1)+ (z+1)D(z +2)
=x+4+24+zx+1=2x+3,

kun = # +1, jotka olivat funktion nimittdjan nollakohdat.
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2. Suoraan tulon derivaatan kaavaa soveltamalla saadaan, ettd

Dz cos(3x) = cos(3z)Dx® + 2° D cos(37)

= 32% cos(3z) — 32° sin(37).

3. Yhdistetyn funktion derivoinnin perusteella

Ge2 In(3x)
3w

De2n(2) — 2I0(32) . Do (3z) =

4. Osamadrin derivoinnin kaava antaa, ettd

Dsin(?)a:) _ (22 + 2) D sin(3z) — sin(3z) D(z* + 2)
2+ 2 (22 +2)?
3(z* + 2) cos(3x) — (2z) sin(3x)
(22 +2)2 ‘

5. Oletetaan, ettd x > 0. Téllsin 2° = e"** = e*"®_ Sjjs

Dxx _ Dezlnz
=" . D(zlnw)

In x
AT $_1 _
=e (Inz + —)

=z"(Inz +1).
6.
DIn(z* + 1)
Dn(ln(z® +1)) = ———2
n(In(z* + 1)) (2?7 1)
B 1 D(z* +1)
In(z2+1) (22+1)
2x

(22 4+ D In(a2 +1)°
Tehtava 24. Selvisti funktio f on derivoituva ja jatkuva kaikissa pisteissi x € R.

Sen derivaattafunktio on

f'(xz) = D(3z) + Dsin(2x) = 3 + cos(2z) - D(2x) = 3 + 2 cos(2z).
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Koska funktio cos z saa vain arvoja vililtd [—1, 1], niin f'(z) > 0, joten funktio f

on aidosti kasvava. Aidosti kasvava funktio on myos bijektio, kun maalijoukoksi

3

valitaan kuvajoukko, joten kifinteisfunktio f~! on olemassa. Yhtalolld f(z) = 5

on olemassa vain yksi ratkaisu, koska funktio f oli aidosti kasvava. Sen voi 16ytaéd

huomaamalla, etti

3 3
f(g):3~g+sin(2-g):§+sinﬂ:§.

Kéanteisfunktion derivaatan lauseen ehdot patevit missd tahansa pisteen rg = 7

ymparistossi, joten kaavaa

1
f—l / y - =
U0 =
voidaan soveltaa. T&lloin pisteessa yy = 37“ saadaan
3r 1 1 1

(f_l),<7> = f’(%) = 31 2cos(2-T) =397 1.

Tehtévi 25. Olkoon f(x) =sinxz, x € [-7, 7] jay = sinx. Funktio f : [-7, 5] —

B

[—1,1] on jatkuva bijektio. Se on myds derivoituva ja derivaattifunktio f'(z) =
cosx # 0 valilld | — 7, 7], joten kiddnteisfunktion derivaataan lauseketta voidaan
soveltaa. Téaten sinin kidnteisfunktio arcsiny on derivoituva kaikissa pisteissi
y€l—11[ja

D ) 1 1
arcsiny = = )
y Dsinx cosz

Kaavan sin® z + cos® z = 1 perusteella [cosz| = /1 — sin® z. Koska = €] — 2, 2],
niin itseisarvo voidaan poistaa, silld funktio cos z saa télla vililla vain positiivisia
arvoja. Sijoittamalla tdméa saadaan

1 1 1

cost \/1—sin233 N \/1—y2'

D arcsiny =

Siis D arcsinx = \/1;_7 kaikilla x €] — 1, 1]

Vastaavasti johdetaan, ettd D arccosx = — \/11_7 Tosin tarkasteltavaksi viliksi
valitaan nyt [0, 7]. Miinusmerkki seuraa siité, ettd D cosz = —sin x.
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Olkoon f(x) = tanz, v €] — 5,5[ ja y = tanz. Funktio f on jatkuva ja
derivoituva bijektio kaikilla véleilld [a,b] C] — 7, 5[ Lisdksi derivaattafunktio
Dtanz = 1 + tan?x # 0. Téten kiénteisfunktion derivaatan lausetta voidaan
soveltaa ja saadaan, ettd

1 1
1+tan?z  1+92

D arctany =

Siis on johdettu, ettd D arctanz = 1+1$2 kaikilla x € R

Tehtévi 26. Koska sinhz = ©=— niin

S i = cosh z.
2 2

Dsinhe = D" —% _p< _p
5 5

Viite D cosh z = sinh x todistetaan vastaavasti.

Tehtava 27. 1. Oletetaan, ettd pisteessd xq epdjatkuva funktio olisi derivoi-
tuva pisteessa xg. Koska derivoituvuudesta seuraa funktion jatkuvuus, niin
funktio on myos jatkuva pisteessi xy, miké on ristiriita oletuksen kanssa.
Taten viite on tosi.

2. Esimerkiksi funktio f(z) = arctanz on kaikkialla jatkuva ja derivoituva ja

f'(z) = —15. Téten

1422°

1
li ! =1 =0
Jim fi(z) = lim =

ja f'(z) > 0 kaikilla = € R. Funktio f(x) = arctan x on kuitenkin rajoitettu,
silld |arctan x| < 7. Viite on siis epitosi.
3. Funktio f(z) = Inz ei ole rajoittu, vaikka lim f'(z) = 2 = 0. Viite on siis
epatosi. T
Tehtéva 28. Olkoon f(x) = \/z. Se on jatkuva kaikilla véleilld [a,b] ja derivoi-
tuva vileilld Ja,b[, missi 0 < a < b. Koska 92 = 81, niin v/83 — 9 > 0. Koska
fl(x) = ﬁ, niin véliarvolauseen perusteella on olemassa sellainen zy €]81,83],

etta
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Koska zo €81, 83, niin
1 1 1 1 1

— < < = —.
10 V100 @ V81 9

Yhdistamalld tulos v/83 = 9 + %TO muihin p#ittelyihin saadaan

1 1
94+ — < V83 <9+ —.
Jr10 +9

Vastaavasti on olemassa sellainen luku zy €]81, 88|, etti

1
@—9:2\/%(88—81):

7
2‘ /L0 .
Lisaksi

1<7
10 2

<

N |~

[NCNEEN|
O

§

T&ten

7 7
9+2—0<\/@<9+E.

Tehtdva 29. Madritelmén perusteella pitdd osoittaa, ettd f(z2) > f(x1) kaikilla
x1, 22 € [a,b] ja 9 > xq. Oletetaan siis, ettd a < x1; < x1 < b ovat mielivaltaisia.

Viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen piste © €]y, o[, etta

f(w2) = f(21) = f'(x) (22 — 11)

Oletuksien perusteella f'(x) > 0 ja xo — x1 > 0, joten f(x2) > f(x1).

Tehtdva 30. Osoitetaan, ettd jos x €]a, xo[ on mielivaltainen, niin f(z) > f(zo).
Tehtavin 29 oletukset pétevat vililla [a, zo|, joten funktio f on aidosti kasvava
talld valilld. Siten f(z) < f(xo). Koska x oli mielivaltainen, niin viite pétee
kaikilla x €]a, zo[. Vastaavasti ndytetddn, jos x €]z, b[, niin f(z) < f(xq). Siis
funktiolla f on paikallinen maksimi on pisteessé x.

Tehtéva 31. Oletuksen perusteella ei ole olemassa sellaista pistettd zo € [a, b],

ettd f(xg) = 0. Mikéli luvut f(a) ja f(b) olisivat erimerkkisié, niin Bolzanon
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lausetta voitaisiin soveltaa ja olisi olemassa oletuksen kieltdmé piste. Taten luvut

f(a) ja f(b) ovat samanmerkkiset. Koska vastaava paéttely voidaan tehdé kaikille

luvuille a; ja by, joille a < a; < by < b, niin funktio f ei voi vaihtaa merkkidan.

Téaten saadaan selvaltd kuulostava tulos, ettéd jatkuva funktio vaihtaa merkkidin

vain nollakohdissaan (tosin sen ei ole pakko vaihtaa merkkidén t#lléin, kuten

esimerkki f(x) = 2? osoittaa).

Tehtdvd 32. 1. Lasketaan funktion f derivaattafunktio f’(z) = 3z?—3. Niiin
ollen f'(x) = 0 tésmaélleen silloin, kun = 1 tai + = —1. Funktion arvoja
laskemalla huomataan, ettd f(—1) = 3, f(1) = —1. Koska funktio f on
jatkuva vililld [—1,1] ja funktion arvot vélin péétepisteissd ovat erimerk-
kisidi, niin Bolzanon lausetta voidaan soveltaa ja vililla [—1, 1] on ainakin
vksi funktion f nollakohta. Rollen lauseen nojalla tilla vililld ei voi olla
useampia nollakohtia, silld jos néin olisi, niin valilla | — 1, 1] olivien funk-
tion f nollakohtien vilissa olisi erds derivaatan nollakohta, mikd on risti-
riita. Koska f(—3) = —17 ja f(3) = 19, niin vastaavasti voidaan osoittaa,
ettd viéleilld [—3,—1] ja [1,3] on tésmaélleen yksi nollakohta kummassakin.
Taten funktiolla f on ainakin 3 nollakohtaa.

Osoitetaan lisdksi ettd jos a < —3, niin funktiolla f ei ole nollakohtia vé-
lilld [a, —3]. Oletetaan, ettd télld vililla olisi erds nollakohta zg. T&ll6in
f(zo) = f(z1) = 0, missé x; on vililld [—3, —1] sijaitseva nollakohta. Kos-
ka funktio f on derivoituva vililld ]a, —1[, niin Rollen lauseen perusteella
derivaattafunktiolla olisi erds nollakohta talld avoimella vélilldi. TAma on
ristiriita, joten funktiolla f ei ole nollakohtia xq < —3. Vastaavasti tapaus

xo > 3. Téten funktiolla f on tdsmaélleen 3 nollakohtaa.

Tehtivi 33. 1. Funktion f(z) = 2 — 42 + 3 kuvaaja on ylospiin aukeava
paraabeli. Polynomifunktiona se on derivoituva ja jatkuva jokaisessa pis-
teessd. Sen derivaattafunktio on f'(x) = 2z —4. Téten f'(z) = 0 jos ja vain
jos x = 2. Koska derivaattafunktion merkki vaihtuu kriittisessa pisteessé

x = 2, niin se on paikallinen ddriarvopiste.
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2. Funktio f on jatkuvien funktioiden yhdistelméné derivoituva ja jatkuva
koko madritysalueessaan R. Nyt f'(z) = e”sinx + e” cos x. Koska e* > 0,
niin derivaattafunktion nollakohdat maardytyvit yhtalon sinx + cosx = 0

perusteella. Taten
T 7r
sinx = —cosz = —sin(§ —z) = sin(x — 5)

ei v =2 — 5 +n2rtaix = 7 —x+ 5+ n2m, missd n € Z. Siis x =
3% +nm. Osoitetaan liséksi, ettd derivaattafunktio vaihtaa merkkidén naissi
pisteissd. Derivaattafunktio on jatkuva kaikkialla ja sen merkki riippuu vain
funktion g(x) = sinz + cosz merkistd. Koska g(n2r) = 0+ 1 = 1 ja
g(m+mn27) =0— 1= —1 kaikilla n € Z eli g(n7) = (—1)". Huomaamalla,
etti ‘%” +nm € [nm, (n+1)7] voidaan padtelld jatkuvuuden perusteella, etté
derivaattafunktio vaihtaa merkkinsa nollakohdissaan.

Taten funktion f paikalliset dédriarvot ovat pisteet x = ?jf+n7r, missa n € Z.
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Vaativampien tehtévien ratkaisut

Tehtava 34. 1. Koska joukko P(A) on kokoelma joukon A osajoukkoja, niin
jokaisella b € B

ey c A

funktion f : A — B maéiritelmén perusteella. Taméa patee silloinkin, kun

alkiolla b € B ei ole alkukuvaa. Talloin

fH{b}) =0 € P(A).

Jokaista pistettd b € B vastaa siis yksikéisitteinen "kuvapiste” eli potenssi-
joukon alkio, joka on pisteen b alkukuva.
2. Oletetaan ensiksi, ettd funktio f on bijektio. Silloin funktio f on sekd sur-

jektio ettd injektio. Surjektiivisyys tarkoittaa, etta

f(A)={f(a) |ac A} =B

eli jokaista alkiota b € B kohti on olemassa ainakin yksi sellainen a € A,

ettd f(a) = b. Siis

FoH{bY) # 0.

Oletetaan sitten, ettd z; € f~1({b}) ja = € f~1({b}). TAmé& oletus on
luvallista tehdi, koska #sken joukko f~1({b}) todistettiin epétyhjiksi. Tal-
16in f(z1) = f(x2) = b alkukuvien médritelmien perusteella. Koska f oli
injektio, niin z; = x,. Téten joukossa f~!({b}) on tismilleen yksi alkio.

Toiseen suuntaan todistettaessa oletetaan, ettd joukossa f~1({b}) on tés-
miélleen yksi alkio kaikilla b € B. Siis jokaista b € B kohti on olemassa

sellainen alkio a € A, ettd

{a} =f({b}) ={z € A| f(z) = b}.

Siis f(A) = {f(a) | a € A} = B eli funktio f on surjektio. Oletetaan, etti
flay) = f(ag) = b. Télldin ay,as € f~1({b}). Koska alkukuvien joukossa

oli vain yksi alkio, niin a; = as, joten funktio f on injektio.
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Tehtava 35. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Suoraan raja-arvojen lim f(x) = a

T—T0

ja lim g(x) = b méaritelmistd saadaan, ettd on olemassa sellaiset luvut 6, > 0

Tr—X0

ja o > 0, ettd

]f(a:)—a|<§ aina, kun 0 < |z — zo| < d,
ja
lg(z) —b| < % aina, kun 0 < |z — x| < d.

Valitaan § = min{d,, d}. Nyt jos 0 < |z — 20| < 0, niin

€ . €

f(a)—al < 5 ja o) — bl < <.

Kolmioepayhtaloa kayttamalld saadaan, ettd

€

2

= €.

1f(x) + g(x) —a—b| < |f(x) — a| + |g(z) — ] <§+

Koska € > 0 oli mielivaltainen, niin lim (f + ¢)(z) = a + b.

T—T0

Tehtdva 36. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Osoitetaan ensiksi vaite suuntaan ”

= 7. Oletetaan, etta
lim f(z) = a.
Tr—T0

Talloin on olemassa sellainen § > 0, etti

|f(z) —a|] <€ aina, kun 0 < |z — zo| < 6.

Otetaan mielivaltainen jono (z,) C R\ {x¢}, joka suppenee kohti lukua zy. Téten

my6s lukua 0 > 0 varten on olemassa sellainen luku ng € Z,, ettd
0< |z, —z0| <9 aina, kun n > ny.
Nyt (f(x,)) on lukujono, jolle pétee, etta

|f(zn) —a| <€ aina, kun n > ny.
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Perusteluna on, ettd jos n > ng, niin 0 < |z, — x| < d, josta seuraa | f(z,) — a| <

€.

Siis lim f(z,) = a.

n—oo

Osoitetaan vaite suuntaan ” <= 7. Oletetaan, etti

lim f(z,) =a

kaikilla lukujonoilla (z,) C R\ {zo}, jotka suppenevat kohti lukua z,. Tehdaén
vastaoletus, ettd funktion raja-arvo f raja-arvo pisteessid x, ei ole a. Siis on

olemassa sellainen € > 0, etté jokaisella 0 > 0 on olemassa sellainen x € R, ettd
|f(z) —a] > € ja 0 < |z — x| < 6.

Erityisesti, kun § = X voidaan siis muodostaa lukujono (z,,) C R\ {20}, niin ettd

jokaista m € Z, kohti valitaan z,, siten, ettd

. 1
|f(xn)_a|26 Ja 0<’In_l‘0|<ﬁ'
Téten x, — xo, kun n — oo. Oletuksen perusteella lim f(z,) = a. Siis on
n—oo
olemassa sellainen luku ng € Z, etta
|f(zn) —al <e aina, kun n > ny.

Nyt € < |f(zn,) — a| < ¢, miké on ristiriita. Vastaoletus on siis viéré ja saadaan

vaite

lim f(z) = a.

Tr—T0

Tehtdva 37. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Pitad4 siis osoittaa, ettd on olemassa

luku sellainen luku M € R, etta
|f(g(x)) —a|] <e aina, kun = > M.
Oletuksen perusteella on olemassa sellainen luku M, € R, etta

|f(y) —al <e aina, kun y > M,
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ja myos lukua My > 0 kohti on olemassa sellainen luku § € R, ettd
g(x) > My aina, kun x > M.
Jos x > M, niin edellinen y = g(z) > M. Téten
[f(y) —al <e
Siis on olemassa sellainen luku M € R, ettid
|f(g(z)) —al <e aina, kun z > M.
Siis

lim f(g(z)) = a

r—00

Tehtdvi 38. Madaritellddn funktio f seuraavasti:

k
FiRes R, f(r) = z, kunx e @Q

I, kunzeR\Q
Nyt funktion méarittelyjoukko on R.

Osoitetaan, ettd lirq f(z) = 1. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt

|t —1] ,kunz € Q

[f(z) —1] =
0 ykun zx e R\ Q
Valitsemalla ¢ = § saadaan, etti
|f(z) —1] <e aina, kun 0 < |z — 1] < 4.

Téten lirr% fz)=1.

Olkoon xy # 1 mielivaltainen . Koska jokaisella avoimella reaalivililld on sekd

rationaalilukuja etté irrationaalilukuja, niin on olemassa jonot (x,,) C Q ja (y,) C
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R\ @, jotka suppenevat kohti lukua zo. Nyt f(x,) =z, — z¢ ja f(y,) =1 — 1,

kun n — oo. Koska
Tim f(a,) # lim f(yn),
niin tehtidvin 36 nojalla funktiolla f ei voi olla raja-arvoa pisteesséd o # 1.

Toinen ja huomattavasti hankalampi tapa on tehdi vastaoletus ja kiyttia méaari-
telmid. Oletetaan, ettd funktiolla f olisi raja-arvo a pisteessd xg # 1. Jos a # 1,

niin myos lukua € = @ kohti on olemassa sellainen luku ¢ > 0, etté
lf(z) —a] <e=—— aina, kun 0 < |z —zo| < ¢

Kuitenkin jokaisesta pisteen xq aidosta d-ympéristosté 16ytyy piste z1 € @Q, joten

1 —
) —al =1 —al > T2

Tami on ristiriita, joten raja-arvo ei voi olla a # 1. Siten raja-arvo on a = 1,
mikali se on olemassa. Siis lukua € = ‘3602—71‘ kohti on olemassa sellainen luku § > 0,
etta

_ Jmo—1

fla) = 1] < e= 2

aina, kun 0 < |z — xo| < 6.

Koska lukua 0 voi vapaasti rajoittaa ylhdaltdpéin, niin voidaan olettaa, ettd 6 <
|zg — 1|. Jokaisesta pisteen z, aidosta d-ympéaristostd 10ytyy piste rationaalipiste
x1 € Q. Kirjoitetaan se muodossa z1 = x9 + A, missd 0 < |A] < d. Nyt

—1
Fle) — 1 =[ey — 1] < = 21

koska 0 < |21 — x| < 0. Liséksi kolmioepdyhtilostd saadaan, ettd
|y — 1| =|zo + A = 1| > ||xzg — 1] — |A]] > |20 — 1.

Téten

2o — 1]

‘1'0—1’< 9 ,

mikd on ristiriita. Siis raja-arvoa ei ole olemassa, mikéli xq # 1.
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Tehtdva 39. Oletetaan, ettéd jatkuva funktio f : [a,b] — R on derivoituva vélilla

la, b[. Tarkastellaan funktiota

o) = )~ (1= -0+ 1))

Se on jatkuva vélilla [a,b] koska funktiot — (W (x—a)+ f(a)) ja f ovat
jatkuvia samaisella vililld. Vastaavasti se on my6s derivoituva. Nyt g(a) = f(a)—
f(a) =0 ja g(b) = f(b) — f(b) + f(a) — f(a) = 0. Koska Rollen lauseen oletuk-
set pateviit, niin on olemassa sellainen piste xo €|a, b, etti ¢'(zo) = 0. Siis on

olemassa piste sellainen piste xg €]a, b[, etta

ymwzfuw—(ﬂ%;§@>:o

eli
f'(xo)(b—a) = f(b) — f(a),
mikd on onkin valiarvolauseen viite.

Toinen tapa on médaritelld funktio
g(x) = f(x) + Az + B.

Oletuksien perusteella g on jatkuva funktio valilla [a, b] ja derivoituva vililla ]a, b].
Lis&ksi

g(a) = f(a)+ Aa+ B ja g(b) = f(b) + Ab+ B.
Nyt g(a) = g(b), kun valitaan ettd A = % ja luku B € R voi olla mielival-

tainen. Rollen lausetta voidaan siis soveltaa eli on olemassa sellainen xy €|a, b|,

etta

g (xo) = f'(xg) + A=0.
Siis

Ap—a) = 1Oy ) - pea)
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Tehtavi 40. Suoraan maéiritelmén perusteella funktio f on surjektio. Riittaé
siis osoittaa, ettd funktio f on injektio. Tehddin vastaoletus, ettd on olemassa
sellaiset pisteet z1,xe €]a,b[, ettd x1 < x9 ja f(z2) = f(z1). Oletuksen perus-
teella funktio f on derivoituva vililld |z1, z5] ja jatkuva vélilla [z1, z5]. Nyt Rol-
len lausetta voidaan soveltaa ja saadaan, ettd on olemassa piste ¢ €|xy, 2], jolle
f'(t) = 0. Tama on ristiriitd oletuksen kanssa, joten vastaoletus on viiri ja viite

todistettu.

Tehtavi 41. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Funktion jatkuvuuden méédritelméin

nojalla on olemassa sellainen §; > 0, ettd
1f(y) — fla)] <€ aina, kun |y — al < 6.
Valitaan y = g(x), jolloin
[f(9(x)) = fla)] = [f(y) = fla)| <€ aina, kun |y —al < é.

On siis saatava voimaan, ettd |g(x) — a| < ;. Raja-arvon mééritelmén nojalla

on olemassa sellainen 6 > 0, ettéd
lg(z) —a| < 01 aina, kun 0 < |z — zo| < da.
Téten jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen do > 0, ettéd
|f(g(x)) — fla)] <€ aina, kun 0 < |z — xo| < 9,
josta viite seuraa.

Otetaan esimerkiksi funktio f : R+ {0, 1}, jolle

1, kunz =0 ja
flz) =

0, muutoin.

T&lloin funktio f ei ole jatkuva pisteessi © = 0, koska liH(l) f(z) = 0. Olkoon

ensiksi g(z) = 0. Talloin f(g(z)) = f(0) =1 eli

lim f(g(z)) =1 = f(lim g(z)).

x—0 z—0
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Otetaan toiseksi esimerkiksi, ettd g(z) = x. Télléin

F(lim g(x)) = £(0) = 1 # lim f(g(x)) lim f(z) = 0.

z—0 —0

Téaten pitdd varmistaa, ettd funktio on jatkuva, ennenkuin rajankiynnin voi siir-

tad sen sisille.

Tehtava 42. Tutkitaan ensiksi raja-arvoa liH(l] r®sinx luvun « eri arvoilla.
xTr—>

Jos a > 0, niin

limz®sinz =0-0=0.

x—0

Jos —1 < o < 0, niin

(sinx

2%sinx = 2> —0-1=0,

x
kun x — 0, koska talléin o +1 > 0
Jos o = —1, niin

sinx

x¥sinx = — 1,
x

kun z — 0.

Oletetaan, ettd o < —1. Talloin liH(l) 227! = +00. Koska lir%“% = 1, niin on
Tr— r—
sinz

olemassa eris sellainen luvun 0 aito e-ympéristdé B’(0,¢), jossa funktio ®2% saa

aidosti positiivisia arvoja. Siis on olemassa sellainen m > 0, ettd > m ai-

sin x
T

na, kun x € B'(0,¢). Esimerkkini kidy m = % Koska tarkastemme raja-arvoa

pisteessa 0, niin tarkastelu voidaan vapaasti rajoittaa ymparistoon B’(0, €). Nyt

sin

2% sin x| = |2°*!]

> m |z — oo,
T

kun x — 0. Siis lim 2 sin x = 4o00. eli raja-arvoa ei ole olemassa.

z—0
1. Koska f(0) = 0, niin funktio f on jatkuva pisteessd z = 0 jos ja vain jos
lim z%sinx = 0. Siis funktio on jatkuva pisteessi x = 0 tdsmélleen, kun

r—0

a > —1.
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2. Koska erotusosaméara sievenee muotoon

f) = fO) _atsing oo
z—0 T

niin funktio f on derivoituva pisteessid x = 0 jos ja vain jos a —1 > —1 eli

« > 0. Talloin erotusosamaaran arvo on airellisend olemassa.
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