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Perustehtivia

Tehtava 1. Osoita, ettd vakiofunktio f(z) = ¢ on Riemann-integroituva vililla

la, b] ja laske suoraan médritelméin perusteella

/ab f(z)dz.

Tehtiva 2. Osoita, ettd funktio
I, kunzeR\Q

flx) =
0, kunz € Q

ei ole Riemann-integroituva milldén valilla [a, 0]

Tehtava 3. Kiyta osittaisintegrointia ja laske integraalit.
1. [Inzdx
2. [2?sinz dz
3. [zarctanz dx

4. [e**cosx da

Tehtava 4. Laske sopivaa sijoitusta kdyttien.

9 dz

1 dz
2. fln 2 e2T_e—2¢

Tehtava 5. Integroi.

L [(a*+52® —2* + 22— 3) du
2. [2e7% da

3. [sinzcosz dzx

4. [sin’z dx

5. [sin(Inz) dz
Tehtéva 6. Olkoon funktio f jatkuva vililld [—a, a] Osoita, etté

i jos funktio f on parillinen, niin

/_C;f(x) dr = Q/Oaf(x) d.
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ii jos funktio f on pariton, niin

/Zf(x) dz = 0.

Tehtava 7. Missd seuraavassa pidttelyssd on vikana?

1 1
/ —dx:/ln|x|:O—O:O
1T N

Miké on oikea tapa laskea tdmé epioleellinen integraali?
Tehtava 8. Esita ja todista integraalilaskennan peruslause.

Tehtava 9. Laske integraalit.
1. Of—(%g’;w dw
2. | g do
0
3. [ o du
Tehtiva 10. Tutki epéoleellisten integraalien suppenemista.
1
dz
L. fx—i—sinx
0
2. f dz
0 34T

3. [ cosz dx

]

4. [ e dx
Tehtava 11. Laske raja-arvo

a

lim / sinz dz.

a—0o0
—a

Mité voit sanoa tdmén laskun perusteella epdoleellisen integraalin

o0

/ sinx dz

—00

suppenemisesta?
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Tehtava 12. Integroi.
L[ #de

2. fx(az—&:-cQ 2x2+1 dz
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Vaativampia tehtéivia

Tehtéva 13. Osoita, ettd jos f on jatkuva ei-negatiivinen funktio valilld [a, b] ja
fff(x)dx = 0, niin f(z) = 0 kaikilla z € [a, b]. Piteekd tulos ilman funktion f
jatkuvuutta?

Tehtéva 14. Osoita, etta jos funktiot f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja fab f(z)dx =
f;g(m)dx, niin on olemassa sellainen piste t € [a,b], ettd f(t) = g(t). Piteeko

tdmé tulos ilman oletusta funktioiden jatkuvuudesta?
Tehtava 15. Integroi

1. fx\/m dx
2. f\/m dx
3. f\/m dz
. fx\/m dx
5 [ ¢§j7
6. [ o
Tehtava 16. Osoita, ettd funktio

e

0 kunaz#0
flz) =
1 kunz=0

on integroituva valilld [—1, 1]. Miksi kertyméfunktio

G(z) = / 1 f(z) da.

ei ole funktion f integraalifunktio talla valilla? Osoita, ettd funktiolla f ei ole

integraalifunktiota valilla [—1, 1].

Tehtava 17. Tutki funktion



Integroimistehtavét, 10. syyskuuta 2005, sivu 5 / 29

derivaattafunktiota F'(x) = f(z) kiinnittden erityishuomiota pisteeseen x = 0.
Onko talloin F' on funktion f integraalifunktio? Onko f integroituva vélilla, joka

sisaltad pisteen x = 07

Tehtdvd 18. 1. Oleta, ettd funktio f on jatkuva vililld [a, b].

2. Oleta, ettd funktio f on integroituva vélilla [a, b].

Osoita molemmissa tapauksissa, etti jos m < f(z) < M aina, kun = € [a, b], niin

b
m(b—a) < / (@) dz < M(b—a).
Tehtiava 19. Esitd ja todista yleistetty integraalilaskennan viliarvolause.

Tehtdva 20. Todista seuraava suhdetestin laajennus. Olkoon f(x) ja g(x) posi-

tiivisia ja integroituvia funktioita kaikilla viileilld [a, 1], missd 0 < a < 1, ja

im & =
A o)

1
Jos epéoleellinen integraali [ g(x) da suppenee, niin myds epéoleellinen integraali
0

f(x) dz suppenee.

o .
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Vinkkeja perustehtaviin

Tehtava 1. Osoita, ettéd yli- ja alasummien arvot ovat samat riippumatta vélin
[a, b] jaosta.
Tehtava 2. Kiytd apuna tietoa siitd, ettd jokaisella reaalivililli on rationaali-

ja irrationaalilukuja.

Tehtavi 3. 1. Sovella osittaisintegrointia kerran ja yritd pddstd eroon loga-
ritmifunktiosta.
2. Sovella osittaisintegrointia kahdesti.
3. Huomaa, ettéd D arctanz = .
xT
4. Sovella osittaisintegrointia kahdesti.
Tehtéiva 4. 1. Tee sijoitus t = /x.

2. Tee sijoitus t = e**,
Tehtava 5. 1. Integroi suoraan.

2. Kayta esimerkiksi sijoitusta ¢t = —3z tai laske suoraan.

3. Huomaa, etta Dsinx = cos .

4. Kiyté trigonometrista kaavaa cos(2r) = 1 — 2sin® z.

5. Kayté sijoitusta ¢ = Inx ja osittaisintegrointia.
Tehtiva 6. Jaa integrointi kahteen osaan ja kdytd sijoitusta ¢ = —z sopivasti.
Tehtava 7. Mieti toteutuuko madratyn integraalin méadritelmén oletukset.

Tehtdva 8. Sovella valiarvolausetta.

Tehtava 9. 1. Suora lasku.
2. Suora lasku.

3. Huomioi, ettd integrandi on parillinen funktio. Jaa integrandi kahteen osaan.

Tehtava 10. 1. Todista arvio z > sin x sopivalla vililla ja kiyta sita.
2. Jaa integraali kahteen osaan ja kidytd majoranttiperiaatetta.
3. Suora lasku.
4. Jaa integrointi kolmeen osaan sopivasti, jolloin arviointi kdy helpommaksi

ja kiytd majoranttiperiaatetta.
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Tehtavi 11. Raja-arvo on suora lasku. Mieti miten epédoleellinen integraali on

madritelty.
Tehtava 12. Osamurtokehitelmén tekemisen jélkeen jiljelld on vain suora lasku.

Luentomonisteessa on ohjeet erityyppisten osamurtojen integroimiseen.
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Vinkkeja vaativampiin tehtaviin

Tehtava 13. Tee vastaoletus ja osoita, ettd talloin yldsummien taytyy olla jota-

kin positiivista vakiota suurempia.
Tehtava 14. Sovella edellistd tehtiavaa funktioon f — g.

Tehtavi 15. 1. Huomioi sisdfunktion derivaatta.
2. Kayta sijoitusta x = 3sint.
3. Tee sijoitus t = x 4+ V22 + 9.
4. Kayta sopivaa sijoitusta tai laske ensimmaéisen kohdan tapaan.
5. Kayta sopivaa sijoitusta.

6. Kayta sopivaa sijoitusta.

Tehtava 16. Osoita integroituvuus nayttamalla, ettd jokaista lukua e > 0 kohti
on olemassa vilin jako, jonka yldsumman arvo on pienempi kuin tama luku. Oleta,

ettd funktiolle olisi olemassa integraalifunktio ja tutki mita siitd seuraa.

Tehtidva 17. Laske derivaattafunktio ja sovella pisteeseen x = 0 méiritelmia

sellaisenaan.

Tehtava 18. 1. Kéyté integraalilaskennan véliarvolausetta.

2. Kéayta tehtdvda 1 apuna.

Tehtava 19. Kaytd apuna sitd, ettd jatkuva funktio saavuttaa suljetulla valil-
14 kaikki arvot maksiminsa ja miniminsad valistd. Arvioi tdlld tavoin funktiota

f(x)g(x) ja niiden integraalia.

Tehtava 20. Kiyta raja-arvon méaaritelméaé ja majoranttiperiaatetta.
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Perustehtiavien ratkaisut

Tehtéva 1. Olkoon D = {xg, x1,xs, . . ., x,, } mielivaltainen valin [a, b] jako, missa
a =1x9,b=1x,jary <x <...<ux, Koska funktio f oli vakiofunktio, niin
f(z) = c kaikilla @ < 2 < b. Téten ala- ja ylisumman arvot ovat samat, silld
¢ = sup f(x) = inf f(x) kaikilla @ < x < b. Lisdksi (r1 — x¢) + (x2 —x1) + ... +

(p — Tp_1) = T, — 29 = b — a. Tédten

—_

Sp = (i1 — ;) = c(b—a) = Sp.

%

Il
o

Téten funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, 8] ja

/f (b a).

Tehtévi 2. Olkoon luvut a < b mielivaltaisia. Olkoon lisiksi D = {xq, x1, z2, ..., 2, }
mielivaltainen vélin [a, b] jako, missi a = zo, b = x, ja 1o < 11 < ... < z,. Koska
kaikilla valeilla [x;, z;41], 2 = 0,1,...,n on seki rationaali- ettd irrationaalipistei-

ta, niin

inf  f(z)=0 ja sup  f(z) =

$6[$i7$i+1} (EE[CEZ',(EZ'+1}
Koska jako D oli mielivaltainen, niin jokainen alasumma sp = 0. Liséksi jokainen

ylasumma on Sp = b — a. Téten
supsp = 0 # 1 = inf Sp,

joten funktio f ei ole Riemann-integroituva vélilla [a, b].

Tehtavi 3. Sovelletaan osittaisintegroinnin kaavaa
/ flg=fg- / fq.
1. Valitaan f(z) =z ja g(z) = Inz. Télléin f'(z) =1 ja ¢'(z) = L. Siis
/lnaz dx:xlnm—/x-édx:xlnx—x—i-a

Derivoimalla tulos saadaan vahvistuttua oikeaksi.
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. Sovelletaan osittaisintegrointia kahdesti. Ensiksi
/xQSinx de = —a®cosx + Z/xcosx dz,
missé valittiin f(z) = — cosz ja g(x) = x%. Liséksi
/xcosa: dr = xsinx — /sinx dr = xsinx + cosx + Cf,
valinnoilla f(z) = sinz ja g(z) = x. Téten
/xQ sinz do = 2zsinz + 2cosz — 2% cosz + C.

Kaavaan sijoitettiin uusi vakio C' = 2C puhtaasti esteettisistd syista.

. Valitaan g(z) = arctanz ja f(z) = 2% Téllsin

/ t d L2 t 1/ 2’ d
T arctanxr dr = —xr arctanxr — — i
2 2 1+ 22

2 14a?-1
Nyt 1+22 = 1422 1

2 d
/1f_$2dx:/dx—/1+xx2:x—arctanx—i-Cl.

1 .
11227 joten

Siis
1, 1 1
rarctanz dxr = 5:1: arctanx — 5:6 + 5 arctanz + C,
missd C' = —%.
. Valitsemalla f(z) = —3e™%" ja g(z) = cos z saadaan, etti

1 1
/e% cosz dx = —§e’2’3 coS T — 3 /e% sinx dzx.

Nyt vastaavasti
—2x 1 —2x ]' —2x
e ““sinx dx = —ée sinx + 3 e “*coszx dzx.
Siis

1 1 1
/e‘Qz cosx dx = —Ee_m cosx + Ze_h sinx — 1 /e_h cosz dz.

10
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Siirtaméllé termi 1 [ e72* cos # dz vasemmalle puolelle ja kertomalla luvulla

4

= saadaan, ettd

1 2
/e_% cosx dx = ge_% sinx — ge_zx cosz + C.

Vaikka tulos ndyttdd aika monimutkaiselta, niin sen oikeellisuuden voi to-

deta derivoimalla.

Tehtéivd 4. 1. Tehdédén sijoitus ¢ = /z. Télloin integoimisvalilld [1,9] on

x = t? ja siten do = 2tdt. Alaraja on edelleen 1 ja yliraja muuttuu luvuksi

3. Taten
/9 de (% 2tdt
L w2t

At
L t+1

2?111(15—1—1)

=2

=2(In4—1n2) =2In2.

2. Tehdéén sijoitus t = e**. Tillsin dt = 2e*"dx eli dz = §¢. Integroimisrajat

2-1 21n2 In 22

— ¢? ja alaraja on e?"? = "2 — 4,

/1 da _/62 dt
m2 €% —e 2 [, 2t — 1)

_1/82 dt
2/, t2-1
2

1 /e dt
25/4 t—1)(t+1)

Laskemalla osamurtokehitelmé integoitavalle saadaan, etta

muuttuvat, niin ettd yldraja on e

Taten

1 A B t(A+B)+A-B

G—D(+D -1 t+41  (-Di+Dn

11
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missd A = % ja B = —%. Siis
/62 dt _ L / dt / dt
, t=D@t+1) 2%), t—1 J, t+1
62 62
1
== /ln(t—l)—/ln(t—i—l)
4 4
1
=3 (In(e* = 1) =In3 —In(e® + 1) + In5)
2 _
L, (3=,
2 3(e2+1)

Taten

/1 dz 1, 5% —1)
o €2 —e~2r 4 3er+1)/)

Tehtava 5. 1. Suoraan integroimissdéntoja soveltamalla saadaan, ettd

/(:E4+5a:3—x2+2x—3) dx:/w4dx+5/x3d:p—/dequQ/xdx—?)/dm

1 5 1.
:5x5+1x4—§x3+x2—3x+0.

2. Sijoitus t = —3x on differentioituva bijektio, joten se ei tuota mitdan on-

. _ 1 . o 1 .o
gelmia. Nyt x = —3t ja dov = —3dt. Siis

/263”” dx = /—%et dt

2, 2
= —= C=—-Ze34(C.
3e + 3e +

3. Koska D sinz = cos z, niin integrointi on muotoa [ f(z)f'(z) dz = L f*(x)+

2
C'. Siis

. 1.5

sin x cos dx2581n z+ C.

4. Koska sin® z = (1 — cos 2z), niin
L, 1 11,
sin®z dox = 5 (1 —cos2x) dz = 51 sin(2z) + C.

12
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5. Tehd&dén sijoitus ¢ = Inz, joka on derivoituva bijektio, joten sijoitus on

luvallinen. T&lloin x = e ja dz = e'dt. Niin integointi saadaan muotoon

/sin (Inz) dz = /et sint dt.

Kaytetadn osittaisintegrointia ja saadaan, ettd

/etsintdt:etsint—/etcost dt

/etcost dt:etcost—i—/etsintdt.

ja vastaavasti

Siten
/et sint dt = e'sint — e’ cost — /et sin tdt
eli
t . Loy t
e'sint dt = 5 (e sint —e Cost) .
Palataan sijoituksella alkuperdiseen muuttujaan ja tulokseksi saadaan

/sin (Inz) dz = /et sint dt

(et sint — e’ cos t) +C

NI RN~ -

(e""sin(lnz) — " cos(lnz)) + C

z (sin(lnx) — cos(lnx)) + C,

missd tarvittava integroimisvakio C' on lisdtty yhtaloon vasta téssd viimei-

sessa vaiheessa

Tehtdvd 6. 1. Jos funktio f on parillinen, niin f(z) = f(—x). Koska in-

tegrointi voidaan suorittaa osissa, niin

/:f(:c) dm:/if(x) dx+/0af($) ds
— [ @ e [ fe) ao

13
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Tehdéédn vasemmanpuoliseen integraaliin sijoitus ¢ =

[ty o= [ r-n at / 0

Koska integoinnissa integroitavalla muuttujalla ei ole kiiytdnnon merkitysté,

niin korvataan edellisesséi tuloksesta muuttuja ¢t muuttujalla x ja tehddin

x—2/f

2. Jos funktio f on pariton, niin f(z) = —x). Jakamalla integrointi taas

sijoitus ja saadaan viite

osiin saadaan, etté

/Zf(x) dx:/if(x) dx+/0af(x) dz
_—/Oaf(l’) d37+/0af(3;) d

Sijoittamalla ¢ = —x vasemmanpuoleinen integraali muuttuu muotoon

/O_Gf(x) dx:—/oaf(—t) dt:/oaf(t) dt

Titen [ f(z) dz = 0. Ndméa tulokset ovat voimassa myds silloin, kun
f on vain integroituva. Téll6in todistus voidaan suorittaa tarkastelemalla
Riemannin summia. Téssé todistuksessa jatkuvuutta tarvitaan varmistassa

sijoitusten oikeellisuus.

Tehtivi 7. Funktio f(z) = < ei ole integroituva vililli [—1,1], silli lim 1 = oo

z—0

ja lim % = —o0. Siten funktio f ei ole rajoitettu vililla [—1, 1]. Taten

z—0~
1
1
/ — dz
1T

on epiaoleellinen integraali. Oikea tapa on kirjoittaa

| 01 1
/—dx:/—dx—l—/—dm,
1T 1T o T

missd molemmat osat ovat hajaantuvia epaoleellisia integraaleja.

14
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Tehtivi 8. Integraalilaskennan peruslause sanoo, etta vélill [a, b] jatkuva, vililla
|a, b[ derivoituva funktio f, jolle f'(z) = 0 kaikilla x €]a, b[, on vakiofunktio vililla
la, b].

Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vililld [a,b], derivoituva valilld ]a,b] ja
f'(x) = 0 kaikilla x €]a,b]. Olkoon z €la,b| mielivaltainen. Viliarvolausetta

voidaan soveltaa télle viilille ja tdten on olemassa sellainen piste zq €|a, 2|, etta

f(x) = f(a) = f'(zo)(z —a) = 0(z —a) =0
Taten f(z) = f(a) kaikilla = €]a, b[. Jatkuvuuden perusteella myds f(a) = 316151) =
f(b). Siis f on vakiofunktio vililla [a, b].
Tehtdvd 9. 1. Integroitava funktio 7"z on rajoitettu valilld [0, 0o, joten
integraalin kannalta ainoa ongelma on kiyttiytyminen ddrettomyydessa.

Nyt
r xT 1 r 8x
T de== —__q
/(4x2—|—1)2 ’ 8/(4x2+1)2 v
0 0
1 )
:—/ (43: +1) dz
8
0
LN T,
8 4a? +1
1 1
“(1-0)= -
—gl-0=g

kun a — oo.

2. Vastaavasti kuten edella

a a

T 1 8x
dz = = d
/4x2+1 o 8/4x2+1 s

0 0

L
—80/ln|4x +1}

= % (In(4a® +1) — 0)

— OQ,

15
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kun a — oo. Siis integraali hajaantuu.

3. Integrandi on parillinen funktio, joten

T T

dr=2 ] —d
/4a;2+1 . /4$2+1 “
—00 0

mikili se suppenee. Lasketaan tdméi epéoleellinen integraali tekemélld si-
joitus ¢t = 2x. Tallsin 2 = 422 ja dt = 2dx, mutta integroimisrajat vain

puolittuvat. Siis

a bl
1 1 1
de = - dt
/4x2+1 * 2/t2+1
0 0
%
:—/arctant
0
1 x T
—_— — e = = —
2 2 4’
kun a — oo. Siis
/ 1 G
42 4+1 27

Tehtédva 10. 1. Tutkitaan funktiota f(x) = x — sinz. Se on jatkuva ja deri-
voituva sekd f'(z) = 1 —cosz. Kun 0 < z < 1, niin funktio f on aidosti
kasvava ja positiivinen. Taten z > sinx > 0, kun 0 < x < 1 eli

1 1 1
- > = —
T+ sinz s 2z

kun x €]0, 1[. Koska epéoleellinen integraali

1 [tdx
2 )y
hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myos epdoleellinen integraali
1
/ dx
r +sinx
0
hajaantuu.

16
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. Jaetaan epioleellisen integraalin tarkasteleminen kahteen osaan merkitse-

malla

00 1 00

/ dz / dx n / dx

J vad+ o ) Vad+ / NEEE
Osoitetaan, ettd molemmat osaintegraalit suppenevat jolloin myd&s koko in-
tegraali suppenee. Oletetaan, ettd 0 < x < 1. Nyt v + 23 = /21 + 22 >
Va1 +0=x eli

1 1
- < —,
N R

1
kun 0 < 2 < 1. Koska integraali [ \d/—”;ic suppenee, niin myos integraali
0

1
/ dx
v+ a3
0
suppenee majoranttiperiaatteen nojalla. Oletetaan, ettd 1 < x. Talldin
1 < 1
Vr+ad T yad

ja majoranttiperiaatteen nojalla integraalin floo \(/1—;% suppenemisesta seuraa

integraalin

/ < de
1 Va+ad
suppeneminen.

. Nyt ongelmia aiheuttaa vain darettomét integroimisrajat. Jaetaan integraa-

li kahteen osaan. Talloin

0

0 b b
/ cosx dz + / cosz dr = /Sinx + /sin:c = sin(b) — sin(a).
a 0

0

Koska funktiolla f(x) = sin x ei ole raja-arvoja kummassakaan dérettomyy-

dessé, niin integraali hajaantuu.

17
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4. Jaetaan integroimisvili | — oo, oo osaviéleihin | — oo, —1], [—1, 1] ja [1, o0,

joissa tarkastelu suoritetaan. Kun |z| > 1, niin z < 22 ja eir > e% Koska

a
“d
T B _ -~ 1
[ ]t
. e / e

kun a — oo, niin epéoleelliset integraalit

_1 oo
/er dx ja /er dx
o 1
suppenevat majoranttiperiaatteen nojalla. Koska
oo -1 1 oo
/e"’c2 dx = /ex2 dx + /e”2 dx + /em2 dx
s NS 1 1

ja jokaisella osaintegraalilla on &irellinen arvo, niin integraali suppenee.
Tassdhan keskimmaéinen integraali ei ole epéoleellinen, joten se automaat-

tisesti "suppenee”.

Tehtiva 11. Nyt kyseessa ei ole epdoleellinen integraali, vaan integraalin avulla
madritelty raja-arvo. Suoraan laskemalla huomataan, ettd
a

lim sinz dr = lim / —Ccosx

a—00 —a a—00

= lim (—cosa + cos(—a))

a—00

= lim 0 = 0.

a—0o0

e.9]
Epéoleellisesti integraalista [ sinz dz edellinen lasku ei sano mitéén, koska nyt
—0o
rajankdynnit darettomyydessa pitdd ottaa erikseen. Siis

0 0 [e’s)
/ sinx dx:/ sinx dx+/ sinx dz
—00 —00 0

Kumpikin osaintegraali hajaantuu, koska funktiolla — cosz ei ole raja-arvoa 4a-

rettomyydessa.

18
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Tehtdvd 12. 1. Koska 22 — 2z = x(z — 1), niin lasketaan osamurtokehitelmé

r+1 A B _A:L’—A+B:L‘

z(z —1) ;+:U—1_ x(r —1)
Kertomalla puolittain termilld z(z — 1) ja asettamalla z:n yhtésuurien po-

tenssien kertoimet samoiksi, saadaan ratkaistavaksi yhtidlot A+ B =1 ja

A = —1. Ratkaisut ovat A = —1 ja B = 2. Siis

1 d d
/x;— dx——/—x—l—Z/ v
T? —x T r—1
=—In|z|+2n|z-1|+C

(x—1)?

+C.

=1In

2. Ensinnékin supistetaan yhteinen tekija pois eli

22%(x — 3) B z(z — 3)
/:z:(x+2)(21:2 T 2/ Gr2ee

Koska 222 + 1 ei hajoa enidi reaalisiin tekijoihin, niin osamurtokehitelmi

on muotoa
x? — 3z B A +B:E+C_2Ax2+A+Bm2+QB:E+Cx+2C
(r+2)(222+1) 2+2 222+1 (z +2)(222 + 1) '

Ratkaistava epdyhtélo on siis

1=2A+B
-3=2B+C
0=A+2C
. . _ 10 p_ _ 11 : _ 5
jonka ratkaisut ovat A = 3, B = —% ja C = —3. Siten

22%(z — 3) 3 ST+ 2
do =2 9 o+ [ 2299
/x@+®@ﬁ+&)x (/x+2x+ /2ﬁ+1x>

20 dx 22/ T 10/ dx
= — S — doe — — )
9 T+ 2 9 222 4+ 1 9 222 4+ 1
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Selvisti
dx

Koska z = 1 - 4z = 1 D(22? + 1), niin

x 1 9
/2$2+1dm:11n‘2m +1‘+C’2.

Hankalin integrointi on viimeinen. Tehd#in sijoitus ¢t = v/2z, jolloin t? =

222 ja dt = /2dx. Siis

dx 1 dt 1 1
R ————— = —arctant + C :—arctanﬂx—i—(;'.
/2:c2+1 /\/§t2+1 V2 V2 ’

Lopulta saadaan siis (yhdistetddn vakiot suoraan yhdeksi vakioksi C)

272(z — 3) 20 22 1 10 1

dr = —1 2| — == . ~In|22? + 1| - — - —=arctan V2x + C

/:E(x+2)(2x2+1)x 9 n|x+ 2| 5 4n|:v+| 9 \/Earcan\/_a:—l-
20

11 59vV2
:§ln|x+2|—1—81n‘2x2+1‘ —%arctanx@x#—a

20



Integroimistehtavét, 10. syyskuuta 2005, sivu 21 / 29

Vaativampien tehtévien ratkaisut

Tehtidvd 13. Oletuksen perusteella f(x) > 0 kaikilla € [a,b]. Tehddén vas-
taoletus, ettd olisi sellainen xy € [a, b], ettd f(zo) > 0. Valitaan € = f(xy) > 0.
Funktion f jatkuvuuden perusteella on olemassa sellainen § > 0, etta

\f(m)—f(mo)]<§ aina, kun |x — x¢| < 0 ja xz € [a,b)].

Merkitdén I5 = [xo — , 29 + 0] N [a, b]. Liséksi luku § > 0 voidaan valita niin
pieneksi, etti vilin Is pituus on vdhintdan o, koska z¢ € [a,b]. Jos z € I, niin
£ < f(z) < . Nyt voidaan tehdd arvio

b € €

O:/ f(z)dx > f(x)de/ —dx > =6 >0,

a Is Is 2 2
miké on ristiriita. Epdyhtalon ensimmaisessi arviossa integroimisvilid pienenne-
tdan, jolloin integraalin arvo tietenkin pienenee. Toisessa arviossa kiytetetdin
funktion f alarajaa vélilla I5. Kolmannessa kiytetddn hyvéksi tietoa, ettd vélin
I pituus on vihintddn ¢ laskettaessa vakiofunktion integraali. Néiden arvioiden
tdsmaéllinen perustelu voidaan suorittaa Riemannin summien avulla, mutta yk-

sinkertaisuuden vuoksi sivutetaan namé paittelyt selvini. Merkinté
fx)dz
15
tarkoittaa funktion f integroimista yli valin ;.
Tulos ei pade ilman jatkuvuuden oletusta. Vastaesimerkiksi kdy funktio

1, kunz =0
fz) =
0, kun z #0.

1
Talloin [ f(x)dz = 0, mutta f(z) # 0 integroimisvélilla.
“1

Tehtiva 14. Oletuksen perusteella
b b b
| @) =g de= [ fapto - [ gy =0
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Koska funktiot f ja g ovat jatkuvia ja integroituvia, niin myo6s funktio f — g jat-
kuva ja integroituva vélilld [a, b]. Mikili funktio f — ¢ vaihtaa merkkiddn pisteessé
x € la, b, niin (f —g)(z) =0 eli f(z)= g(x), joten viite on todistettu. Voidaan
siis olettaa, ettd f — g ei vahda merkkidan valilla [a, b]. Téll6in jompi kumpi funk-
tioista f — g tai g — f on positiivinen ja edellisti tehtivia voidaan soveltaa tdhin

funktioon. Siis f(x) — g(z) = 0 kaikilla = € [a, b], mistd viite seuraa.

Taaskaan viite ei pdde ilman jatkuvuutta. Vastaesimerkiksi voidaan ottaa funk-

tiot f(x) =0 ja

-1, kunz <0
g(x) =
1, kun = > 0.

Nyt J; f(z)dz = [ g(x)dx =0, mutta f(x) # g(x) kaikilla z € [-1,1].

1
Tehtidvi 15. 1. Koska D(9—2?) = —2z, niin integrandiin saadaan muotoiltua

sisafunktion derivaatta. Siis

1
/x\/9—3:2 dx:—i/—2$\/9—x2 dz
1 2 3
1
:—g\/g—l'zg‘i‘c

2. Tehdéén sijoitus z = 3sint, missi —5 < ¢ < 7. Nyt ¢ = arcsin§ ja

dx = 3costdt. Lisiksi /1 —sin®t = V/cos?t = |cost| = cost, koska vililli
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[%. 5] kosini on ei-negatiivinen. Siis

/\/9—$2 dx:/\/9—9sin2t-3costdt

:/ 1 —sin?tcost dt

:9/c082tdt

11
= 9/(5 + 5 cos 2t)dt,

missi viimeisin rivi saadaan kaavasta cos 2t = 2 cos?t — 1. Téten

/v9—x2dx—§/dt+§/2(3052tdt

9 9
=—t+—-sin2t+C

2 4
—garcsing—i-gsintcost—i-C
2 3 2

) .:U+3 t+C
= — arcsin — + —x cos

2 3 2

9 3 2
:§arcsin§+§x 1—(%) +C,

koska cost = /1 — sin’t = Z/1— %. Tuloksen oikeellisuuden voi tarkistaa

suorittamalla derivoinnin. Sijoituksessa ei kuitenkaan tehty mitdin luva-
tonta, koska 3sint on derivoituva bijektio, kun —5<t< 3.

. Tehdisn sijoitus t = x4+ /22 + 9. Nyt korottamalla yht#lo t —z = V22 + 9
toiseen saadan sievennyksen jdlkeen

t? -9
2t

Tr =

2t-2t—2(t2—9) _ 249

Téasté derivoimalla puolittain taas saadaan dxr =

23
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Siis

/\/mdx:/(t—m)t2+9dt

212
2 2
:/ t_t 9 t+9dt
2 212
t2+9 tt — 92
= dt
[ (%)
/tdt+/ —dt — / dt+/ dt
2 o 4¢3

1 9
= t*+>In t——t2—— C
4 2 g g2 *
1 81
r+ Va2 + —ln T+ vVa?+ ‘ +C.
8< 0 8(z + Va2 +9)2

Laventamalla samannimisiksi ja neliét laskemalla saadaan, ettd & (z+v/z? 4 9)*—
-V S PO
VT x T 9, joten

/\/x2+9dac:Qx\/x2+9+gln‘x+v:62+9)+0.

Sijoitus t = = + Va2 + 9 on derivoituva bijektio ja my0s derivoimalla voi-
daan tarkistaa, ettd tulos on todellakin oikea.
. Vastaavasti kuin ensimmaéinenkin tehtdvi tai vaihtoehtoisesti sijoituksella

t =9+ 22 ja dt = 22dx

/x\/mda::/l\/gdt

1 2
2-375 +C
1
:g(\/%) +C
1
= 3(V9 +22)* + C.

Vaikka sijoitus ¢ = 9 + 22 ei ollutkaan bijektio, niin lopputulos on oikea.
Vastauksena saatu funktio on todellakin haluttu integraalifunktio, koska

sen derivaatta on integrandi.
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5. Kéaytetddn samaa sijoitusta x = sint kuin tdméan tehtivin toisessa kohdas-

/ /3cost
9 — 2 Jcost

—t+C

sa. Téten

= arcsin% +C.

6. Kéytetddn sijoitusta t = x + v 22 + 9 kuten kolmannessa kohdessa. Nyt
/ / 2 +9
VO 1+ 22 2t2(t — x)
t*+9
_ /_2 Y
202(t — 577)
49
= /;dt
213 — 3 — Ot
t2
_ / ‘ +9 &t
3 — 9t
t*+9
= | —=dt
/ t(t2 —9)
dt
t
=In|t|+C

:ln‘x+vx2+9 +C.

Tehtédva 16. Olkoon D = {xg,x1, 22, ..., x,} mielivaltainen vilin [—1, 1] jako,
missd zg = —1, z, = ljaxg < 27 < ... < xp,. Jos vili [x;, x;41], missd i =
0,1,...,n — 1, sisédltda origon z = 0, niin

sup  f(z) =1,

$E[Ii,$i+1}
muutoin pienin ylaraja funktion arvolle on selvésti 0. Lisiksi inf f(x) = 0 kaikilla

vilin [—1, 1] osavéleilld. Siis funktio f on Riemann-integroituva vililld [—1, 1], jos
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inf Sp = 0. Luku 0 on selvisti erds alaraja ylasummien joukolle. Osoitetaan, ettd
se on suurin alaraja. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt on olemassa sellainen jako
D, ettd e > x; 1 —x; ja0 €wy, [ erddlld i € Zy. Siis 0 < Sp =1+ (w11 — ;) =
Tit1 — x; < €. Téaten inf Sp = 0 ja funktio f on Riemann-integroituva vélilla
[—1,1] ja

1

f(z) dz =0.

-1
Nyt funktio
G(z) = / f(z) dz =0,
-1
kun x € [—1,1]. Liséksi se on derivoituva vélilld | — 1, 1[, mutta se ei ole funktion

[ integraalifunktio, silld G'(0) =0 # 1 = f(0).

Oletetaan, ettd funktio F' on funktio f integraalifunktio. Taten F'(z) = f(z)

kaikilla x €] — 1, 1[. Erityisesti £'(0) = f(0) = 1 ja F'(z) = f(x) = 0, kun # 0.

Derivoituvana funktiona F' on jatkuva. Integraalilaskennan peruslauseen nojalla
¢, kun —1<x<0

F(z) =
d, kun 0 <zx < 1.

Jatkuvuuden perusteella F'(0) = lim F(z) = lim F(z)eli F(0) = ¢ = d. Téllin

z—0~ z—07F

oy — i £ = F(0)
PO =iy =

—0#1=f(0)

mik4 on ristiriita. Téten funktiolla f ei ole integraalifunktiota valilla [—1, 1].

Tehtdva 17. Kun z # 0, niin

) o1 1
D xQSm—2 :2xsm—2—|—x2cos—2-D—2
T T T T
B 1 2 1
= 2xsm—2 — —x7cos —
T T T
o1 2 1
= 2335111—2 — —COos —.
T T T
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Kun x = 0, niin

. F(h)—F(0) .. h®siny !
/ h —
F'(0) = }lllrr(l] — = }ILIH(I] 5 }ILIH(I] h sin i 0,

silld 0 < |hsin ;5| < |h] — 0, kun h — 0. Siis
27 sin & — 2

Fl(z) = f(z) = o
0 kun z =0

1
cos=; kunx #0

Siis funktion f integraalifunktio on F'. Kuitenkaan funktio f ei ole integroituva

millddn valilla, joka sisdltdd pisteen z = 0, silld funktio f ei ole télléin rajoitettu.

Esimerkiksi jos z, = \/%7, niin

eli
f(zn) =0—2vV2mn — —o0,

kun n — oo. Siis funktio f tulee saavuttamaan mielivaltaisen pienid arvoja la-

hestyttdessa pistettd = = 0

Siis funktiolla voi olla integraalifunktio, vaikka se ei olisikaan integroituva.

Tehtava 18. 1. Jos funktio f on jatkuva vililld [a, b], niin integraalilaskennan

viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen ¢ € [a, b], ettd

b
/fmwmzfmw—w.

Koska m < f(t) < M oletuksen nojalla, niin viite saadaan titd sovelta-
malla ylld olevaan yhtaloon.
2. Nyt todistus on hieman hankalampi, koska joudutaan turvautumaan Rie-

mannin summiin. Jos funktio f on integroituva vililla [a, b], niin
b
/ f(z) dz = sup sp = inf Sp.
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Tehtévin 1 perusteella vakiofunktiot m(z) = m ja M(x) = M ovat in-

tegroituvia valilld [a, b] sekd

/abm(w) de=mb—a)  ja /M M- a).

Olkoon D mielivaltainen vélin [a, b] jako. Oletuksen perusteella
m < f(z;) <M ja m < f(2i1) < M,

kaikilla jaon D jakopisteissd x; ja ;. 1, joten funktion m vélin [a, b] jokainen
ylasumma ovat pienempid tai yhtd suuria kuin funktion f vastaava alasum-
ma ja funktion M jokainen alasumma ovat suurempi tai yhtdsuuria kuin

funktion f vastaava yldsumma. Téaten

m(b—a):/abm(x) dxgsupsD:/abf(x):infSD dxg/ab]\/[(x) dz = M(b— a).

Tehtédva 19. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva valilli [a,b] ja funktio g on
integroituva vélilld [a,b]. Oletetaan lisdksi joko g(z) > 0 tai g(x) < 0 kaikilla

x € [a,b]. Téll6in on olemassa sellainen ¢ € [a, b], ettd

[ ey ar= 1) [ gtwran

Tehd&dédn lauseen vaatimat oletukset ja tarkastellaan tapausta g(z) > 0 kaikilla

x € [a,b]. Koska funktio f on jatkuva suljetulla vililld [a, b], niin silld on maksi-

miarvo M ja mininiarvo m talla valilla. Taten

mg(z) < f(x)g(x) < Mg(z)

kaikilla = € [a, ] eli

/ M</f ®<M/

b
Jos [ g(x) dz = 0, niin edellisen arvion nojalla myos ff g(z) dz = 0. Néin

a a
véite olisi tosi mielivaltaisella ¢ € [a,b]. Koska g(x) > 0, niin voidaan olettaa
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b
jatkossa, ettd [ g(x) dz > 0. Siis

e S b
fa g(x) dx

Koska f oli jatkuva vélilli [a, b], niin se saa kaikki arvot suurimman arvonsa M

ja pienimmén arvonsa m véliltd. Siis on olemassa sellainen t € [a, ], ettd

P f@)g(a) do

ft)

fab g(x) dx
josta viite seuraa. Vastaavasti todistetaan tapaus g(z) < 0 kaikilla = € [a, b].
Tehtava 20. Raja-arvon lim+ % = (0 madritelmén perusteella kiinnitettya lu-
x—0

kua 1 > ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen luku 6 > 0, ettd jos |z| < 0, niin
'M — O‘ < €.
g(x)

Talloin

f()

—e< ——<e¢€
g(x)
ja koska f(z), g(z) > 0 kaikilla 1 > x > 0, niin

0 < f(x) < eg(x).

/0 " (o) da

suppenee, niin majoranttiperiaatteen nojalla myos epdoleellinen integraaali

/0 ’ f(2) da

suppenee, koska luku 1 > € > 0 oli kiinnitetty ja silld kertominen ei vaikuta

Siis jos epéoleellinen integraali

suppenemiseen. Siis epédoleellinen integraali

[ rwae= [ s ars [,

suppenee, koska oletuksen perusteella funktio f on integroituva valilld [6, 1].
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