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1 Maaratty integraali ja integraalifunktio

Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva vililla [a, b], mikali

inf{sp} = sup{Sp},

missé {sp} on funktion f alasummien joukko vélilla [a,b] ja {Sp} on funktion
f yldsummien joukko samaisella vililld. Téssd D on mielivaltainen vélin [a, 0]

adrellinen jako.
Integroituvuus voidaan maaritelld toisella tavalla Riemannin vialisummien avulla.

Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva vélilld [a, b], mikéli on

olemassa sellainen luku I € R, ettd
|0p — I| — 0, kun |D| — 0

missd D on vilin [a,b] jako mielivaltaisilla vélipisteiden valinnalla {¢;}, dp on

jakoa D vastaava osasumma ja |D| on jaon normi.

Maéritelmat eivat tuota ongelmia, silld voidaan osoittaa, ettd ylla olevat integroi-
tuvuusehdot ovat kesken&dén yhtipitdvid ja I = inf{sp} = sup{Sp}, kun funktio
on integroituva. Téssd inf ja sup otetaan yli kaikkien vélin [a, b] &irellisista jaoista

D.

Mikéli funktio f on Riemann-integroituva vélilla [a, b], niin funktion f mé&aritty

integraali vililld [a, b] on

/ f(z)dz =1 =inf{sp} = sup{Sp}

Maéarétty integraali voidaan siis ajatella méaéritellyksi vastaamaan kummassakin
tapauksessa funktion alle jddvdn pinta-alan raja-arvona, edellyttien ettd funk-
tio saa positiivisia arvoja. Alun perin Newton ja Leibniz m#arittelivit madratyt

integraalit integraalilaskennan peruslausetta vastaavassa muodossa

/ F@)da = F(b) — F(a), missii F'(x) = f(z)
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Madrittelyssa oli ongelmansa, joten Cauchy ja Riemann kehittelivat nykyiset raja-
arvoihin liittyvat madratyn integraalin madritelmat, joilla suurimmasta osasta

aikaisemmista ongelmista paastiin.

Huomautus. Selvistikaan kaikki vililla [a, b] madritellyt funktiot eiviit ole Riemann-
integroituvia. Ensinnékin funktion f téytyy olla rajoitettu valilla [a, b] eli on ole-
massa sellainen luku M, ettd f(x) < M aina, kun z € [a, b] (vertaa tyypin kaksi
epioleelliset integraalit). Toisaalta vaikka funktio olisikin rajoitettu, niin se ei ole

valttamattd Riemann-integroituva, esimerkkina vaikkapa funktio

Ie) = I, kunzeR\Q
0, kunz e Q

ei ole Riemann-integroituva millddn valilla.

Madratty integraali vélilla [a, b] voidaan ajatella funktioksi
b
H : {f on integroituva funktio vililla [a,b]} — R, H(f) = / f(z)dx,

silld se liittd4 jokaiseen valilla integroituvaan funktioon f yksikésitteisen reaali-

luvun.

Jatkossa puhuttaessa funktion integroituvuudesta tarkoitetaan juuri Riemann-
integroituvuutta. Integraali voidaan mééaritellda myos muillakin tavoilla, joista
tunnetuin on Lebesguen integraali. Ylldoleva esimerkki Riemann-integroimattomasta
funktiosta on integroituva Lebesguen mielestd. Asiasta kerrotaan enemmaén kurs-

silla Analyysi III.

1.1 Integroituvista funktioita

Koska Riemannin summien tai ala- ja ylasummien laskeminen on hyvin tyolis-
td, niin integroituvuuden perustelemiseen on usein helpompi kiyttda seuraavaa

lausetta
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Lause. Jos funktio f on jatkuva vdlilld [a, b], niin se on integroituva valilld [a, b].
Lauseen todistus perustuu tulokseen, etté rajoitetulla ja suljetulla valilla jatkuva

funktio on tasaisesti jatkuva.

Téaten esimerkiksi kaikki jatkuvat alkeisfunktiot tulevat olemaan integroituvia
jokaisella médritysalueensa rajoitetulla osavililld. My0Os epéjatkuva funktio voi
olla integroituva, kunhan epajatkuvuuskohtia on esimerkiksi d4rellinen méaara in-
tegroitavalla vililla. Taten yhdistelemélld aikaisempaa tietoa saadaan, ettd deri-

voituvuudesta seuraa jatkuvuus, josta seuraa integroituvuus. Siis

f on derivoituva reaalifunktio = f on jatkuva reaalifunktio

= f on integroituva reaalifunktio

Liséksi voidaan osoittaa muitakin ehtoja, joista integroituvuus seuraa. Esimer-
kiksi kaikki vililla [a, b] rajoitetut ja monotoniset funktiot ovat integroituvia ky-

seisella valilla.

1.2 Maaratyn integraalin ominaisuuksia

Madritellddan integraalille seuraavat ominaisuudet

/abf(x)dx =— /ba f(z)dz ja /aa f(z)dz = 0.

Ominaisuudet ovat tutut ja intuitiivisesta selvit.

Lause. Jos funktio f on integroituva valilld [a,b] ja ¢ € |a,b], niin se on integoi-

tuva vdlin [a, b] jokaisella osavdlilli ja

/abf(:c)dx _ /acf(:c)der /cbf(:c)d:c.

Toisin sanoen integrointi voidaan suorittaa osavileittdin. Mikéli f on integroituva

kullakin osavélilld, on ylld oleva kaava voimassa myos kun ¢ € [a, b].
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Lause. Jos funktiot [ ja g ovat integroituvia vdlilli [a,b] ja f(x) > g(x) aina,

/abf(:c)dx > /abg(x)dx.

Tamén lauseen seurauksena saadaan karkea arvio maératyn integraalin arvolle.

kun z € |a,b], niin

Lause. Jos funktio [ on integroituva vdililld [a,b] ja m < f(x) < M aina, kun

x € [a,b], niin .
m(b—a) < / F@)de < M(b—a).

Lause. Jos funktio f on integroituva vdlilli [a, b], niin funktio |f| on integroituva

[ rwar < [1wiar

Edellisen lauseen arvion voidaan ajatella olevan erdallad tavalla analoginen kol-

valill [a, b] ja

mioepayhtélon yleistetyn muodon

n n
IES
=1 =1

kanssa. Integraalihan méériteltiin summien raja-arvoksi tiettyjen ehtojen valli-

tessa.

1.3 Integraalifunktio
Olkoon f :]a,b[— R funktio. Funktio F :]a, b[— R on funktion f integraalifunktio
valilla |a, b], jos
f(x) = F'(z) aina, kun x €]a, b|.
Talloin merkitdidn
/f(x)dx =F(z)+C.
Tehtyéd operaatiota eli integraalifunktion etsimistd kutsutaan integroimiseksi ja

funktiota f sanotaan integrandiksi eli integroitavaksi funktioksi. Funktiota F

kutsutaan myos funktion f primitiivifunktioksi tai antiderivaataksi.

3
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Integraalifunkio ei ole yksikésitteinen, silli jos F'(z) = f(x), niin
D(F(z) +C) = F'(z) = f(z)

kaikille C' € R. Toisaalta integraalilaskennan peruslauseen nojalla funktion f
kaikki primitiivifunktiot ovat muotoa F(z) + C, missi lukua C' kutsutaan in-
tegroimisvakioksi.

Huomautus. Kaikkien funktioiden integraalifunktioita ei voida esittda alkeisfunk-

tioiden avulla. Télldisid funktioita on esimerkiksi e*” ja % Talloin maarityn
integraalin arvoa laskettaessa tiytyy turvautua muihin menetelmiin, esimerkiksi

Taylorin sarjoihin.

Huomautus. Integraalifunktion olemassa olo ja integroituvuus eivit ole sama asia.
Funktio voi olla integroituva eraélla vililla ilman, ettd silld olisi integraalifunktio-
ta talla valilla. Vastaavasti funktiolla voi olla integraalifunktio ilman, etté se olisi

integroituva talla vililla. Esimerkit naisté tilanteista 16ytyvét harjoitustehtivista.

1.4 Integraalilaskennan tirkeimmét lauseet

Yleistetty integraalilaskennan viliarvolause. Oletetaan, etta funktio f on
jatkuva valilld [a,b] ja funktio g on integroituva wvalilld |a,b]. Jos lisiksi joko
g(x) > 0 tai g(x) < 0 kaikilla x € [a,b] , niin tdlldin on olemassa sellainen

t € [a,bl], ettd

b b
/ f(@)g(z)dz = f(t)/ g(z)dz.
Valitsemalla g(z) = 1 saadaan tutumpi muoto lauseelle.

Integraalilaskennan viliarvolause. Jos funktio f on jatkuva vdlilli [a, b], niin

on olemassa sellainen t € [a,b], ettd

/ f(x)da = F(£)(b— a).
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Oletus funktion f jatkuvuudesta on vilttdméaton kahdessa edellisessa lauseessa.

Vastaesimerkiksi kdly funktio

1, kun x > 0
flx) =

-1, kunzxz <0
valilla [—1, 1], kun g(x) = 1.

Normaalin valiarvolauseen avulla saadaan

Integraalilaskennan peruslause. Jos f jatkuva vililld [a,b], derivoituva vdilld
la, b ja f'(z) = 0 kaikilla © €]a,b|, niin funktio f on vakiofunktio vdlilli [a, b].

Integraalilaskennan kidyttokelpoisuus on puhtaasti integraalilaskennan pailauseen
ansiota. Se yhdistéi derivoinnin ja integroinnin ja tarjoaa ndppéarin tavan laskea

madrattyjen integraalien arvoja.

Integraalilaskennan péilause. Olkoon funktio f jatkuva vdlilli [a,b]. Tdlldin

/ (0
fz).
2. Jos F on funktion f erds integraalifunktio, niin

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

Huomautus. Paédlausetta voidaan yleistdd vield edellé olleesta muodosta. Jos ole-

1. Funktio G : [a,b] — R

on derivoituva vdlilld [a,b] jo G'(x)

tukseksi ottaa, etti funktio f on integroituva vélilla [a, b, niin silloin kertyma-

_ / o

tulee olemaan jatkuva valilla [a,b] ja differentioituva niissi vélin [a, b] pisteissd

funktio

joissa funktio f on jatkuva.

Huomautus. Kohdassa 2. ei oleteta integraalifunktion F' olemassa oloa. Siind vain

todetaan, ettd mikali integraalifunktio on olemassa, niin se tulee toteuttamaan
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esitellyn ehdon. Mydskddn integraalifunktion valinnalla ei ole vilid, silla vakio C'

tulee supistumaan erotuksessa pois.

Integrointilaskennan paédlauseen nojalla integrointia ja derivointia voidaan ajatel-
la kéfinteiseksi operaatioiksi tietyilld rajoituksilla. Jos f on jatkuva vélilld [a, b],
niin

[ rw a= s

_ — €x

dx /,

kaikille x € [a, b]. Jos funktio F’(t) on integroituva vililld [a, b, niin

/ "F() dt = F(z) — Fla)

kaikille = € [a,b]. Padlause siis kytkee yhteen integraalifunktiot F(x) + C =
b

[ f(z) dz ja madrdtyn integraalin [ f(x) dz, joilla el mééritelmien perusteella

a
niyttiisi olevan mitdan yhteyttd lukuunottamatta samanlaista merkintaa.
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2 Integroimiskaavoja

Lause. Olkoon f ja g integroituvia funktioita ja k € R vakio. Tdlloin
1. [kdx=ka+C
2. [kf(x)de =k [ f(z) do
5. [(f+9)@) do = [ f(2) do+ [ glx) do
4. [ () fr(z) dzv = % +C, kunn # —1

5[5 de =n|f(x)|+C,

mikdli integraalit ovat olemassa.
Funktioiden derivoimiskaavoista saadaan suoraan seuraavat integroimiskaavat:

Integroimiskaavoja. 1. [0dz=C

2. [an dx:f:ll—i-CQ kunn # —1
8. [Ldz=In|z|+C

E N

CJetde=e"+C
. [sinz dz = —cosz + C

S &

. Jeosz de =sinz+ C

<

. Jtanz do = —In|cosz| + C

8. 119;2 = arctanx + C'
9. f \/1‘1107 = arcsinz + C

Funktioiden tulon derivaatan perusteella D(f(z)g(z)) = f'(x)g(x) + f(x)gd' (x).

Integoimalla tama puolittain saadaan

Osittaisintegrointi. Jos f ja g ovat derivoituvia funktioita, niin

/f'(ﬂ?)g(w)dx = [(z)g(x) —/f(fl?)g’(fv)dﬂf (1)
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3 Integroimistekniikkoja
3.1 Rationaalifunktioiden integointi

Rationaalifunktio R(x) on muotoa

P(z)
Q(z)’

missd P(z) ja Q(z) ovat polynomifunktioita. Jos deg P(z) > deg@Q(z) eli po-

R(z) =

lynomin P aste on suurempi kuin polynomin ), niin esimerkiksi jakokulmassa
laskemalla saadaan esitys

Pi(x)
Qx)’

missa deg P (z) < deg Q(z) (todistus Algebra I:ssi). Polynomi Py(x) on helposti

R(z) = Po(x) +

integoitavissa, joten rationaalifunktioiden integroinnin ongelmana on selvittaa

miten integrointi suoritetaan, kun deg P(x) < deg Q(x).

Tapaus: P(z) = kQ'(z)

Jos osoittajassa oleva polynomifunktio on P(x) = kQ'(x), missd k € R vakio,

niin integrointikaavojen perusteella

Q@) Q) r=kn|Q(x
o dx_k/Q(x)d kI |Q(x)] + C.

Muissa tapauksissa taytyy tutkia tarkemmin polynomin @(z) nollakohtia, joiden
gebrallisten ominaisuuksien perusteella silld on n = deg Q(x) kappaletta komplek-
sisia nollakohtia. Lisdksi jos kompleksiluku ¢ = a+bi on polynomin ) nollakohta,
niin myds sen konjugaatti ¢ = a—bi on polynomin () nollakohta. Téaten reaaliluku-
kunnassa polynomi voidaan aina esittdi ensimmadisen ja toisen asteen tekijéiden

tulona.

10
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Tapaus: Polynomi Q(z) = (z — z1)", missd z; € R

T&lloin osamurtokehitelma kirjoitetaan muotoon

P(z) Ay Ay A,
n o R va———
(x — 1) r—x; (v—mx) (x — x1)
missa kertoimet A, Ag, ..., A, on vield madrittiva.

Esimerkiksi polynomin Q(z) = (z — 2)® osamurtokehitelmi on
P(x) A B C
= + + .
Q) x-2 (z-2? (r-2)

Tapaus: Polynomilla (x) on reaaliset juuret

Nyt polynomi voidaan esittda tulona
Q) = (& —a1)™ (- — 22)" -+ (& — )™

Téll6in osamurtokehitelméssa jokaista termié (x— ;)™ kohti otetaan, kuten edel-
lisessé kohdassa osamurto
An n A ot Ain, )
r—x; (v —ux4)? (x — xy)™

Osamurtokehitelmaksi tulee siten naiden summa
k

ggg - ; (93{11% i (z fij?i)Q e ﬁ) '

Esimerkiksi jos Q(x) = z*(z + 1)(z — 3)?, niin osamurtokehitelmiksi tulee

P@)_ A B C_ D B F
Qz) x+1 =z 22 -2 (2-22 (x—2)%

Tapaus: Polynomilla Q(x) on kompleksisia juuria

Jos polynomilla Q(z) on myos imagindirisid juuria, niin ne esiintyvét aina pa-
reittain ¢ = a + bi ja ¢ = a — bi. Talloin polynomin erddksi tekijiksi tulee toisen
asten polynomi

— - _ =z 5 2 2 2
(x—c)(x—¢)=a"—cx—cx+cc=x 2a_ 2+ (a” +b%).
T t

11
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Talloin osamurtokehitelméin otetaan termi
Ax+ B
e
Mikéli kompleksinen juuri c ja esiintyy £ > 1 kertaa polynomissa, niin myos termi
(x + rz +t) jakaa polynomin k kertaa. T#lloin osamurtoon tulee summa
Aix + By Asx + Bs L Apr + By ‘
224re+t (224 rx+t)? (24 rax 4 t)k

Reaaliset juuret kisitelliin kuten edellisessi tapauksessa.

Esimerkiksi jos Q(z) = (z +1)*(z —1)*(z — 2)® = (2% + 1)*(x — 2)?, niin osamur-
tokehitelméksi tulee

Plx) A N B N C +DI+E+Fx+G
Qlz) -2 (x—22 (x—2)3 2241  (224+1)¥

Osamurtokehitelmissé esiintyvit kertoimet saadaan ratkaistuiksi, kun kerrotaan
molemmat puolet polynomilla Q(z). Asettamalla syntyneiden polynomien muut-
tujan x samojen potenssien kertoimet yhtidsuuriksi saadaan yhtéaléryhma, josta

kertoimet ovat ratkaistavissa.

3.2 Integrointi sijoituksen avulla

Lause. Jos funktio g : [a,b] — R on jatkuvasti derivoituva ja funktio f on jatkuva
kuvajoukossa g([a,b]), niin

g(b)
f(t)de

g(a)

b
[ 7o) (@) =
a

Kaytannossa lausetta sovelletaan usein, niin etta laskettaessa integraalia

b
fz/fmmymm

valitaan ¢ = g(x). Téastd lasketaan differentiaaliksi dt = ¢/(z)dx ja integroimis-
rajoiksi alkuperdisid arvoja a ja b vastaaavat t:n arvot t; = g(a) ja to = g(b).

Sijoittamalla ndmé saadaan integraali
9(b)
I— / ().
g9(a)

12
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Toinen tapa, mikéli integraali

I_/f

on hankala laskea, on valita = = g(t) ja laskea dz = ¢/(¢)dt. Sijoittamalla nama

b
1= [ lo®) g

missd ¢ = g(a) ja d = g(b) ovat uudet integroimisrajat.

saadaan

Maarattyihin integraaleihin sijoitettaessa funktion g ei tarvitse olla bijektio, riit-
tad vain, ettd on olemassa sellaiset arvot a ja b, ettd ehdot a = g(c) ja b = g(d)
toteutuvat. Tietenkin, jos g on bijektio, niin on olemassa kiiinteisfunktio ¢ 1,

joilloin @ = g~ !(c) ja b= g~ (d).

Sijoitettaessa madraamattomaian integraaliin funktion g taytyy olla bijektio. Ta-
ma siksi, ettd integroinnin onnistuttua voidaan alkuperdinen muuttuja palaut-
taa kddnteisfunktion avulla saatuun integraalifunktioon. Mikili sijoitus johtaa
helpompaan integrointiin ja siten saadaan laskettua integraalifunktio, niin sen
oikeellisuus voidaan aina tarkistaa derivoimalla se ja katsomalla saadaanko tu-
lokseksi integroitava funktio. Téten integoimistekniikan muodollinen pitevyys ei
ole niin tarked, koska maidraamattoman integroinnin tuloksen voi aina tarkistaa

derivaatan avulla.

Sijoitus z = asint, a > 0.

Jos integroitavassa funktiot ovat v/a? — x? tai \/72, niin voidaan kiyttaé sijoi-
tusta # = asint. Nyt —a < z < a, joten sijoitus on jérkevd, kun t € [-7, 7].
Talloin

Va2 — 22 =+vVa?2 —a?sin’t = a1 — sin®t = aVcos? t.

niin cost > 0 ja

Veos?t = |cost| = cost.

Koska t € [~7, 7],

13
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Lisaksi

x
t = arcsin — ja dx = acostdt,
a

misséd ¢ = arcsin £ on padhaaran arvo.

Sijoitus t = x + V22 +a, a > 0.

Jos integroitavassa on termi v/x? + a, niin sijoitus t = x + v/x2 + a voi johtaa

rationaalifunktion integoitiin. TAll6in laskemalla saadaan, etta

t—rx=vVrt+a
= t?—2r+2t=2+a

N t?—a
T = .
2t

Derivoimalla tama saadaan differentiaaliksi

2 —a
dr = ———dt.
2t
S __ n/ax+b
Sijoitus ¢ = {/ ¢
Jos integraalissa on {/%tl piin sijoitus ¢t = /%t saattaa johtaa rationaali-
cx+b cx+b

funktion integrointiin.

2

Sijoitus x = tan 3

Jos x = tan %, niin piirtdmélla suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat x ja

1 sekd toinen terdvid kulma % Talloin kolmion hypotenuusa on /1 + x2, sin% =

\/1i7 ja cos% = ﬁ Trigonometristen funktioiden kaksinkertaisten kulmien

kaavoista saadaan, etti

) 2x 1— 22 i 2
sint = —— cost = ja dt =
1+ 22

14 22’ 14 22

14
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Tama sijoitus saattaa sieventéé sopivasti integroitavia funktioita, joiden osoitta-

jassa ja nimittdjassid on sini- ja kosinifunktioita.

Tassa esitellyt sijoitukset eivit ole ainoita mahdollisia sijoituksia, vaan esimerk-
keja sijoitustekniikoista. Virallisesti “oikeata” sijoitusta ei ole olemassa, vaan miké
tahansa sijoitus kiy kunhan integraali vain ratkeaa. Jotkut tekniikoista voivat to-
sin johtaa huomattavasti helpompiin integraaleihin kuin toiset. Usein kannattaa

kokeilla eri tyyppisid sijoituksia, kunnes sopiva loytyy.

15
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4  Epéaoleelliset integraalit

Nimestain huolimatta epéoleelliset integraalit (englanniksi improper integrals)

ovat tarkeitd. Ne méadritellddn tavallisen méariatyn integraalin raja-arvoiksi.

Integroituvaa funktiota méadriteltéessi oletettiin, ettd funktio f : [a,b] — R on
rajoitettu eli on olemassa sellainen vakio K > 0, ettd |f(z)| < K. Epéoleellisten
integraalien avulla voidaan laajentaa tarkasteltavissa olevien méarattyjen inte-
graalien tapauksia tilanteisiin, joissa funktio f ei vélttaméattd olekaan rajoitettu

integrointivalilld tai integrointivéli ei olekaan rajoitettu.

Ensimmaisen tyypin epioleellisissa integraaleissa integroimisvilié ei ole rajoitet-
tu toisesta paistd. Olkoon funktio f integroituva jokaisella valilld [a, c|, missd a
on kiinted ja ¢ > a (vastaavasti vileilld [c,a], missd ¢ < a). Madritetdén, ettd

epaoleellinen integraali

/a Oof(:c)da: <Vastaavasti /C: f(;,;)dx>

tarkoittaa raja-arvoa

c— 00 a C——00

c b
lim [ f(x)dz (Vastaavasti lim f (x)dx) ,

c

mikéli se on olemassa.

Toisen tyypin epéaoleellisissa integraaleissa integroitava funktio ei ole rajoitettu
integroitumisvalilld. Olkoon funktio f integroituva jokaisella valilli [a,t], missé
a <t < c (vastaavasti vileilld [¢, a], missd ¢ < t < a). Madritetdén, ettd epdoleel-

linen integraali

/ac f(z)dz (Vastaavasti / b f(x)dx)

tulee tarkoittamaan raja-arvoa

t b
lim [ f(z)dx (Vastaavasti lim [ f (x)d:p)

t—c= J, t—ct Jy

Epéoleellisen integraalin sanotaan suppenevan, mikéili raja-arvo on olemassa &4-

rellisend. Muutoin epéoleellinen integraali hajaantuu.
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Huomautus. Jos funktion f integraalifunktio on F', niin esimerkisi ensimmaéisen

tyypin epdoleellinen integraali on raja-arvo

C— 00

/Oof(x)dx = lim F(c) — F(a).

Vastaavasti kaikki muutkin tapaukset voidaan palauttaa integraalifunktion raja-

arvooll.

Yleisessd tapauksessa epdoleellisessa integraalissa voi olla useampia pisteitd, jois-
sa funktion arvoa ei ole rajoitettu taikka integroimisvélii ei ole rajoitettu kum-
massakaan padssa. Talloin integoimisvili jaetaan pienempiin osavéleihin, niin etti
jokaiselle osavilille tulee vain yksi epéoleellinen integraali. T&ll6in epéoleellinen

integraali suppenee vain jos kaikki raja-arvot ovat olemassa.

Huomautus. Mikili funktio F' on funktion f integraalifunktio ja pisteet © = a
ja x = b ovat funktion f integroinnin ongelmakohdat, niin maariatyn integraalin
ominaisuuksien perusteella
b
f(z)dz = lim f( Jdr + lim / f(x
a t1—at t to—b—

= lim F(t;) — F(c)+ F(c) — lim F(ty)

t1—at to—b—
t1—at to—b—

Tutkittaessa yleisti tapausta epéoleellisesta integraalista vilin jakopiste ¢ €]a, b

voidaan valita vapaasti, koska se ei tule vaikuttamaan tulokseen.

Koska joidenkin funktioiden integraalifunktion keksiminen on erittdin hankalaa,
suppenemistestejd tarvitaan, ettd epdoleellisten integraalien tarkastelut voidaan
palauttaa tuttuihin funktioihin. Kun tiedetdin, ettd epioleellinen integraali sup-

penee, voidaan sen arvo maéaritelld numeerisilla menetelmilla.
Majorantti- ja minoranttiperiaate. Olkoon f ja g integroitovia funktioita,
joille 0 < f(z) < g(x) aina, kun x > a.

Jos epdoleellinen integraali [ g(x)da suppenee, niin myds epioleellinen integraali

17
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[ f(z)dx suppenee ja

7]‘(%)0196 < 7g(fr)dx~

Jos epioleellinen integraali [ f(x)dx hajaantuu, niin myds epioleellinen integraa-

li [ g(x)dz hajaantuu.
Vastaava lause toisen tyypin epéoleellisille integraaleille on:

Majorantti- ja minoranttiperiaate. Olkoon f ja g jokaisella vililli [a,c],
a < ¢ < b, integroituvia funktioita, joille 0 < f(z) < g(x) aina, kun a <z <b

vastaavasti a < x < b).
b

Jos epdoleellinen integraali fg(x)dx suppenee, nitn mydos epdaoleellinen integraali

/bf(x)dff < /bg(w)d$~

Jos epioleellinen integraali [ f(x)dx hajaantuu, niin myds epioleellinen integraali

a

b
[ f(z)dz suppenee ja

a

b
[ g(z)dx hajaantuu.

Suoraan laskemalla saadaan seuraava tulos, josta saadaan suppenemistarkasteluja

varten minorantti- ja majoranttifunktioita.

Lause. Epdoleellinen integraali
[e.e]

1
—dzx
,IS

1

suppenee jos ja vain jos s > 1. Epdoleellinen integraali
1

1
—dx
a;-s

0

suppenee jos ja vain jos s < 1.
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Ensimmaisen tyypin integraaleille vertailuperiaate on:

Vertailuperiaate. Olkoon f ja g ovat positiwvisia jatkuvia funktioita jokaisella

valilld [a, x], missi a < . Jos

lim Lx) =c>0,
e (@)

niin integraalit [ f(z)dz ja [ g(x)dz joko suppenevat tai hajaantuvat kumpikin.

Vastaavalla tavalla lause voidaan muotoilla kun integroimisvélid ei ole alhaalta

rajoitettu.

Toisen tyypin integraaleille vertailuperiaate on:

Vertailuperiaate. Olkoon f ja g ovat positiwvisia jatkuvia funktioita jokaisella

valilld [a, x], missi a < x < b. Jos

lim ﬁ =c>0,
x—»b*gl’)

b b
niin integraalit [ f(z)dz ja [ g(x)dz joko suppenevat tai hajaantuvat kumpikin.

4.1 Itseinen suppeneminen

Edelld mainitut suppenemistestit tarkastelivat vain positiivisia funktioita. Nega-
tiivisten funktioiden epéoleellisia integraaleja voidaan tarkastella, kun sovelletaan
suppenemistesteja funktioon — f(x). Yleisessé tapauksessa epéoleellisen integraa-

lin suppeneminen voidaan todeta joissain tapauksissa tarkastelemmalla itseista

suppenemista.
Olkoon .
[t
a
mielivaltainen ep#oleellinen integraali (tdten voi olla my6s a = —oo ja/tai b = oo

). Sen sanotaan suppenevan itseisesti, mikéli epéoleellinen integraali

/blf(l‘)ldx
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suppenee.
Lause. Jos epaoleellinen integraali suppenee ilseisesti, niin se myos suppenee.

Lause ei pédde toiseen suuntaan. Esimerkiksi epdoleellinen integraali

o
sin z
dx
1 x

suppenee, mutta ei itseisesti. Téten epéoleellisen integraalin itseinen hajaantu-

minen ei anna suoraa tietoa normaalista suppenemisesta.
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