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Perustehtaviat
Tehtava 1. Muotoile matemaattiset vastineet seuraavien viitteiden negaatioille
(ts. vastakohdat).

1. Jono (a,) suppenee kohti lukua a.
2. Jono (a,) on kasvava.

3. Jono (a,) on rajoitettu.

Tehtava 2. Osoita tarkasti, ettd seuraavat jonot (ax) suppenevat

__ sink
1. ap = &

_ _k
2. ap = 555

Tehtava 3. Mairda seuraavien jonojen raja-arvot

k+1
L. k2+1
9 k=VAkZ+1
: 3k+2

3. VE(WE+2-VE-1)
Tehtava 4. Osoita, ettd jos jono suppenee, niin sen raja-arvo on yksikésitteinen.
Tehtava 5. Ovatko viitteet tosia?

1. Jos jono (a,) suppenee kohti lukua a, niin jono (|a,|) suppenee kohti lukua
|al.

2. Jos jono (]a,|) suppenee kohti lukua |a|, niin jono (a,) suppenee kohti lukua
a.

3. Jos jono (a,) suppenee ja jono (b,) hajaantuu, niin jono (a,+b,) hajaantuu.

4. Jos jonot (a,) ja (b,) hajaantuvat, niin jono (a, + b,) hajaantuu.

Tehtava 6. Osoita, ettd jokainen suppeneva jono on myos Cauchyn jono.

Tehtéva 7. Osoita, ettd seuraavat jonot (ax) ovat Cauchyn jonoja.
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Tehtava 8. Tiedetéin, ettd jonon (a,) alkiot toteuttavat ehdon

1
|1 — an| < o

Suppeneeko jono?
Tehtiva 9. Mitd voidaan sanoa jonon a, suppenemisesta, mikali
1. jokainen reaaliluku esiintyy jonossa korkeintaan dérellisen monta kertaa (voi

siis olla, etta luku ei esiinny jonossa ollenkaan)

2. tasmalleen yksi luku esiintyy jonossa darettéman monta kertaa ja muut

luvut korkeintaan aarellisen monta kertaa

3. useampi kuin yksi luku esiintyy jonossa darettomén monta kertaa

Tehtdva 10. (NeliGjuuren laskeminen rekursiivisesti) Olkoon = > 0 mieli-

valtainen ja méaritelldén rekursiivinen jono (a,). Olkoon a; > /x ja

X
an—1

2

(p—1 +
Ay =

jokaiselle n = 2, 3,4, ... Osoita, ettd jono suppenee ja klim ar = /.
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Vaativammat tehtavat

Tehtiva 11. Osoita, ettd jos lukujono ei ole ylhaélta rajoitettu, niin se hajaan-
tuu.
Tehtava 12. Osoita suoraan méiaritelmien perusteella.
1. Jos jono (a,) on Cauchyn jono, niin se on rajoitettu.
2. Jos Cauchyn jonolla (a,) on suppeneva osajono (ay, ), niin jono (a,) sup-
penee.

Mieti mité vield tarvitaan osoittamaan, ettd jokainen Cauchyn jono suppenee.

Tehtiva 13. Konstruoi jono, jolla on jokaista rationaalilukua ¢ € @ kohti ole-
massa osajono, jossa tidmé rationaalilukua ¢ esiintyy darettéméan monta kertaa.
Suppeneeko tdmén jonon jokainen osajono? Ota mielivaltainen suppeneva osajo-

no. Suppeneeko se vilttdmatta kohti rationaalilukua?
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Vinkkeja perustehtaviin

Tehtava 1. Lahde tarkoista méadritelmistd ja mieti mitd tarvitaan, ettd ehto

rikkoutuisi. Ole tarkka termien “jokaisella” ja “on olemassa” kanssa.

Tehtdva 2. 1. Kéyta arviota |sink| < 1 todistaaksesi, ettd jono suppenee
kohti lukua 0.
2. Osoita, ettd jono suppenee kohti lukua % Lavenna nimittdjit itseisarvojen

sisalld samannimisiksi ja sievennd.

Tehtava 3. 1. Supista korkeimman potenssin sisédltavilla termilld
2. Kiéyti apuna kaavaa (a — b)(a + b) = a® — b? nelidjuurten supistamiseksi.

3. Yrita hankkiutua nelijuurista eroon sopivalla sievennyksell.

Tehtava 4. Tee vastaoletus, ettd jonolla olisi kaksi erisuurta raja-arvoa ja kiyta

suppenemisen méairitelmai naihin.

Tehtava 5. 1. Mieti asiaa kolmioepayhtdloa kayttden
2. Koeta keksid vastaesimerkki viitteelle.
3. Mieti mita tapahtuu, jos viite ei olisi tosi.

4. Mieti sopivaa vastaesimerkkié, jossa termit kumoaisivat toisensa sopivasti.

Tehtévi 6. Lisdd ja vihennd lausekkeessa |a,, — a,,| sopiva luku ja kdytd kolmio-
epayhtaloa.
Tehtava 7. 1. Osoita suoraan méiritelméin nojalla tai osoita, ettd jono sup-
penee ja kiytd Cauchyn kriteeria.
k(k+1)

2. Kéyta tulosta 1 +2+ ...+ k = =5 ja edellistd kohtaa.

3. Yritd muodostaa sopiva geometrinen sarja.

Tehtavi 8. Osoita ehdon tayttiavin jonon olevan Cauchyn jono. Kehitd sopiva

geometrinen sarja.
Tehtava 9. Mieti yksinkertaisia esimerkkeja.

Tehtdvd 10. Osoita induktiivisesti, ettd a, > /x kaikilla n = 1,2,... ja jono

(@) on viheneva.
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Vinkkeja vaativampiin tehtaviin

Tehtava 11. Tee vastaoletus

Tehtava 12. 1. Valitse esimerkiksi e = 1 ja sitten maaraé jonolle sopiva yla-
raja.

2. Valitse ¢ > 0 mielivaltaiseksi. Nyt poimi sellainen suppenevan osajonon
termi, ettd se on sopivalla indeksilld korkeintaan etdisyydella § osajonon
raja-arvosta ja jonon hinnin termeistd. Sen jilkeen sovella vain kolmio-
epayhtalod.

Tehtava 13. Kiyta hyviksi esimerkiksi sité, ettd rationaalilukujen esitys § ei ole

vksikésitteinen. Apuna voi kiyttda myos tietoa, ettd positiivisen kokonaisluvun

esitys alkulukujen tulona on yksikésitteinen.
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Perustehtivien ratkaisut

Tehtava 1. 1. Pitéisi siis sanoa, ettd jono (a,) ei suppene kohti lukua a.

Silloin on olemassa sellainen € > 0, ettd jokaista lukua n. € Z, kohti on

olemassa sellainen luku n > n,, etti
la, —a| > €

2. Jono (a,) €i ole kasvava, kun on olemassa sellainen n € Z, ettd a,1 < a,.

3. Jono (a,) ei ole rajoitettu eli jokaista M > 0 kohti on olemassa jokin

sellainen n € Z., etti |a,| > M.

Tehtédva 2. 1. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska [sin k| < 1, niin jono néyt-

taisi suppenevan kohti lukua 0. Lisaksi

sink:_0< 1 _1<
2 =1kl TR

aina, kun

1
k> —.
€

Valitsemalla sellainen k. € Z, etta k. > % saadaan

sin k

k

—0| <e aina, kun k£ > k..

Siis lim =2k — (.
k—o0

2. Koska

k _2k—5—k+5_1_k—5
ok —5 ok — 5 N ok — 5’

niin valistunut arvaus raja-arvoksi on % Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt

k 1 | & k—3
2k—5 2| |2k—5 2k—5
5
_ 2
Pt
1 <
= — €.
sk+2
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Siis voidaan valita sellainen k. > % — g, missd k. € Z., jolloin ylla oleva

ehto pétee aina, kun k& > k..

Tehtava 3. 1. Kun k£ — oo, niin
k+1 45 0+0 _,
41 1445 140 7
2. Nyt
RS k2 —4k? — 1
3k + 2 (3k +2)(k 4+ v4k? + 1)
—3k? -1

3/<;2 + 3kV/ 4k2 —i— 2k + 2v/4k% +

3+3,/4+k2+ ,/,;iz +

1
3+3\/_ 1+2 3

kun £ — oc.
3. Sieventdmaélld huomataan, ettd
E+2—k+1
VE(VETZ-VE—1) = VEpt e L

VE+2+VE -1
3

VET2 | vk
vk vk

3
k k—
VTV
B 3
VIt E+4/1-1
3

— = -,
VI+0+/1-0 2

kun £ — oc.
Tehtava 4. Oletetaan, ettd jono (a,) suppenee. Merkitéin klim ap = aja klim ay =
—00 — 00
b. Tehdaan vastaoletus, ettd a # b. Suppenemisen méaéritelmén nojalla jokaista lu-

kua € > 0, erityisesti lukua € = ‘a bl , kohti on olemassa sellaiset luvut k., k, € Z,

7
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etta

lap —a| <€ aina, kun k > k,
ja

lap — b| < € aina, kun &k > k.

Valitaan ko = max{k,, ky}. Kolmioepiyhtidl6d soveltamalla saadaan, ettd kun

k > kg, niin
la—b] =]a—ar+ar—bl <la —al+|a — b <e+e=|a—1,

mikd on ristiriita. Vastaoletus a # b on siis vadra, joten a = b. Siis raja-arvon

taytyy olla yksikasitteinen.

Tehtava 5. 1. Koska lim a, = a, niin jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa

n—oo

sellainen luku n. € Z, ettéd
la, —al <€ aina, kun n > n..
Kolmioepayhtdlon perusteella
llan| = fal] < |an — a

joten viite patee selvisti.

2. Jono (|ay|), missi a,, = (—1)" suppenee selvisti kohti lukua 1, mutta jono
(a,,) hajaantuu.

3. Vdite on tosi. Tehdddn vastaoletus, ettd jono (a, + b,) suppenee ja olkoon

lim (a,, + b,) = . Olkoon liséksi lim a, = a. Talloin

n—oo

x —a = lim (a, +b,) — lim a,

n—oo n—oo

= lim (a, + b, — a,)

n—oo

= lim b,

n—oo

miké on ristiriita jonon (b,) hajaantumisen kanssa.

8
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4. Viite ei ole tosi aina, silld jos esimerkiksi a,, = n, niin jonot (a,) ja (—a,)
hajaantuvat, mutta jono (a, — a,) suppenee.
Tehtéva 6. Olkoon (a,) mielivaltainen suppeneva jono. Olkoon sen raja-arvo
luku a. Valitaan luku e > 0 mielivaltaiseksi. Nyt on olemassa sellainen ng € Z,
etta

|0Ln—a]<E

5 aina, kun n > ny.

Olkoon luvut n,m > ng mielivaltaisia. Nyt kolmioepéyhtéloa kiayttamélla saa-

daan, etti

€ €
\am—an|:]am—a+a—an\g]am—a|+]an—a\<§+§:e

Téten jokainen suppeneva jono on myos Cauchyn jono.

Tehtava 7. 1. Olkoon € > 0 ja n,p € Z, mielivaltaisia. Nyt

n+p+1 n+1
|antp — an| = -
n+p n
1 1
— |1+ N
n-—+p n
_n—n—-p
| n(n+p)
1
= P < ntp = —<e€
n(n+p) nn+p) n

aina, kun n > n, > %, missid ne € Z, ja p € Z,. Téten jono on Cauchyn
jono. Tietenkin toisena tapana olisi osoittaa jono suppenevaksi ja kiyttaéd

tulosta, ettd jokainen suppeneva jono on Cauchyn jono.

2. Koskal1+2+...+k= @ (todistus esimerkiksi induktiolla), niin

ap =

14244k k(k+1) k41 1E+1

k?

1k4+1

2k2 2k 2 k

Koska =*= on edellisen kohdan jono kerrottuna vakiolla, niin se myos on

2k
Cauchyn jono.
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3. Olkoon € > 0 ja n,p € Z, mielivaltaisia. Nyt

1 1 1
) a2 T )

|an+p — an| =

1 1 1 1
 (n+1)! (n+2+(n+2)(n+3)+"'+(n+2)(n+3)---(n+p))

1 1 1 1
< e
SNCESY] (n+1+(n+1)2+ +(n—i—1)p>’

koska — > -1 > > -1 Sulkeisiin saatiin siis muodostettua geomet-
n+1 n-+2 n-+p
rinen sarja. Geometrisen sarjan summan perusteella

1

L B )1
|an-‘r10_an|S ' 1
- 1 1
) 1
1 1 <1<
P — —_ j— €
m+1)!—=n! nln+1-1) nln " n

aina, kun n > n, > %, missi ne € Z, ja p € Z,. Taten jono on Cauchyn

jono ja se suppenee. Erds tapa méaritella luku e on antaa se raja-arvona

~ 1
e=lm > g
k=0
Jono suppenee, joten méaarittely on mielekés.

Tehtiva 8. Osoitetaan, etti jono (a,) on Cauchyn jono. Olkoon n,p € Z,

mielivaltaisia. Nyt kolmioepayhtaldlld saadaan, etté

|@ntp = @n| = |Antp — Qnp—1 + Qnip-1 — Gnip—2 + Anip1 — - + A1 — Gy

< |an+p - an+p—1| + |an+p—1 - an+p—2’ +o+ |an+1 - an|
1

1 1
< n+p—1 + on+p—2 +.. 2_n

_1 1 1 1
_2_n F—FF—F...—F .

10
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Geometrisen summan kaavan perusteella siis

kun n — oo. Téten jono (a,) on Cauchyn jono ja se suppenee Cauchyn kriteerin

nojalla.

Tehtdva 9. 1. Jono voi supeta tai hajaantua. Jono (ax), missd ay = %, sup-
penee ja luku voi esiintya jonossa korkeintaan kerran. Toisaalta, jos ax = k,
niin jono hajaantuu ja luku voi esiintya jonossa korkeintaan yhdesti.

2. Jono voi supeta tai hajaantua. Lukujono (ay) suppenee kohti lukua 0 jos

esimerkiksi

kun k parillinen

=

Q. =
0 kun £ pariton,

mutta hajaantuu, mikili

kun k parillinen

=

1 kun k pariton.

3. Jonon tdytyy hajaantua. Jos erisuuret luvut a ja b esiintyvit jonossa (a,)
adrettomin monta kertaa, niin voidaan valita kaksi osajonoa, joista toisessa
esiintyy vain luku a ja toisessa luku b. Koska a # b, niin jono ei voi supeta,
silld jos se suppenisi kohti lukua z, niin x = a = b, mika olisi ristiriita.

Tehtéiva 10. Koska z > 0, niin myds a; > y/r > 0. Induktion avulla saadaan,

ettad kaikki luvut

M n=234 ...
2

Ay =

ovat positiivisia, koska kaavassa summataan vain positiivisia termeja.

11



Jonotehtévit, 10/9/2005, sivu 12 / 15

Osoitetaan, ettd luku /x rajoittaa jonoa alhaaltapédin. Jos a, 1 >/, niin la-

ventamalla ja muodostamalla nelit saadaan

Va?
Ap—1 + p - 2\/5
ap — \/E = —

2
_ a_, — 24, 1T + T
2an—1
_ 2
2an—1 -

Eli a, > v/z. Osoitetaan jono viheneviksi tarkastelemalla erotusta

2 2 2
A1 + _ 2an—1 TGy

Ap — Qp—1 = < Oa

2an71 Zanfl 20%71

koska a? > w. Siis a,, < a,_; kaikilla n € Z,, joten jono on vihenevi. Jono siis

suppenee, joten on olemassa sellainen luku a > /x, etté

lim a, = lim a,_1 = a.
n—oo

n—oo

Taten

I 1 I n T 1 ( N :z:)
a= lima, ==\ lim a,_ — | ==(a+—).
n—oo 2 \ n—oo " lim Ap—1 2 a

n—oo

Koska a > /x > 0, niin

ja siten a = /.

Tehtavan rekursiivinen jono antaa siis algoritmin, jolla voi arvioida neligjuuren

arvoa.

12
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Vaativampien tehtévien ratkaisut

Tehtavai 11. Osoitetaan ensiksi, ettd jokainen suppeneva jono on ylhaalta rajoi-

tettu. Olkoon € =1 ja lim a, = a. Siis on olemassa sellainen luku n,, ettd

n—oo
la, —al <1 aina, kun n > n..
Valitaan M; = max{|a,||n < n.}. Valinta voidaan tehdi, koska luku n. on

ddrellinen. Asetetaan vield, ettd M = max{M, |a| + 1}. Nyt |a,| < M kaikilla

n € 7. Siis lukujono (a,) on rajoitettu.

Olkoon nyt lukujono (a,) nyt ylh&éltd rajoittamaton. Jos se suppenisi, niin edel-
lisen perusteella se olisi myos ylhdiltd rajoitettu, mikd on ristiriita. Siis ylh&alta

rajoittamaton lukujono hajaantuu valttdmatta.

Tehtava 12. 1. Olkoon € = 1. Oletuksen perusteella on olemassa sellainen

ne € 7y, etta
la, —ap| <1 aina, kun n,m > n,

Valitsemalla M = max{1+|a,,

) |CL1| ) ’a'2| P |ane—1|} Saadaanv etta |an| S
M kaikilla n € 7. Siis jono (a,) on rajoitettu.
2. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Oletuksien perusteella on olemassa sellaiset

luvut n, ja ke, etté

€ :
lan, —a,| < 3 aina, kun n,p > n,
ja
€ .
la,, —al < 3 aina, kun n; > k.,

missé a on osajonon (ay,, ) raja-arvo. Valitaan luku n; siten, etti [ > max{n,, k.}.
Koska (a,, ) oli osajono, niin nyt n; > k. ja n; > n.. Kolmioepéyht&loa kéyt-
tamalla saadaan, ettd jos n > n., niin

€

2

€
]an—a\:\an—am+am—a\g\an—an,ll+]am—a\<§+ =€

13
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Siten jono (a,) suppenee kohti lukua a.

Cauchyn kriteerin todistamiseen tarvitaan vield niin sanottua Bolzano-Weierstrassin
lausetta. Sen seuraksena saadaan, ettd jokaisella rajoitetulla jonolla on suppene-
va osajono. Koska Cauchyn jono on rajoitettu, niin silla on suppeneva osajono ja

siten jono itsekin suppenee.

Tehtava 13. Kéaytetddn apuna sitd, ettd alkulukuja on direton méadra ja ettd
jokainen luku voidaan esittdd yksikésitteisesti alkulukujen tulona. Esimerkkini

vaadittavasta jonosta kiy

%, kun k = 237 ja i,j € Z,
ay = —%, kun k = 577 jai,j € 7
0, muutoin.

T#ll6in ensimméinen nollasta eroava termi tulee olemaan ag = 1, koska 6 = 2.3,
Ensimméinen negatiivinen termi on ass = —1, koska 35 = 5! - 7. Koska luvut
2,3,5 ja 7 ovat alkulukuja, niin jono on hyvin méaritelty, silld 237 # 5°7* kaikilla
1,7,8,t € Z,. Lisdksi jos i, € Z, niin

i

Ay = — = Qpy
J

jos ja vain jos k; = 2P1'3P17 ja ky = 2P213P2J
joillekin luvuille py,py € Z. Vastaava pitee myds jonon negatiivisille termeille.

Olkoon ¢ € @\ {0} mielivaltainen nollasta eroava rationaaliluku. Tall6in ¢ = %
tai g = —%, missi ¢, j € Z,. Esitys ei ole yksikésitteinen, silld esimerkiksi % = %.
[tseasiassa muotoja on ddrettoman monta, silld ? = ;’—; kaikilla p € Z,. Lukua ¢
kohti suppeneva osajono saadaan valitsemalla jonosta ne luvut ay, missi k = 2¢3/
kun ¢ > 0 tai k = 577 kun ¢ < 0. Tdmé osajono on todellakin mahdollista valita,
koska muotoja ¢ = j:g—; on ddrettoman monta. Esimerkiksi rationaalilukua % kohti
suppeneva osajono saadaan valitsemalla termit ay, missi k = 2P3% ja p € Z.

Tillgin k = 18,324, 5832, . . ..

14
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Lukua 0 kohti suppeneva osajono saadaan helposti vaikkapa valitsemalla termit

aj, missd k= 2P jap € Z.
Koska niissd esimerkeiksi poimituissa osajonoissa esiintyy vain yksi luku, niin

niiden tdytyy myos supeta kohti tdta lukua.

Kaikki osajonot eivit suppene, koska jonoa ei ole rajoitettu. Esimerkiksi jono

1,2,3,... on eras osajono, mutta se ei suppene.

Osajonoissa on myos sellaisia, jotka suppenevat kohti irrationaalilukuja. Koska
jokainen rationaaliluku esiintyy alkuperéisessé jonossa ja jokaiselta reaalilukuvé-
lilta 16ytyy myo6s rationaaliluku, niin sopivalla termien valinnalla saadaan mieli-

valtaista irrationaalilukua kohti suppeneva osajono.
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