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Perustehtavat

Tehtava 1. Sievenni

2—51
L. —142¢

2. (\/§ _ Z-\/§>150
Tehtidva 2. Olkoon P mielivaltainen reaalikertoiminen polynomi. Osoita, ettd

jos luku z € C toteuttaa ehdon P(z) = 0, niin P(Z) = 0.

Tehtava 3. Ratkaise yhtalot

1. 22 = -2

2. 23 =1—1

3. 22 —1=—2iz
Miksi viimeiselld yhtalolla on vain yksi ratkaisu z € C. Miksi Z ei ole ratkaisu
(vertaa tehtévi 2).

Tehtavi 4. Johda DeMoivren kaavan perusteella kosinin ja sinin neljinkertaisten

kulmien kaavat.
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Vaativammat tehtavat

Tehtava 5. Osoita oikeaksi DeMoivren kaava
(cos@ +isinf)" = cos(nh) + isin(nh)

kaikille n € Z, ja 6 € R. Entd piateekd viite jos n =0 tain € Z_7

Tehtava 6. Osoita sarjakehitelmien avulla, etta
cosf +isinfh = e?,

kun 6 € R.
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Vinkit perustehtaviin

Tehtava 1. 1. Lavenna nimittdjan liittoluvulla.

2. Kaytd DeMoivren kaavaa.

Tehtéva 2. Tutki polynomia P(z) ja pyri muokkaamaan se polynomiksi P(Z).

Tehtavi 3. Muunna luvut polaariseen muotoon ja kidytd deMoivren kaavaa. Ole

tarkkana trionometristen funktioiden jaksollisuuden kanssa.

Tehtdvi 4. Kirjoita (cos 6 + isin 0)* kahteen eri muotoon DeMoivren kaavan ja

suoran potenssiin korottamisen avulla.
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Vinkit vaativampiin tehtaviin

Tehtava 5. Kaytd induktiota ja trigonometrisid summakaavoja.

Tehtiva 6. Tarkastele funktioiden cos x ja sin x sarjakehitelmié ja yhdista cos 0+

1 sin @ yhdeksi sarjaksi.
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Perustehtavien ratkaisut

Tehtava 1. 1. Lavennetaan nimittdjan konjugaatilla ja sievennetadn tdten
imaginaariset osat pois nimittajasta.

2—5i  (2-5i)(—1—20)
—1+2  (=1+2i)(=1—2d)

_ —2—4i+5i—10
T (12— (2

1244 12
“T1r4 355

2. Muunnetaan luku v/2 — iv/2 = 2(‘/75 — z‘/TE) polaariseen muotoon ja kiyte-
taan DeMoivren kaavaa. YksikkOympyrdad tai muistikolmioita kiyttdmalla

saadaan, ettd jos

cos = \/75

sinff = —‘/75

ja 0 € 0,2, niin @ = 7. Siis Y2 —i¥2 = cos 7™ 4 4sin 7. Nyt DeMoivren
kaavaa soveltamalla saadaan, etta

7 7
(V2 — iv/2)'60 = (2(cos f +isin I”))150

150 - 77 . . 150 - 7w
S i sin

— 2150
(e )

— 9150 T, T
(cos2 —l—zsm2),

koska 12970 = (262 + $)m = % 4 131 - 2. Siis

(V2 —iv/2)1%° = 21%0(cos g + isin g) = 2199

Tehtivii 2. Oletuksen perusteella P(z) = 0. Titen P(z) = 0 = 0. Siis riittda

todistaa, ettd P(z) = P(z). Olkoon polynomi P muotoa P(z) = a,z"+a, 12" '+
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...a1Z + ag, missi a,, # 0 ja a; € R kaikilla = 0,1, ...n Talloin

P(z) =apz"+ an_ 12" 1+ ...a12 + ag
=ap 2"+ an 12" 1+ .t az+a
="+ a,_ 12"+ iz +a

= P(2),

josta viite seuraa.

Tehtdvd 3. 1. Koska —2 = 2(cos 7 + isin ), niin ratkaistavana on yht&lo

(r(cos @ + isinf))?* = 2(cos w + i sin )

eli

72(cos 20 + isin 20) = 2(cos T + i sin ).

Siis 72 = 2, eli » = v/2, kun huomioidaan rajoitus > 0. Lisiiksi 20 = 7w +
n2m eli 0 = 5 + nm, missd n € Z trinometristen funktioiden jaksollisuuden
takia. Ratkaisut ovat téten muotoa z, = v/2(cos(% + nr) + isin(Z + nr)).
Jaksollisuuden perustella erisuuria ratkaisuja on vain kaksi

zozx/i(cosg—i-ising) =V2(0+14) =iV2

ja
2 = \/E(cos(g +7) + isin(g + 7)) =20 —i) = —iv2.

2. Esimerkiksi yksikkympyristi katsomalla huomataan, ettid 1—i = v/2(cos %”—F

T

7). Téten ratkaisu saadaan yht&losta

7 8in

73(cos 30 + isin 30) = \/5((:05 %T + i sin %T)



Kompleksitehtévit, 10/9/2005, sivu 7 / 10

Siis r = v/2jaf = %—1—71%71 Kolmannen asteen yhtélolld on kolme erisuurta

ratkaisua ja nyt ne ovat

. 7 7
Zp = \O/ﬁ(cos—ﬂ—i-isin—ﬂ)

12 12
) )
2= V2 (COSZ7T —i—z’sinf)
23 23
29 = /2 (0032—; +z'sin2—27T> .

3. Yhtild 2242iz—1 = 0 on binomin neliéni muotoa (z+1)? = 22+2iz+i% = 0.
Siis z = —i on ainoa ratkaisu, joka on tosin kaksinkertainen nollakohta.
Luku ¢ ei ole erds ratkaisu automaattisesti luvun —¢ konjugaattina, koska

polynomi z? + 2iz — 1 ei ole reaalikertoiminen.

Tehtéivi 4. De Moivren kaavan perusteella cos46 + isin46 = (cos@ + isin )%,

Lisdksi suoraan laskemalla saadaan, etta

(cos@ + isinf)* = cos* 6 + 4i cos® §sin @ — 6 cos® f sin® —4i cos 0 sin®  + sin* 6

= (cos® § + sin* @ — 6 cos® sin” ) + i4(cos® O sin § — cos § sin® 6).

Koska cosf,sinf € R ja kompleksiluvut ovat yhtdsuuria jos ja vain jos niiden

reaali- ja imaginaariosat ovat yhtdsuuria, niin

cos 4 = cos* 6 + sin* 6 — 6 cos® sin? @

ja

sin 460 = 4(cos® @ sin § — cos fsin® 6).
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Vaativampien tehtivien ratkaisut

Tehtava 5. Olkoon € € R mielivaltainen. Tehdaan todistus induktiolla. Perusas-

kel n = 1 on selvisti tosi. Tehddan induktio-oletus, ettd viite on tosi kun n = k.

Todistetaan nyt induktioviite
(cos O +isin0)"' = cos((k + 1)) + isin((k + 1)6).
Nyt induktio-oletuksen perusteella

(cos @ +isin )" = (cos @ + isin §)" (cos § + i sin 0)
= (cos k@ + isin kf) (cos 0 + isin6)
= cos(kf) cos 0 + isin(kf) cos 0 + i cos(kf) sin @ — sin(k0) sin 6
= (cos(kf) cos O — sin(k@) sin @) + i (sin(k0) cos O + cos(kf) sin 0)

Trigonometristen summakaavoista saadaan, etta

cos((k + 1)0) = cos(kf + 0) = cos(kf) cos 6§ — sin(k0) sin
ja

sin((k + 1)0) = sin(k@ + 0) = sin(k0) cos 6 + cos(k6) sin 0,

mistéd induktioviite seuraa. Téaten induktioperiaatteen nojalla DeMoivren kaava

péitee kaikille n € Z,..

Kun n = 0, niin
1 = (cos® +isind)” = cos0 + isin0,

joten viite on my6s voimassa.
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Oletetaan, ettd n = —m, missd m € Z,. Talloin

(cosf + isinf)" = (cosf +isinf) "
1
(cosf +isinfh)™
1

cosm@ + isinmb

Lavennetaan osoittajaa ja nimittdjia termilld cos mé — i sinm#, jolloin

1 cosm@ — isinmb

cosmf +isinmf  cos?mb — (—isinmb)?
cosmf — ¢ sinmb

cos? mb + sin? mé

= cosmb — isinmb.

Koska kosinifunktio on parillinen ja sinifunktio pariton, niin cosmf = cos(—md)

ja —isinm@ = isin(—m#). Téten
(cos® +isinf)" = cos(—mb) + sin(—mb) = cosnb + isinnf

aina, kunn € Z_.

Tehtéva 6. Olkoon 6 € R mielivaltainen. Koska

= 62 62 o
cos@zg(—l)szl—g%—ﬂ—...
ja
o0 g2k+1 ER:
sin@zkz:;(—l)kmzﬁ—g+ﬁo—...,
niin
o0 2k & L O

cosf +isinf = Z(—l)k

k=0

25! “;H) T
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Sijoitetaan tdhan

2'216 — (_1>k ja Z'Qk-‘rl — (_1)]62
ja saadaan
= 2k - k+1 U o
cos@—l—zsmH—Zz Z 2k—i—
o (29>2k+1
- 2k)' o 2k + )1
k=0 ’ k=0 )

Vasemman puolisessa summauksessa eksponentti ja jakajan kertoma saavat paril-
lisia arvoja ja oikean puolisessa vastaavasti parittomia. Yhdistetdin summaukset
yvhden summauksen alle, joka onkin haluttu sarjakehitelmé

o

cosf +isinf =

Tarkkaan todistukseen pitéisi tarkastella liséksi sarjojen suppenemista ja onko

sallittua yhdistidi sarjat yhdeksi sarjaksi.
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