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1  Kompleksiluvut

Lukualueiden laajennuksia voi lahestyd polynomiyhtéaldiden ratkaisemisen kautta.
Yhtélon x+1 = 0 ratkaisemiseksi tarvitaan negatiivisia lukuja. Téten luonnolliset
luvut N on luontevaa laajentaa kokonaisluvuiksi Z. Kertolaskun yhteydessi ra-
tionaaliluvut @ osoittautuvat hyodylliseksi, kuten yhtédlostd 22 = 1 huomataan.
Siirrettédessi toisen asteen yhtéloihin rationaaliluvut eivit enédd riitd, vaan lukua-
luetta tiytyy laajentaa, jotta esimerkiksi yhtilo 22 = 2 voitaisiin ratkaista. Niin
padstdin reaalilukuihin R. Kuitenkaan kaikki reaalikertoimiset polynomiyhtalot

eivit ole vieldkddn ratkeavia reaalilukujen joukossa, kuten yhtalo
2 +1=0
osoittaa. Avuksi tarvitaan vield kompleksiluvut.

Kompleksiluvut osoittautuvat tietylla tavalla tdydellisimmiksi kuin reaaliluvut,
silld 1800-luvulla todistettiin, etté jokaisella kompleksikertoimisella vihintédan en-
simmaisen asteen polynomilla on ainakin yksi kompleksinen nollakohta. Témé on

yhdenpitdva algebran peruslauseen kanssa.

Algebran peruslause. Jokaisella kompleksikertoimisella polynomaiyhtdlolld, jon-

ka aste on n > 1, on n kappaletta kompleksisia nollakohtia.

Vaikka kompleksiluvut voivat tuntua keinotekoisilta verrattuna vaikkapa reaalilu-
kuihin, niin ne ovat silti hyvin tarpeellisia. Monien luonnonilmididen, esimerkiksi
vaimenevan vardhtelyliikkeen, matemaattinen késitteleminen vaatii kompleksilu-

kuja.

Kompleksilukujen kunta maéritellaan tdsmaillisemmin lukuteoriassa, mutta nyt

maaritelmaksi riittdd, ettd kompleksiluvut z ovat muotoa
z=x+1y
olevia lukuja, missi 2,y € R ja i = —1. Kompleksilukujen joukko on siis
(D:{:B—I—iy | x,yG]Rjaizz—l}.
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Kompeksiluku z = = + iy koostuu siis reaaliosasta Re z = x € R ja imaginaa-
riosasta Im z = y € R. Kompleksiluvut z; ja zo ovat yhtidsuuret, mikali niiden

reaali- ja imaginaariosat ovat yhtasuuret eli
21 = Zo jos ja vain jos Re z1 = Re 2z ja Im 2z; = Im 2.

Téaten z = 0 jos ja vain jos Re z = Im z = 0.

Siispd R C C silld mielivaltainen kompleksiluku z = x + iy kuuluu reaalilukujen

joukkoon R jos ja vain jos imaginaariosa y = 0.

1.1 Kompleksilukujen laskutoimitukset

Olkoon z; = x1 + iy ja 2o = x9 + 1Yo mielivaltaisia kompleksilukuja. Kompleksi-

lukujen yhteenlasku suoritetaan laskemalla reaali- ja imaginaariosat yhteen. Siis
21+ 2 = 1+ iyy + T2 +iye = (71 + 22) + (Y1 + Y2)-

Kertolasku suoritetaan kuin minké tahansa binomin kertolasku huomioiden, etta

i? = —1. Téten

2129 = (@1 + 1y1) (T2 + 1Y) = 2122 — Y1Y2 + 1(T1Y2 + y122).

Kompeksiluvun z = x + 7y konjugaatti on taas Z = x — iy. Konjugaatti saadaan
siis, kun vaihdetaan imaginaariosan etumerkki. Téten kompleksiluku z € R jos

ja vain jos z = z. Kertomalla luku konjugaatillaan saadaan, etta

2z = (zv +iy)(z — iy) = 2 + ¢°.

Kompleksiluvun z = x + iy moduli eli pituus on

lz| = Va2 +y? = V2Z.
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Jakolasku kompleksiluvulla z = = + iy # 0 méiritellddn tavalliseen tapaan lu-
vun kidnteisluvulla 2! kertomisella. Kiénteisluku % voidaan laskea laventamalla
konjugaatilla z

]

o 2y

Yleensd kompleksisien murtolausekkeiden sieventdminen kannattaa aloittaa la-
ventamalla nimittdjad konjugaatilla, silld niin saadaan eliminoitua imaginaério-

sat pois nimittajasta.
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2 Kompleksitaso ja napakoordinaatit

Kompleksitasoksi ymmaérretdin taso R?, jonka pisteille (z1,y1) ja (22, y2) madri-

telladn yhteenlasku
(@1, 1) + (@2, 92) = (21 + 22,51 + 12),
reaaliluvulla @ € R kertominen
a(x1,y1) = (az1, ay)
ja pisteiden vélinen kertolasku
(21, 91) (T2, y2) = (2172 — Y1y, T1Y2 + Tap).

Nimitys kompleksitaso tulee mielekkaéksi, kun mielivaltaista kompleksilukua z =
x + iy madritetddn vastaamaan kompleksitason pistettd (z,y). Télloin saadaan

seuraavat vastaavuudet:

o piste (0, 1) vastaa imaginaariyksikkoa i

° pisteen (z,y) etiisyys origosta on sama kuin kompleksiluvun = + iy moduli
o= V2T

° kompleksiluvun z konjugaatti zZ on peilaus y-akselin suhteen.

Kompeksiluvuille voidaan méaritelld nyt myos kolmaskin esitysmuoto napakoor-
dinaattien avulla. Olkoon z # 0 mielivaltainen kompleksiluku. T&lloin sen etéi-
syys origosta on |z| > 0 ja olkoon 0 < 6 < 27 kompleksiluvun suuntavektorin ja
positiivisen z-akselin vilinen kulma radiaaneissa. Télloin jos z = x + 1y, niin

r = |z|cosd

y = |z|sinf

ja kompleksiluvulle saadaan polaarinen esitys

z = |z| (cos O + isin0).
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Yleensi kiytetddn kompleksiluvun moduulille lyhennysmerkintdé r = |z|. Polaa-
riesitys on yksikésitteinen, mutta jos yksikésitteisyydesta luovutaan, niin vaihe-
kulma voi saada arvoja my6s vilin [0, 27[ ulkopuolelta. T&ll6in myos luku z = 0
voidaan esittdi helposti napakoordinaattien avulla. Talloin kaksi nollasta eroavaa
kompleksilukua z; = ri(cos 6 +isin ;) ja zo = ro(cos Oy +isin fy) ovat yhtasuuret

jos ja vain jos
rn =T ja 91:92—1—7127?,

missa n € Z.

Eteenkin laskettaessa kompleksilukujen kertolaskua polaarinen muoto on var-
sin néppdari, silld trigonometrisid kaavoja soveltamalla saadaan, ettid jos z; =

r1(cos by +isinfy) ja zo = ro(cosfy + isinby), niin
2129 = 11r2(cos(0y + 63) + isin(0; + 03))
ja jos r9 # 0, niin
21 ™

= —(cos(#y — Oy) +isin(f; — 6,)).

zZ9 &)

Induktiolla saadaan todistettua seuraava hyddyllinen tulos.

De Moivren kaava. Kaikille kompleksiluvuille z = r(cos 0 + isin ) pdtee, ettd
2" = r"(cos(nf) + isin(nh))

kaikilla n € Z.
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3  Kompleksisista funktioista

Polynomifunktioiden méadrittdmiseksi kompleksiluvuille riittai vain laajentaa méaa-
rittelyjoukko kompleksilukujen joukoksi C. Mutta esimerkiksi trigonometristen
funktioiden méaaritteleminen kompleksiluvuille on ongelma, koska miki on kul-
ma, jonka asteluku on imagindérinen? Tdhin apuun otetaan funktioiden sarjake-

hitelmat.

Koska esimerkiksi

1. ez:Z%:1+x+§+%3+...kaikillaxeﬂ%
k=0

. s m2k+1 13 xS I
2. sinx = kz_o(—l)k(gk—ﬂ)! =r— %+t — - kaikillar € R
3. cosz = ;;)(_l)kég’ =1-2 2 Laikillaz € R
niin esimerkiksi funktio e méaaritellain
ok 2 3
:_\N "% _ ZLE
e _Zk! =1tz T+

e
i

0

kaikille z € C. Tama maéaritelméd on mielekés, silla sarja tulee suppenemaan.
Tamén todistaminen jatetddn kompleksianalyysin kurssille. Vastaavalla tavalla
voidaan médritelld mielekds kompleksinen laajennus muillekin funktioille, joilla
voidaan johtaa reaalinen sarjakehitelméa. Tarkastellaan kuitenkin tarkemmin vain

eksponenttifunktiota.

Sarjakehitelmien ominaisuuksia tutkimalla voidaan osoittaa, ettd kompleksinen

eksponenttifunktio tulee siilyttaméin tuttuja laskusdintdjé, kuten esimerkiksi

z1+22 21 422

e = e e

kaikilla z1, z9 € C.
Sarjakehitelmien avulla saadaan johdettu myos yhteys, ettéd jos # € R, niin

e = cosf + isiné.
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Téaten kompleksiluvun z, jonka vaihekulma on 6, polaarinen esitys voidaan kir-

joittaa muodossa

z=|2| (cos@ + isinf) = |z|e”.

Kayttamalla edellistd kaavaa saadaan johdettua tunnettu yhtalo
™ —1=0,

joka yhdistdd monta tdrkedd matemaattista vakiota.



