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1 Matemaattista ja historiallista taustaa

Tamén kappaleen historiallinen tausta perustuu lahteisiin [1] ja [3].

Maaritelma 1. Funktio f: R +— R on jatkuva pisteessd xo € R, mikdli

lim f(z) = f(xo).

r—x0
Maéaritelma 2. Funktio f : R — R on deriwoituva pisteessi xo € R, mikdili
raja-arvo

f'(0) = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h

on ddrellisend olemassa. Tdlldin f'(xo) on funktion [ derivaatta pisteessd xy.
On helppoa huomata, etta funktion derivoituvuudesta seuraa funktion jatkuvuus.

Lause 1. Jos funktio f : R — R on deriwoituva pisteessi ro € R, niin se on

jatkuva pisteessd xg.

Todistus. Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva pisteessi xy € R. Téten

f(zo 4+ h) — f(xo)
h

f'(z0) = lim €ER

h—0

on ddrellisend olemassa. Nyt

f(zo+h) — f(x0o)
h

flzo+h)— f(zo) = h— f(x)-0=0

kun h — 0. Valitsemalla x = zo + h saadaan

lim f(x) — f(z0) = 0

T—T0

josta viite seuraa. O

Kuitenkaan painvastainen ei pida paikkaansa, kuten seuraava esimerkki nayttaa.

Lause 2. Funktio f : R — R, f(z) = |z| on jatkuva, muttei derivoituva, pisteessd

x = 0.



Todistus. Funktion f jatkuvuus pisteessd = 0 on selvd. Derivoitumisen tut-

kimiseksi tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja pisteessi x = 0. Kun h — 07,

niin

O+h[ =0l _~h _

h R
Toisaalta
|0+ h| — 0] —ﬁ—l
h h

kun A — 0F. Téten raja-arvoa ei ole olemassa, joten f ei ole derivoituva pisteessi
xz=0. [

Tasta huolimatta on luontevaa ajatella, ettd jatkuvalla funktiolla téytyi olla yksi
tai useampia pisteité, joissa se on derivoituva. Tama olikin yleinen uskomus ma-
temaatikkopiireissa aina 1800-luvun loppupuolelle asti. Osasyyné tdhén oli liialli-
nen luottamus fysikaaliseen intuitioon ja méaéritelmien epétdsméllisyys. Funktiot
tulkittiin fysikaalisten suureiden kuvaajiksi. Téten niissi saattoi olla teravia kéir-
kid tai epajatkuvuuskohtia, mutta uskottiin, ettd naistd huolimatta aina pystyi
16ytadméaan jatkuvasta funktiosta sen verran sdannollisyytta, ettd sen joillekin pis-
teille pystyi laskemaan tangentin. Ainakin ranskalainen matemaatikko ja fyysikko
Andre-Marie Ampere yritti muotoilla teoreettisia perusteluita jatkuvan funktion

derivaatan olemassaololle suurimassa osasta reaalipisteisté.

Ensimmaéisen tunnetun esimerkin télldisestd patologisesta funktiosta, joka kiyt-
tdytyl vastoin matemaatikojen yleista luuloa, esitti vuoden 1830 tienoilla tsekki
Bernard Bolzano. Téméa geometrisesti konstruoitu funktio oli jatkuva suljetulla
valilla, mutta se ei ollut derivoituva yhdessdkdan pisteessi. Valitettavasti Bolza-
non esimerkki unohtui ja se julkaistiin vasta satakunta vuotta mychemmin. Sama
kohtalo oli Charles Cellerierin esimerkkifunktiolla. Vuoden 1860 tienoilla Cellerier
todisti, ettd funktio

C(z) = Z % sin(a”z)



on jatkuva, mutta ei derivoituva, kun a > 1000 on parillinen kokonaisluku. Té&-
ma tulos hautautui ja se julkistettiin vasta Cellerierin kuoleman jilkeen vuonna
1890. Tata ennen, vuonna 1872, saksalainen Karl Weierstrassin oli ehtinyt esitel-
14 ensimmadisend julkaistun esimerkin kaikkialla jatkuvasta derivoitumattomasta

funktiosta. Kyseinen funktio kantaa Weierstrassin nimeé ja on

W(x) = Z a® cos(bFrz)

k=0

missd 0 < a < 1, b on pariton kokonaisluku ja ab > 1 + 37“

Yhdessé samoihin aikoihin 16ydettyjen epéeuklidisten geometrioiden ja joukko-
opillisia paradoksien kanssa ndmi patologiset funktiot osoittivat, ettd liiallinen
luottamus "maalaisjarkeen” ja intuitioon on pettavia matematiikkassa. Tama joh-
ti siten matemaattisen logiikan syntymiseen ja eri matematiikan alojen aksioma-
tisointiin. Itseasiassa on osoitettu, ettd kaikkien jatkuvien funktioiden joukossa
funktiot, jotka ovat derivoituvia kaikkialla, ovat erdissd mielessd harvemmassa
verrattuna jatkuviin muttei missddn derivoituviin funktioihin. Vaikka molem-
missa joukoissa on ddrettoman monta alkiota, niin derivoitumattomat funktiot
muodostavat samalla tavalla tiheimmén joukon kuin irrationaalilukujen joukko

verrattuna rationaalilukujen joukkoon.



2  McCarthyn esimerkki

Vuonna 1953 John McCarthy julkaisi téssi esitettdvin esimerkin kaikkialla jat-
kuvasta, muttei missiddn derivoituvasta funktiosta |2]. Esimerkkini se on hyvi,
koska sen todistus on muihin patologisten funktioiden todistuksiin verrattuna
varsin yksinkertainen eikd vaadi analyysin peruskursseilla esitettivii laajempaa
tietamysta.
Madritelladn funktio g : [—2,2[— [—1, 1] seuraavasti

1+2, ,kun —2<2x<0
9(x) =

l—z, ,kun0<x<?2.
Olkoon apufunktio g : R + [—1, 1] funktion § 4-periodinen laajennus eli

g(xo +4p) = §(x) aina, kun —2 <z <2jape€Z.

Téllsin apufunktio g on jatkuva ja se on jaksollinen, silld g(z 4+ 4) = g(x) kaikilla
x € R. "Sahanterd™funktiona se ei tule olemaan derivoituva pisteissd x = 2p,

missa p € Z.

-0.51

Kuva 1. Apufunktio g
Kéyttamalla edellisida merkint6ja McCarthyn funktio M méaritelldan funktiosar-
jana

M(x) = Z Q%g <2Qkx> :

k=1

[e.e]



Koska 22° kasvaa hyvin nopeasti, apufunktion g <22kx> derivoitumattomat kir-
kipisteet kertyvat yhéd tiheampéddn. Niinpd kaikkien pisteiden x € R jokaisesta
ymparistosta 10ytyy piste, jossa McCarthyn funktio M ei ole derivoituva. Ohessa

kaksi approksimaatiota funktiolle pienilld summien arvoilla.

2 5 3
Kuva 2. Y g(2% z) Kuva 3. ) g(2% z)
k=1 k=1

Funktion M jatkuvuuden osoittamiseen voidaan kiyttda seuraavia kahta kurssin

Analyysi I lausetta, jotka esitetdfin ilman todistuksia.

Lause 3. (Weierstrassin M-testi) Jos sarja > ay suppenee ja
k=1

|[fe(2)] < ax
o
aina, kun x € D ja k € Z,, niin funktiosarja > fr(x) suppenee tasaisesti jou-
k=1
kossa D.

Lause 4. Olkoon (fi)32, jono sellaisia funktioita, jotka ovat jatkuvia joukossa

D C R. Jos funktiosarja
> ful@)
k=1

suppenee tasaisesti joukossa D kohti rajafunktiota f, niin funktio f: D — R on

jatkuva.



Lause 5. McCarthyn funktio M on jatkuva kaikilla x € R.

Todistus. Merkitddn f, = %g (22kx). Koska g on jatkuva joukossa R, niin siten

myos jokainen fi on jatkuva alueessa R. Lisdksi
1 k 1 k 1
70 (20)| = o ()| < 3

oo
koska |g(z)| < 1 kaikilla z € R. Koska sarja ) ¢ suppenee, niin Weierstrassin
k=1

| fr(2)] =

M-testin nojalla funktiosarja

=1 k
M(z) = Z ST (22 :c)
k=1
suppenee tasaisesti. Lauseen 4 nojalla rajafunktio M on jatkuva. O

Se, ettd funktio ei ole derivoituva missddn pisteessd, on huomattavasti pidempi
todistus, mutta silti suhteellisen yksinkertainen verrattuna muiden patologisten
funktioiden todistuksiin. Osoitetaan, ettd McCarthyn funktion M (x) derivaatta
ei voi olla adrellisend olemassa missdin pisteessid x € R. Tatd varten muodoste-
taan lukujono (h,)%,, jonka n:s alkio on muotoa h, = +272". Lukujonon alkioi-
den etumerkki tulee riippumaan pisteestd x € R. Valitaan merkki positiiviseksi,

mikili on olemassa sellainen p,, € 7Z, ettd
2p, <22 <22 4+22"h, < 2p, + 2
ja negatiiviseksi, jos on olemassa sellainen p,, € 7Z, etta
2p, <222+ 2% h, < 22 < 2p, + 2.

Valinta voidaan tehdi, koska 22"h, = +22"72" = 41. Merkki valitaan siis niin,
ettd lukujen 22" 2 ja 22" (z+h,,) vilissé ei ole parillisia kokonaislukuja. Apufunktio
¢ vaihtoi suuntaansa aina parillisissa kokonaislukupisteissi, joten luvut 22"z ja

22" (z + h,) ovat aina samalla suoran pitkalli.



Lemma 1. Olkoon k,n € Z,. Nyt
g (2 @+h)) = 92" 0)
kaikilla k > n ja x € R. Tdten
M(x+ h,) — M(z) = ik (g (22k (z+ hn)) -9 (22km>>
kaikilla x € R.
Todistus. Olkoon x € R ja n € Z. mielivaltaisia. Kun k& > n, niin

‘22% = g2t

— o2(2*7"-1)
_ 42n—1 (Qk_nfl)

joten 22°D,, on neljilld jaollinen. Koska ¢ oli 4-periodinen funktio, niin

g <22k (x + hn)> =g (22k:1: + 22khn> =g (22kx> :

Taten
Zﬁ g<2 (x+hn)>—g<2 x) =0
k=n+1 -

~
=0

eli

M(x + hy,) — M(x)

I
NE
2| =

1 (9 (2% @+ ha)) =g (2%2))
a2 (0 (2 ) - (24)).

1

k

I
3 |l

>
Il

O

Seuraava lemma osoittaa, ettd kun 1 < k < n, niin luvut 22 ja 22" (x+ hy,) ovat

funktion g samalla osalla.



Lemma 2. Olkoon 1 <k <n jax € R.
Jos 22"z € [4p, 4p + 2|, niin 22k(x + hy,) € [4p,4p + 2[ tas
jos 2% & € [Ap — 2, 4p|, niin 22" (x + hy,) € [Ap — 2, 4p[, missi p € Z.

Todistus. Termin h, madritelmén nojalla lause on tosi aina, kun k£ = n. Téaten
riittdd tarkastella tapauksia, joissa k < n. Jos termin h,, merkki on positiivinen,

niin on olemassa sellainen p, € Z, etti
2, < 2%z < 2% 2 + 22" h, < 2p, + 2.
Tehd&dn vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset 1 < k < n ja p € Z, etta
2%y < 2p < 222 4+ 22,
Kerrotaan timé epiyhtild puolittain luvulla ¢ = 22"~2" € Z, ja saadaan
22" s < 2qpr < 2%z + 22" .

Taten
2p, < 2% < 2qpp < 2% 2 422" h, < 2p, + 2

eli

2p, < 2qpr < 2p, + 2.

Nain ollen 2gp, = 2p, + 1 eli luku 2¢p, on pariton. T&ll6in joko q & 7Z tai py & 7,
mikd on ristiriita lukujen valinnan perusteella. Vastaoletuksen taytyy siis olla
epatosi. Vastaavalla tavalla voidaan todistetaa tapaus, jossa termin h, merkki
on negatiivinen. Téten reaalilukujen 22" ja 22" (x + hy,) vilissé ei ole parillisia

kokonaislukuja milladn kokonaisluvun k arvolla, kun 1 < k < n. O



Lemma 3. Olkoon 1 < k <n. Nyt
‘g <22k (z+ hn)) —y (22kx>‘ _ g2k—2n
kaikilla x € R.

Todistus. Olkoon n € Z, ja 1 < k < n mielivaltaisia. Jos 22"z € [4p, 4p + 2[, niin
edellisen lemman nojalla myds 22 (z + h,) € [4p, 4p + 2[. Téten

’g (22k (x + hn)> —g <22kx>’ = ‘(1 . 22khn) - (1- 22kx)

— ‘—22’%
_ 22’€—2"
Vastaavasti voidaan todistaa tapaus 22"z € [4p — 2,4p]. H
Lemma 4. Olkoon n € 7. Nyt
1 1

kaikilla x € R.
Todistus. Olkoon x € R ja n € Z, mielivaltaisia. Lemma 3 antaa, ettd
1

2—1k (g (22k (z + hn)> — 9 (22km)>‘ B ;k_2n_k kzz k< :

Koska k < 2%, kun k > 1, voidaan arvioida, etti

'nzlflk (9 (2% @+ ha) =g (2%0))| = nzl %(9 (22 (@ + b)) —9(22kx)>’

k=1 k=1
n—1 n—1
_ 2 :22’“72"7/@ _ 2 : 1
92n—2k+k
k=1 k=1
< n—1 n—1 n—1
— 92n—2n—lin-1 o 22n=14n—1 o on—1 ., 92n-1
on—l 1

< 2n_1 . 22n—1 - 22n—1 .




Lemman 1 nojalla

n

Mz +hy) — M(z) = g;@(fwz+h@)—g(f%))

k=1

Viite saadaan nyt arviosta 22%1 < 2% kaikille n € Z, ja kolmioepéyhtalosté.

|M(x + hy,) — M(z)| > 2% — ”Z_l 21k (g (22k (x + hn)) —9g (22kx>>
=S 0 )~ ()
i ) kil
on - g2nt

Lause 6. McCarthyn funktio M ei ole derivoituva missddn pisteessi x € R.

Todistus. Olkoon x € R ja n € 7, mielivaltaisia. Kokoamalla aikaisemmat tu-
lokset yhteen saadaan, ettéd

M(z + hy) — M(z)
hn

= 2% |M(x + hy,) — M(z)|

> 27 (= — ——) Lemma 4

. n__ n—1 ..
Koska lim 22"7" — 22" = oo, niin

n—oo

M(z + hy) — M(z)
hn

— OO

kun n — oo. Koska lim h,, = 0, niin derivaattaa M’(z) ei ole olemassa dérellisena.
n—oo
[l

10
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