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Perustehtavia

1. Muunna sarja teleskooppimuotoon ja osoita, ettd se suppenee. Laske myds

sarjan summa.
i L S S S
p k(k+1) 2 6 12
2. Osoita suoraan maaritelméain perustuen, ettd seuraava sarja hajaantuu
d(1f=—-141-1+...

k=1
3. Osoita, ettid geometrinen sarja

o0
Zaqk:a+aq—|—aq2+...
k=0
suppenee jos ja vain jos |¢| < 1. Mdéritd myos sarjan summa.

4. Laske sarjan

0 (_1)k+1
>
k=1
summa.
5. Suppeneeko sarja
= 1
1 T \k
> 1+ 50)
k=1

[o.¢]
6. Osoita Cauchyn kriteerin avulla, ettd sarja 1%2 suppenee.
k=1

[e.e]
7. Osoita, etti jos > ax on suppeneva positiiviterminen sarja ja
k=1

n
m=inf{M €R|) a; <M kaikilla n € Z}
k=1
niin m on sarjan summa. Kévisik0 minimi suurimman ylarajan paikalle?
8. Osoita, ettd sarja i ki suppenee jos ja vain jos s > 1.
9. Todista vertailupel;i:;ate.

10. Tutki suppenekovatko sarjat > ag, missi
k=1
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Qg

1. NG

2. ap = (;%k

3. a = (k,;?k

4. a = 2—i

5. ap = %

6. ar, = (1) (1 - ¥a),a>1

7. ap = ﬁ

8. ar = @

9. a, = IZ—?
10. ap = (—1)kr1k
11. a) = YEEI=VE
12. a; = sin(;5)

11. Olkoon ) ay sarja, jossa

k=1
1. 1
agx—1 = ﬁ Ja agr = 5. 3k
Tarkastelee sarjaa molemmilla suhdetesteilla.
12. Olkoon ;i ay, sarja, jossa
=1
1 1

A2k—1 = 22k—1 Ja Qox = 32k

Tarkastelee sarjaa molemmilla juuritesteill.

13. Missé seuraavassa padttelyssi on virhe?

Koska ay = % > 0 ja
Qg1 k

ag _k‘—|—1:

kaikilla k € Z, niin suhdetestin nojalla harmoninen sarja suppenee.

l———=x<1
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14. Tutki suppenevatko sarjat itseisesti

(o]

k
1. k;(—l)’glk?’T

. k+1_k
2. 1;1<_1)+m

> g
3. S

k=1
15. Ehdollisesti suppeneva sarja voidaan jirjestelld suppenemaan mité tahan-
sa reaalilukua kohti. Voidaanko ehdollisesti suppenevan sarjan termit jirjestelld
uudelleen siten, ettd uudelleenjirjestetty sarja suppenee itseisesti?
16. Tiedetddn, ettd In2 =1 — % + % — }L + .... Miten voidaan laskea luvulle In 2
likiarvo, jonka virhe on pienempi kuin 0,01.
17. Osoita, ettd alternoiva sarja

11+1 1+1 1+1
2 22 3 3 ' n o nz

hajaantuu. Miksi Leibnitzin lausetta ei voi kiiyttda tdméan sarjan suppenemistar-

kasteluun, vaikka lim a;, = 07

k—o0
18. Laske sarjojen > (3)" ja > (3 — m) Cauchyn tulosarjan viides termi.
k=1 k=1

Suppeneeko Cauchynitulosarja ja jos suppenee, niin mikd sen summa on?

19. Laske summa > 2%, kun |z| < 1. Laske sitten sarjakehitelmé funktiolle

k=0
1
(I—z)*

o0 oo
20. Maéritelladn kahden itseisesti suppenevan sarjan > ax ja > by tulosarjan
B . k=1 k=1
> ¢ kis termi ¢ = ag Y, by. Antaako tdmé médrittely saman tulosarjan kuin
=1 k=1
Cauchyn tulosarja? Missd mielessd tdma tulosarjan méarittely on huonompi kuin

Cauchyn tulosarjan méarittely?

21. Ovatko seuraavat vaittamat totta?

(e.) (0.0 [e¢]
1. Jos sarjat Y ax ja > by hajaantuvat, niin niiden summasarja Y (ax + by)
k=1 k=1 k=1
hajaantuu.
n
2. Jos lim | ax| = L < oo, niin sarja suppenee.
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3. Jos ar > ¢ > 0 kaikilla k € Z,, niin sarja ) a; hajaantuu.
k=1

(o] o
4. Jos sarja Y a; suppenee ja a; > 0, niin sarja Y a2 suppenee.
k=1 k=1

o (o]
5. Jos sarja > aj suppenee ja a; > 0, niin sarja »  ./aj suppenee.

k=1 k=1
o0
6. Jos sarja > ay suppenee, a; > 0 ja jono (by) on rajoitettu, niin sarja
k=1
[o.¢]
S (ot
k=1
suppenee itseisesti.
o0 oo
7. Jos sarja Y a hajaantuu ja aj > 0, niin sarja »_ i suppenee.
ko:ol Oké):l
8. Jos sarja > ay suppenee ja a; > 0, niin sarja i hajaantuu.
k=1 k=1
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Vaativampia tehtavia

o0

22. Osoita, ettd sarja Y (ar — agy1) suppenee jos ja vain jos jono (ag)p, suppe-
k=1

nee. Mikd on teleskooppisarjan summa?

23. Osoita induktiolla, etta

277,
1 n
Son = - > 1 -
2 Z = + 5
k=1
Miten tdméan avulla voidaan paételld, ettd harmoninen sarja hajaantuu?
o o
24. Osoita, ettd jos Y. by on suppenevan positiivitermisen sarjan Y a; uudel-
k=1 k=1

leenjirjestely, niin se suppenee.

25. Osoita edellisen tehtivan avulla, ettd suppenevan positiivitermisen sarjan

termien uudelleenjérjesteleminen ei vaikuta sarjan summaan.
26. Todista integraalitesti.

27. Todista edellisen tehtévéin avulla, ettd Riemannin zeta-funktion ¢ :]1, co[— R

C(p)=>] kip arvoille saadaan arvio

k=1
1 1
— < <l+—
—) <¢(p) < o
28. Voidaanko sarja > ay, missé
k=1
1. 1
Aok—1 = — ja Qg = ——
2k—1 k:‘] 2k 12

saada termien jarjestelemiselld suppenemaan kohti mielivaltaista reaalilukua?

29. Laske arvio sille, ettd kuinka monta termia taytyy harmonisesta sarjasta
oo
k=1

ottaa, ettd osasumman arvo on suurempi kuin 10.

=

30. Todista, ettd kahden itseisesti suppenevan sarjan tulosarja suppenee itseises-

ti.
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31. Osoita, ettii koska e = > L, niin ¢ = 3 2. (Muista, etti 0! = 1)
k=0 k=0
32. Eulerin todistus alkulukujen airettomalle lukumaéarille. Tee vastao-

letus, ettéd joukko {p1,pe,...,p,} sisdltéisi kaikki alkuluvut. Laske summat
1
!
o Pi
missd ¢ = 1,2, ..., n. Laske sen jilkeen tulo

n
HSi = 8152 Sp
i=1

33. Tiedetddn, ettd alternoivan harmonisen sarjan
o0
1

-1 k+1 —
Sl
k=

1

summa on In 2. Laske sen termien uudelleenjirjestelyn

sumimea.
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Vihjeiti perustehtaviin

e ee s . . 1 _ 1 1 . . . . .
Tehtidva 1. Osoita ensin, etté D T kT R Laske sitten n:s osasumma

saadulle teleskooppisarjalle.
Tehtava 2. Tarkastele n:ttd osasumma parillisilla ja parittomilla n:n arvoilla.

Tehtava 3. Kerro n:s osasumma s, = a + aq + ... + aq” ¢:lla ja vihenni ne

puolittain.
Tehtava 4. Kayta edellistd tehtavaa.
Tehtévi 5. Muista, eftd e = lim (1 + 2",

Tehtava 6. Todista arvio k% < ﬁ — % ja kidyta sita.

Tehtava 7. Oletuksen perusteella sarjalla on summa s. Osoita, ettd viitteet

m > s jam < s ovat epdtosia.

Tehtavi 8. Kiyta integraalitestid, kun p > 1 ja p = 1. Arvioi tapauksia p < 1

majorantti- ja minoranttiperiaatteella.

Tehtavi 9. Oletusten perusteella raja-arvo lim Z—’; = c. Valitse € sopivasti ja

k—o0

muodosta sopivat majorantti- ja minoranttisarjat.

Tehtava 10. 1. Kokeile minoranttisarjana harmonista sarjaa.
2. Kaytéa Leibnizin lausetta.

Kokeile juuritestilla.

Kéyta suhdetestii.

Todista osittaisintegroinnin avulla, ettéd [ 2% dz = L(Inz)>

Leibnizin lause ja arvio ]}LIEO Va = 1.

Arvioi majoranttiperiaatteella.

Muista, ettd neliojuuri on aidosti kasvava funktio ja kiytd 1)- kohtaa.

© e N Lt W

Kaytid suhdetestia.
10. Kéayta Leibnizin lausetta.
11. Lavenna termié, niin ettd padset eroon neliGjuurista osoittajassa.

12. Todista ja kdyta arviota x > sinz, kun = > 0.
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Tehtava 11. Tarkastele termien suhteen raja-arvon olemassaoloa.
Tehtdva 12. Tarkastele juuren raja-arvon olemassaoloa.
Tehtava 13. Mieti tayttyvatko kaikki suhdetestin oletukset.

Tehtdvd 14. 1. Arvioi majoranttiperiaatteen avulla.
2. Tutki termien raja-arvoa.

3. Muista, ettd |cosz| < 1.

Tehtava 15. Tee vastaoletus tai kiiytd teorian lausetta: sarja suppenee itseises-
t1 jos ja vain jos sen positiivisten termien sarja ja negatiivisten termien sarja
suppenevat.

Tehtédva 16. Kayta Leibnizin lauseen seurausta |s — s,| < @,41.

Tehtava 17. Tutki voiko sarja supeta itseisesti tai ehdollisesti. Téatéd varten tar-

kastele positiivisten termien sarjaa ja negatiivisten termien sarjaa.

Tehtava 18. Muista, ettd Cauchyn tulosarjan k:s termi on ¢, = a1by + asbp_1 +

...+ agby. Suppenemistarkastelua varten laske sarjojen summat.

Tehtavi 19. Sarja on geometrinen sarja, joten sen summan voi laskea tehtiava 3

menetelmélld. Laske sitten Cauchyn tulosarja, kun sarja kerrotaan itsellain.
Tehtava 20. Laske tulosarjojen arvot.

Tehtavi 21. 1. Ota mielivaltainen hajaantuva sarja ja mieti etti onko sen ja
mielivaltaisen hajaantuvan sarjan summa aina hajaantuva sarja.
2. Mieti, mité viite oikein sanoo ja keksi vastaesimerkki.
3. Tutki sarjan termien jonon raja-arvoa.
4. Koska sarja suppenee, niin on olemassa sellainen termi, josta ldhtien kaikki
termit ovat lukua 1 pienempid. Sovella tdhédn majoranttiperiaatetta.
Mieti tilannetta harmonisen sarjan kannalta.
Huomaa, ettd sarja i ay, suppenee itseisesti.

k=1
Keksi vastaesimerkki.

o N o

Mieti miten uuden sarjan termien jonon raja-arvo kayttaytyy.
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Vihjeiti vaativampiin tehtaviin
Tehtiva 22. Johda kaava sarjan n:lle osasummalle.

Tehtdva 23. Kéyta arviota Y. ap > (n—ng+1) - a; , kun ap > @
~—— ~—~

k=ng
termien lukum#irs plenin termi

kaikilla k = ng,no +1,...,n.
Tehtava 24. Mieti miten uudelleenjirjestellyn sarjan osasummaa voidaan ra-
joittaa ylhdalta alkuperiisen sarjan osasummilla.

Tehtavi 25. Osoita, ettd molempien sarjojen raja-arvon tiytyy olla sama luku

kiyttamalla edellisté tehtévia ja tehtévia 7.

Tehtiava 26. Tulkitse integraali ja sarjan termit pinta-aloiksi ja tee arvio talla

tavoin osasummien jonon arvoja.

Tehtava 27. Kiyta edellisen tehtavan johdossa kidytettya arviota

n n+1
Zakz /f(x) dx>Zak
k=1 1 k=2

ja laske epdoleellinen integraali.

Tehtava 28. Laske edellisen tehtdvin avulla arvio sarjan positiivisten termien
sarjan summalle. Tutki sitten alkuperdisen sarjan uudelleenjirjestelyn osasum-

man kiyttdytymistd. Voiko se saada mielivaltaisia negatiivisia arvoja?

Tehtava 29. Kayté integraalitestissi johdettua arviota.

o0

Tehtdva 30. Huomaa, ettd jos sarja Y ax suppenee itseisesti, niin myds sarja
. k=1
> lax| suppenee itseisesti.
k=1

n
Tehtévd 31. Muista Newtonin binomikaava (a + b)" = > (})a"*b*.

k=

Tehtidva 32. Muista, ettd jokainen luonnollinen luku n > 1 voidaan esittaa

yvksikésitteisesti alkulukujen tulona. Muodosta siten termeistd harmoninen sarja.

Tehtava 33. Tutki mielivaltaista osasumman arvoa suluttamalla summa uudel-
leen. Pyri tdten muodostamaan alternoivan harmonisen sarjan osasumma kerrot-

tuna vakiolla %
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Ratkaisut perustehtaviin

Tehtava 1. Koska
1 B k+1—k k+1 k 1 1

k(k+1)  k(k+1)  k(k+1) k(k+1) k k+1

niin

3

n

1 1 1 1 1 1 1 1 1

=2y - =Gy T e ) T

Téten lim s, =1—-0=1.

n—oo

Tehtdvi 2. Jos n on parillinen, niin s, = > (—1)% = 0.

n

Jos taasen n pariton, niin s, = > (—1)¥ = —1. Téten osajonojen summa (s,)
k=1

hajaantuu, joten sarja ei suppene.

Tehtédvi 3. Selvisti sarja hajaantuu, kun ¢ = 1 tai ¢ = —1, koska lim aq™ # 0.

n—o0

Oletetaan siis, ettd ¢ # +1. Kerrotaan geometrisen sarjan n:s osasumma

n

sn:a+aq+aq2+...+aq

suhteella ¢ ja saadaan

qsn = aq +aq® +ag® + ...+ ag™t!

Viahennetddn nama toisistaan

(1 - Q)Sn =a— aqn-i-l

Kun ¢ # 1, niin (1 — q) # 0 ja silld voidaan jakaa.

1 — n+1
l—q

Téten sarjan osasummien jonon suppeneminen riippuu tiysin termin ¢! sup-

penemisesta. Kun |¢g] < 1, niin ¢"*' — 0, kun n — oo. Kun |g| > 1, niin

gt — foo.

Siis geometrinen sarja suppenee kohti summaa 1%(1, kun |¢| < 1.

10
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Tehtava 4. Kyseessd on geometrinen sarja, koska

(_1)k+1 1 .
Bt
ja suhdeluku ¢ = —}1. Edellisen tehtdvin nojalla sarja suppenee ja
iﬂ — _i(_l)k: __—%11 _1
- — 7 .
k=1 4 k=1 4 1 ( 4) 5
Tehtiva 5. Nyt sarjan k:s termi
a= (L4 50 = (L 5™ = (1 ) ed 20
’ 2k 2k 2k

kun k£ — oo. Siis sarja hajaantuu. Vaihtoehtoisesti voidaan vain huomioida, etté
ap > 1 kaikilla k € Z, joten klim ay # 0.
Tehtdva 6. Kun £ > 1, niin
1 1 k+1—-k k—(k-1) 1 1
0< =< = = = - —
k2 k(k—1) k(k—1) k(k—1) E—1 k

Téaten kun n,p > 1

n+p 1 n+p 1 1
[Sntp — su| = Z 2| < Z(m—z)
k=n+1 k=n+1
1 1 1 1 1 1
_(ﬁ_n+1)+(n+1_n+2)+'”+(n+p—1_n+p)
1 1 1
= - — ——0
n n+p n

kun n — oo. Siis Cauchyn kriteeri tdyttyy ja sarja suppenee.

Tehtava 7. Koska sarja suppeni, niin merkitdan, ettd s, — s. Sarja oli positiivi-
terminen, joten osasummien jono (s,) on aidosti kasvava eli s,, < s,11 < s kaikilla
n € Z,. Taten osasummien jonon yldrajojen joukko on alhaalta rajoitettu ja m
on olemassa. Viite m > s on selvisti epétosi, koska s on yksi osasummien jonon
ylaraja. Jos m < s, niin raja-arvon méiaritelmidn mukaan on olemassa ng € Z
siten, ettd m < s,,, mikd on ristiriidassa m:m madritelméan kanssa. Taten m = s.
My6s minimi kily suurimman alarajan tilalle, silla edellisen perusteella s < M’

missd M’ € {M € R | Y ar < M kaikilla n € Z, }.
k=1

11
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Tehtédva 8. Kun p > 1 niin funktiot f,(z) = mlp tayttivit integraalitestin ole-
tukset (jatkuva, vihenevi, positiivinen, kun = > 1) ja f(k) = kip, joten integraa-
litestid voidaan kdyttdan. Kun p > 1, niin

¢ 1 ‘ 1 1 1
lim —dz=lm /) ———  =0— — = ——
c—oo J; aP c—oo/ (1 —p)xp-t 1—-p p-1

Téten sarjat Z 7 Suppenevat, kun p > 1.
k=1

Kun p =1, niin
&

lim - d:l: = lim /ln:z:

CcC— 00 1 CcC— 00

oo
Nyt Inc¢ — oo, kun ¢ — oo, joten harmoninen sarja ) % hajaantuu. Nyt jos
k=1

[e.9]
p < 1jak > 1, niin % < kip , joten minoranttiperiaatteen nojalla sarjat »_ klp

k=1
(p < 1) hajaantuvat.

Tehtavd 9. Koska §* — ¢ > 0, niin raja-arvon mééritelmén perusteella on

olemassa ng € 7. siten, etta kaikilla n > ng

Qn, - c
_— C —
b, 2
Taten
c - an, - 3¢
2 n 2
ja koska b,, > 0, niin
c
—b, < a, < —b,
5 a

kun n > ng. Taten sarJa Z by, on sarjan E aj majorantti ja sarja § Z by, on
k= ko k= k:o k= kO

o0
sarjan Y ag minorantti (¢ oli vakio). Nyt majorantti- ja minoranttiperiaatetta
k=ko
soveltamalla saadaan viite.

> 1 niin minoranttiperi-

Tehtdvd 10. 1. Koska & > vk, kun k > 1, niin :

Sl

e.9]
aatteen nojalla sarja > \/LE hajaantuu.
k=1

12
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2. Leibnizin lauseen ehdot tdyttyvit ja limy_..o —~ oF = = 0, joten sarja suppenee

3. Nyt (GanDLANY = 5§

- = i = E + k—Q — 0 < 1, joten juuritestin nojalla sarja

suppenee.

k+1)22F 2 .. .
4. Koska aZ:1 = (2:+3k2 = B2l — 14 44 L — 0 < 1, niin suhdetestin

nojalla sarja suppenee.

5. Osittaisintegoinnilla saadaan, ettd [ 22 dz = 1(Inz)? Siis

1 1
/ gy P ((lna) — (In1)?) = 5(Ina)* — o0
kun a — oco. Muutkin integraalitestin oletukset pétevit, joten sen nojalla

sarja » % hajaantuu.
k=1
6. Koska 1 — /a — 0, kun & — oo ja muutkin niin Leibnizin lauseen ehdot

tayttyvit (totea tarkasti), niin sarja suppenee.

7. Kun £ > 0, niin voidaan arvioida, etti < k% Téaten sarja suppenee

1
k2+k
majoranttiperiaatteen nojalla.

8. Koska nelidjuuri on aidosti kasvava funktio, niin arvio —”‘;:1 > ‘/TE = \/LE on

voimassa. Ensimmaéisessa kohdassa todistettiin minoranttisarjan hajaantu-
minen, joten tarkasteltavakin sarja hajaantuu.

k+1)3k! k+1)2 2 . .
9. Nyt Ekilgw = { :3) = & +k23k+1 = %—F k% + k—lg — 0 < 1, niin suhdetestin

nojalla sarja suppenee.
10. Koska lnk — 0, kun k£ — oo ja muutkin Leibnizin lauseen oletukset taytty-

vat, kun k > 1, joten sarjaa suppenee.

VEFI-—VE k+1-k 1 _ 1 :
11. Nyt 0 < . = WY < oVl = joten sarja suppenee

majoranttiperiaatteen nojalla.

12. Merkitdén f(x) = x — sinx. Siten f'(x) =1 —cosxz > 0 eli f kasvava ja
erityisesti aidosti kasvava, kun x # n2m, n € Z. Toisinsanoen z > sinz,
kun z > 0. Taten myos 2 > sm( 5) > 0, kun k € Z, joten sarja suppenee
majoranttiperiaatteen nojalla.

Tehtava 11. Jos k = 2p, niin

1

G _ gy 1
1

A2p—1 3 2-3p 2
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Jos k= 2p — 1, niin
A2p—1 . 3% 2 3p—1

2
2 z
A2p—2  Fp=T 3p 3

Téten “’;k < 2 5 < 1, joten Suhdetesti 1 nojalla sarja suppenee. Kuitenkaan raja-

arvoa lim ak—

k—oo

misesta.

ei ole olemassa, joten Suhdetesti 2 ei anna tietoa sarjan suppene-

Tehtavi 12. Jos k = 2p, niin

Jos k = 2p — 1, niin
1] 1 1 B

1
21~ yfompl 2

Taten {/ar < 5 < 1, joten Juuritesti 1 nojalla sarja suppenee. Kuitenkin raja-

arvoa lim \’“/ak ei ole olemassa, joten Juuritesti 2 ei anna tietoa sarjan suppene-

k—oo

misesta.

Tehtava 13. Nyt

. Qf+1 .
lim =1 = lim =

joten suhdetestii ei voi kiyttas.

Tehtava 14. 1. Koska <3 4k ja sarja Z 3,€ suppenee geometrisena sar-

4k+7
jana, niin alkuperdinen sarja suppenee 1tselsest1 majoranttiperiaatteen no-

jalla.

2. Nyt lim |ax| = hm % = %, joten termin raja-arvo ei suppene kohti
k—o00

nollaa. Téten sarja ei voi supeta lainkaan.

3. Voidaan arvioida, ettd

cos 3% ‘ < 1

1 . . .
ir| < g < 3. Téten sarja suppenee majo-

ranttiperiaatteen nojalla itseisesti.

o
Tehtéva 15. Ensimm&inen tapa. Oletetaan, ettd ) aj suppenee ehdollises-
k=1

ti. Olkoon 6 : Z, — Z, bijektio. Mikili uudelleenjérjestely » agu) suppenee
k=1

14
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itseisesti, niin sen kaikki uudelleenjarjestelyt suppenevat myos itseisesti. Koska
funktio 6 on bijektio niin silla on kidnteisfunktio =1 : Z, +— Z,. Siten sarja
Z Ag—100(k) E ap on sarjan Z ag(ry uudelleenjérjestely ja siten se suppenee

1tselsest1 mlka on ristiriita oletuksen kanssa.

Toinen tapa. Jos sarja Y a; suppenee ehdollisesti, niin sarjat > ag ja > ag
k=1 ap>0 ap<0

hajaantuvat. Tadten sen uudelleenjirjestelyt eivit voi supeta itseisesti, koska sarja

suppenee itseisesti jos ja vain jos sen positiivisten termien sarja ja negatiivisten

termien sarjat suppenevat.

Tehtédva 16. Leibnizin lauseen seurauksena saatiin arvio |s — s,| < a,41. Rat-

kaistaan yhtilo

1 1
< — <100 < 1< n>99.
n+1 100 ntlen

Taten saadaan arvio

o (—1)kH N L g
——=1—-=-4+-—=...——=In
ok 23 100 ’

jonka epétarkkuus on pienempi kuin 0,01.

Tehtavi 17. Sarjan negatiiviset termit muodostavat sarjan
1 1 1 -
R S

joka hajaantuu. Sarja suppenee itseisesti jos ja vain jos positiivisten termien muo-

wl»—*

dostama sarja ja negatiivisten termien sarja suppenevat. Tédten alkuperiinen sarja

el voi supeta itseisesti. Sarjan positiiviset termit muodostavat sarjan

1 1 <1
1+§+§+...:Z—

joka suppenee. Téten alkuperdinen sarja ei voi supeta ehdollisesti. Nimittéin, jos
se suppenisi ehdollisesti, niin teorian perusteella sen positiivisten termien sarja

ja negatiivisten termien sarja hajaantuvat.

Koska sarja ei suppene itseisesti eikd ehdollisesti, niin sen taytyy hajaantua.
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Leibnizin lausetta ei voi kiyttdd taméin sarjan suppenemistarkasteluun, koska

termien jono ei ole viheneva.

Tehtdva 18. Suoraan Cauchyn tulosarjan termien méaéritelmien mukaan saadaan

1 7
= b = —— - — [r—
a=ab =305 - G599 T 1
2.1 1 2,1 1 145
= ab b= (= — ——— V= - )= =
¢ = bz + axhy = 3(55 (2+1)3)+(3) (33 (1+1)3) 324
2.1 1 2,1 1 2., 1 1
= aib b b ==-( - —— N = — ] —
C3 a103 4 G202 + azby 3(33 (3+1)3)+<3) (23 (2+1)3)+(3) (13 (1_|_1)3)
37 N 19+7_2431
2592 486 27 7776
Geometrisen sarjan summan kaavasta saadaan Z(%)k = 2. Teleskooppisarjal-
k=1
le voidaan laskea tehtdvdn 22 menetelmailld, ettd ];(% — m) = 1. Koska

molemmissa sarjoissa on vain positiivisia termejd, niin ne suppeneminen on it-
seisti. Téten niiden Caucyn tulosarja suppenee (jopa itseisesti) ja sen summa on

2-1=2.

[&.°]
Tehtdvd 19. Suoraan tehtiiviin 3 menetelmilli saadaan laskettua, ettid > % =
k=0

L kun |z| < 1. Selviisti sarja suppenee itseisesti. Laskemalla Cauchyn tulosarja

1—a’

sarjan tulolle itsensi kanssa saadaan, etté

1 o0
m = Z fr(2)
k=0

Suoraan Cauchyn tulosarjan termin maarittelyn nojalla

fr(z) = g% + 22" 4 2kl
k1 kpl

:xk+xk+...+xk

k+1 kpl
= (k4 1)z"
Siis ﬁ = > (k+1)2*, kun |z| < 1.
k=0

16
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o0
Tehtéva 20. Koska sarjat suppenevat itseisesti, niin voidaan merkitd a = > ag

k=1
(o ¢]

ja b= > by. Téten teorian perusteella Cauchyn tulosarjan summa on ab. Nyt
k=1

n

ch:alibk—kaQibk—i—...—l—anibk
k=1 k=1 k=1

k=1
=ab+ab+...+a,b
:(a1+a2+...—|—an)b

— ab

kun n — oo. Téten sarjat ovat samat.

Tamén uuden maarittelyn ongelma on se, ettd siti ei voida laajentaa kisittdmain
hajaantuvia sarjoja. Jos sarja i br hajaantuu, niin uuden tulosarjan termit eivit
ole laskettavissa. Cauchyn tul]z):slarjan mielivaltainen termi on aina laskettavissa,
vaikka sarja hajaantuisikin. Myos kertomisjarjestykselld on véilia. Esimerkiksi jos

oo
sarja Y by hajaantuu, niin

k=1
O b)(O0)=by-04by-0...=0
k=1 k=1
mutta sarjan (> 0)(> bg) termeji ei ole mééritelty.
k=1 k=1

Tehtdvd 21. 1. Viittdma ei ole totta. Olkoon ) ax mielivaltainen hajaan-

k=1
tuva sarja. Talloin summasarja
YIRS SENED SRR
k=1 k=1 k=1

suppenee, vaikka onkin kahden hajaantuvan sarjan summasarja.
2. Viite on valetta. Se sanoo, ettd osasummien itseisarvojen jonon suppene-

misesta seuraisi sarjan suppeneminen. Vastaesimerkiksi kiy sarja

1-2+2-2+4...

17
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Talloin osasumma s, = =£1 kaikilla n € Z,, mutta selvisti sarja ei voi
supeta.

3. Viite on totta. Koska a; > ¢ > 0 kaikilla £ € Z, niin I}LIEO ay # 0, mikali
raja-arvo on edes olemassa. Téten sarja ei voi supeta.

4. Jos sarja éak, missd a, > 0 kaikilla k£ € Z,, suppenee, niin kh—%lo ap = 0.
Siis on olemassa sellainen luku kg € Z,, ettd 0 < a; < 1 aina, kun k > k.
Siis a} < ay, kaikilla k > ko. Téten sarja

00 o0
doap< ) a
k=ko k=ko
suppenee majoranttiperiaatteen nojalla. Koska dérellinen mééra sarjan alun
termejd ei vaikuta suppenemiseen, niin titen myos sarja i ai suppenee.
Viite on siis totta. =
o0 o0

5. Viite ei ole totta. Sarja /;::1 1%2 suppenee, mutta sarja k; \/% on harmoninen
sarja, joka tunnetusti hajaantuu.

6. Koska jono (b,) on rajoitettu, niin on olemassa sellainen luku M > 0, ettd
|bp| < M kaikilla k € Z, . Koska sarja i aj suppenee ja sen kaikki termit

k=1
ovat positiivisia, niin se suppenee itseisesti. Nyt sarja

D axbil =D lagl bl <> Mlag| = MO |ax]) = M ax
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

suppenee majoranttiperiaatteen nojalla, koska sarja M(i ay) suppenee.
Viite on siis tosi. =

7. Vdite ei pidd paikaansa. Sarja 1+ 1+ 1+ ... hajaantuu, kuten tekee myos
sarja%+%+%—|—...

8. Koska sarja Y aj suppenee, niin lim a; = 0. Téten

k=1 k=00
1
ak
o0
kun k£ — oo. Koska raja-arvo ei ole nolla, niin sarja » i hajaantuu. Viite
k=1 "

on siis tosi.
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Ratkaisut vaativampiin tehtaviin
Tehtava 22. Tarkastellaan osasummaa
Sp = Z(ak —apy1) = (ag —ag) + (ag —az) + ...+ (an — Gpy1) = a1 — Qpy1-
k=1

Jos a, — a, niin s, — a1 — a.

Jos s, — s, niin a,, — a; — S.

Tehtava 23. Perusaskel: s, =1+ % = 1% )
2”

Induktio-oletus: son = > % >1+2.
k=1

Induktio-vaitteen todistus:

antl 1 2n 1 2.2 1 n 2.2 1
Sgn+1 = == -+ —>1+-+ -.
=D Pt 2 52 k
k=1 k=1 k=2n+1 k=2n41
227
Rittda siis osoittaa, ettd > % > % Tassa summassa on aina 2 - 2" — 2" termia
k=2n+1
ja pienin termi on ﬁ, joten
227
1 1 2" 1
— > 2_27’1_2”_2 [
Z k_( )2-2" 2.2n 2
k=2n-+1

Taten sgn > 14 5 — 00, kun n kasvaa rajatta. Harmoninen sarjan osasummien
jono on aidosti kasvava ja dskeisen todistuksen mukaan sen osasummien jonolla

on rajatta kasvava osajono (sgn). Téten harmoninen sarja hajaantuu.

[e.e]
Tehtéva 24. Koska Y ax on positiiviterminen suppeneva sarja, niin sen summa
k=1

oo n
s = > aj rajoittaa sen osasummien jonoa ylhdédltd. Tdten Y ar < s kaikilla

k=1 k=1
ne ;.

Koska > by on uudelleenjérjestely, niin on olemassa bijektio 6 : Z, — Z, siten,

k=1
ettd agy = bp. Nyt olkoon m, = max{0(k)|k < n}, joten {b1,bs,...0,} C

{a1,as,...,an, }. Téiten
n Mn
Zbk < Zak < 8.
k=1 k=1
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n (0.@)

Siis osasummien jono Y by on ylhéélta rajoitettu. Myds sarja . by on positiivi-
k=1 k=1

terminen, joten se suppenee.

Tehtivi 25. Kiytetddn edellisen tehtévan merkintoja ja lisdksi merkitain » ay =
k=1

aja Y b, =0b. Madrittely b = > by, on jarkevi, koska edellisen tehtdvan mukaan
k=1 k=1

n
sarja suppeni ja lisdksi Y by < a. Tehtévidn 7 mukaan b < a, koska suppene-

k=1
van positiivitermisen sarjan summa oli sarjan osasummien jonon pienin yliraja.

oo oo
Mutta vastaavasti sarja » . a; saadaan sarjasta » by uudelleenjirjestelyn avulla,

) - k=1 k=1
joten a < b. Siis a = b.

Tehtiva 26. Oletukset: i a positiiviterminen sarja, f(x) on positiivinen, jat-
kuva ja vihenevi funktioklgikilla x> ko € Zy ja f(k) = ay kaikilla k& > k.
Oletetaan jatkossa, ettd k > ko. Tulkitaan sarjan termin arvo x-akselista ldhte-
viksi pylvdin pinta-alaksi, jonka korkeus on aj ja leveys 1. Tulkinta on jirkeva,
koska sarja oli positiiviterminen. Madréitty integraali voidaan tulkita funktion f
ja x-akselin véliin jaavéksi pinta-alaksi (funktio f oli jatkuva, joten se on myos
integroituva). Koska f oli vihenevi saadaan arvio ar = f(k) > f(k+ 1) = ap41.
Téaten .

ay > (z) do >
k

Summataan kq:sta n:44n

ko+1 n+1
ako—i—...—l—anz/ f(x)dx+...—|—/ flz) de > aggr1 + - .-+ apaa

ko
n n+1 n+1
Saz [ f@dz >
k=ko ko k=ko+1
o
Jos epéolellinen integraali [ f(z) dz suppenee, niin osasummien jono s, =
2
n+1 ’
aj+as+...+ag,+ D, aon kasvava ja ylhdilta rajoitettu, joten se suppenee.
k=ko+1

Kasvavuus seuraa termien positiivisuudesta. Huomaa, ettd alun termeja a; +as+

...+ ay, on ddrellinen midrd, joten ne eivit vaikuta suppenemiseen.
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o
Jos epdolellinen integraali f f(z) do hajaantuu, niin osasummien jono s, = a; +
ko

n
as+ ...+ ag,—1 + >, ap kasvaa rajatta, joten sarjakin hajaantuu.

k=ko
Tehtiva 27. Kun p > 1, niin
| ‘ 1 1 1
P emoe /(1 —p)ar=! l-p p-1

oo
Lisdksi sarja > kip suppenee. Siten integraalitestid todistettaessa saatu arvio

k=1
n+1 n+1
i > / i dx > i
1 k

saadaan muotoon

kun n — oo. Siten

Yhdistamalla tulokset saadaan vaite

et R R

Tehtdva 28. Edellisestd tehtavistd saadaan arvio —2 < i —k% < —1. Olkoon
(sn) alkuperdisen sarjan mielivaltaisella bijektiolla 6 : Z+k|:—1> Z., saadun uudel-
leenjérjestelyn n:s osasumma. Téaten —2 < s, kaikilla n € Z,, joten uudelleen-

jarjestely ei voi supeta kohti lukua x < —2. Itseasiassa voidaan arvioida, etta

> s
S —2< s,
£ 92k — 1)

positiiviset termit osasummassa sy,

missd p = 3, kun n parillinen ja p = ”T“, kun n pariton. Epayhtilon vasem-
malle puolelle saadaan harmoninen sarja, kun n — oo, joten uudelleenjirjestely

hajaantuu.
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Tehtava 29. Tehtdvin 26 menettelylld saadaan arvio

n+1
—~ 1 1
ZEE/—dlen(n+1)—1n1:1n(n+1).
x
k=1 |

Nyt téiten luku n saadaan ratkaistua epiyhtélostéd In(n +1) > 10 eli n > e!® — 1.
Pienin luku n € Z, joka toteuttaa tdméan ehdon on ng = 22026. Siis ainakin ndin
monella termilld harmonisen sarjan osasumma saadaan suuremmaksi kuin luku
10. Tama ei ole valttdm&tta pienin maird termeji, mutta parempaan arvioon

tarvittaisiin hienostuneempia menetelmié.

o
Tehtéva 30. Teoria-osiossa todistettiin, ettd jos Y ax suppenee itseisesti ja jos
k=1

o
>~ b suppenee, niin niiden Cauchyn tulosarja suppenee. Jos nyt lisiksi sarja

k=1

o0 oo o0

> by suppenee itseisesti, niin sarjat > |ax| ja > |bx| suppenevat myds itseisesti
k=1 k=1 k=1

oo
ja niiden Cauchyn tulosarja Y ¢ suppenee. Se suppenee myos itseisesti, koska
k=1
cx = |a| [bk] + - .. + |ak| [b1] = |ck]-
S—— ——

>0 >0
o

Tehtiva 31. Koska e = ) % suppenee itseisesti, niin sen Cauchyn tulosarja
n=0

oo
itsensi kanssa suppenee itseisesti. Tulosarjan e? = > ¢, n:s termi

n=0
11 R N S SR
Ch = —= — — =
nl0l " (n—1!'1 (n—2)!2! 0!'n!
SRS S S
ol (n=1)! 2-(n=2) T (n)!
1 n  inn-—1 1
:—|+—‘ L‘)—F =

Sijoittamalla @ = 1 ja b = 1 Newtonin binomikaavaan (a + b)" = > (})a"*b*

saadaan, ettd 2" = (7) + (1) + (5) + ... + (7). Sijoittamalla t3mé edelliseen

yvhtaloon saadaan viite.
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oo
Tehtiva 32. Koska 2 on pienin alkuluku, niin sarja s; = > # suppenee geo-
k=0""
1_%. Koska summa on darellinen ja
Py
alkulukuja oli oletuksen perusteella darellinen maara, niin tulo

metrisend sarjana (‘pi‘ < 1) kohti summaa

n n o0 n n
[T+~ 113

7 k 1 _1
i=1 i=1 k=0 pZ i=1 1- D i=1 pi

on olemassa &dérellisend. Algebrassa on todistettu tulos, ettd jokaisella luonnolli-
sella luvulla £ > 1 on yksikésitteinen esitys alkulukujen tulona. Siksipd edellinen
yhtalo summaa kaikkien positiivisten kokonaislukujen k kdanteisluvut. Koska tar-
kasteltava sarja suppeneni ja siind on vain positiivisid termejd, niin sen taytyy
supeta itseisesti. Tédten sen termien jarjestystd voidaan vapaasti vaihtaa. Uudel-
leenjérjestelylla harmoniselle sarjalle saadaan esitys
1 e 1

1113 -

=1 k=0 p

pi
TP —1

.:]:

)

Téten harmoninen sarja suppenisi, miki johtaakin ristiriitaan. Téten oletus on

vaard ja alkulukuja on ddretdn méaara.

Tehtdvad 33. Olkoon s, tarkasteltavan sarjan n:s osasumma ja olkoon k € 7
suurin sellainen, ettd 3k < n. Tilléin n = 3k +r, missa r € {0, 1,2}. Osasummaa
s, voidaan siis approksimoida osasummalla sz;. Siis

T

1
Sn:sgk_z?)k—ki‘
i=1

Nyt
. 1 1+1 1 +1 1 1+ +1 1 1
BEELT ST T8 5 10 12 ko 2k—1 2k
1.1 1 1. 1 1 1 1 1 1 1
= (1= 4 (=)= (== )= _ S S
( 2> 4+<3 6) 8 (5 1o> 12 (k Qk—l) 2k
1 1+1 1+1 N 1 1
2 4 6 8 10 12 777 2k—1 2k
_1(1 1+1 1 1 1 N 1 1)
) 2 3 4 5 6 k—1 k
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Siis s3r — %(];1(—1)’”1%) =1In2, kun k — oo.

Jos r =1, niin s, = S3; — — %ln2 — 0, kun £ — o0. Jos r = 2, niin

_1
3k+1
- 1 1 1 _

Sn = S3k — o7 3k+2—>21n2 0, kun k£ — oo.

Téten tdmé alternoivan harmonisen sarjan uudelleenjirjestely suppenee kohti

lukua % In 2.
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