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1 Peruskasitteistoa
1.1 Maaritelmia

Sarjat médritelldén jonojen avulla. Olkoon (a)52; C R mielivaltainen lukujono.

Maérittelemalld kaikilla n € Z luku

saadaan uusi lukujono (s,)2,. Téssd s, on sarjan n:s osasumma ja a, on sar-
o
jan n:s termi. Sarja ) aj suppenee, mikili osasummien jono (s,);, suppenee
ja sarjan summa on ks:eln osasummien jonon raja-arvo. Mikili osasummien jono
hajaantuu, mydskin sarjan sanotaan hajaantuvan. Sarjan n:s jidnndstermi r,, on
[e.e]
> ag. Voidaan siis kirjoittaa
k=n+1

n

00 00
E ap = E ap + E A = Sy + Ty
k=1 k=1

k=n+1
Koska s, on direllinen summa, se on olemassa kaikilla n € Z . Téten sarjan sup-
peneminen riippuu jiannostermin r, suppenemisesta. Huomaa, etta jaiannostermi

ei ole aina hyvin méaéritelty.

Kannattaa huomata, ettd summa on haméava nimi sarjan raja-arvolle. Merkinta

o0
> ay voi tarkoittaa sekd sarjan summaa, mikali sarja suppenee, taikka formaalia
k=1
sarjaa, joka sitten suppenee tai hajaantuu. Adrellisilld summilla a1 +as+. .. +ay,

on aina yksikasitteinen arvo ja niiden termien jarjestystd voidaan vaihdella. Sar-
jan raja-arvoa eli summaa taasen ei ole méaritelty yhtd hyvin. Se voi riippua
termien summauksen jirjestyksestd ja sarjan hajaantuessa sitd ei ole maéaritel-
ty lainkaan. Siten sitd ei voi manipuloida kuten tavallisia summia, koska sarja
on pohjimmiltaan raja-arvo. Téaten sarjoja koskevia lauseita todistettaessa viite

todistetaan sarjan osasummien jonolle.

oo o0

Sarja Y by on sarjan Y aj termien uudelleenjirjestely, mikéli on olemassa bijek-
k=1 k=1

tio o : Z — 7 siten, ettéd by(x) = ay aina, kun k € Z . Télloin siis molemmissa

2
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sarjoista 1oytyvat tdsmélleen samat termit, mutta jirjestys voi olla eri.
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Sarjoja, joilla on oma nimi

[e o]

o Geometrinen sarja > aq® suppenee, kun |q| < 1.
k=0
[e.9]
. Harmoninen sarja » % hajaantuu, joskin hyvin hitaasti. Tarvitaan yli 1, 509-
k=1
10*® termié ennen kuin summa on suurempi kuin 100.
[e.e]
) Alternoiva harminonen sarja Y (—1)¥+ suppenee.
. =1
o Teleskooppisarja Y (ax — ax41) suppenee jos ja vain jos jono (ax); sup-
k=1
penee.

1.2 Perustuloksia

Koska sarjat ovat summien avulla maariteltyja jonoja, pateviat myos kaikki jonoil-

le johdetut tulokset. Cauchyn kriteerid osasummien jonoon soveltamalla saadaan

Cauchyn kriteeri sarjoille. Sarja suppenee jos ja vain jos sen osasummien
jono on Cauchyn jono eli jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n. € Z,
ettd

|5n+k: - Sn‘ = ’an+1 + Qpyo + ...+ a/n+k| <€
aina, kunn >n. jak=1,2,3...
Valitsemalla £ = 1 saadaan

Lause. Jos sarja suppenee, niin lim a, = 0. Sis jos lim a, # 0, nin sarja
n—oo n—oo

hajaantuu.

oo
Harmoninen sarja Y 1 hajaantuu, mutta lim § = 0. Siis sarjan termien jonon

k
1 k—o0
suppeneminen kohti nollaa ei ole riittdva ehto sarjan suppenemiselle.
Cauchyn kriteerin tehokkuus on siini, ettd se mahdollistaa sarjan suppenemis-
tarkastelut ilman etta sarjan summa tunnetaan. Vaikka Cauchyn kriteerin avulla
teoriassa voitaisiin osoittaa kaikkien sarjojen suppeneminen tai hajaantuminen,
niin osasummien jonon osoittaminen Cauchyn jonoksi on yleensé hyvinkin han-

kalaa. Tarvitaan siis tehokkaampia tyokaluja.
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2 Suppenemistesteja positiivitermisille sarjoille

oo
Sarjaa Y aj sanottiin positiivitermiseksi sarjaksi, mikali ay > 0 kaikilla k € Z..
k=1
o0
Lause. Positiiviterminen sarja Y aj suppenee jos ja vain jos Sen 0Sasummien

k=1
jono on ylhddlta rajoitettu eli on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd

n
E ar < M aina, kunn € Z.
k=1
Todistus. Positiivitermisen sarjan osasummien jono (s,)22; on aidosti kasvava.

Téaten se suppenee jos ja vain jos se on ylhéalta rajoitettu. O]

oo oo

Majorantti- ja minoranttiperiaate. Olkoon ) aj ja > by positivitermisid
k=1 k=1

sarjoja. Jos on olemassa sellainen vakio ky € 7., etti ap < by aina, kun k > ko,

nin seuraavat vditteet patevdit:

o0 oo
Jos majoranttisarja Y by suppenee, niin sarja »_ ay Suppenee.
k=1 k=1

e.) o
Jos minoranttisarja _ aj hajaantuu, niin sarja ) by hajaantuu.
k=1 k=1

ko
Todistus. Summat s, = Z ai ja ok, = Z by, ovat ddrellisid, joten ne eiviit vaiku-

ta suppenemiseen. Kun ko on kunmtetty, ne ovat vakioita. Oletuksen perusteella

Zakﬁ Zbk

k=ko+1 k=ko+1

Kun n > kg, niin

Zak—8k0+ Z ak<sk0+ Z bk<8k0—|—0k0+ Z bk—3k0+zbk

k=ko+1 k=ko+1 k=ko+1

o0 [o¢]
Téten, mikili sarja ) by suppenee, niin sarja » | ax on ylhailta rajoitettu ja siten

k=1 k=1

suppeneva.

o0
Liséksi, jos sarja )  aj hajaantuu, niin positiivitermisend sarjana sen osasumimien

? 7
k=1
n

jono kasvaa rajatta. Siten my0s osasummat Y by kasvavat rajatta. O

k=1
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Seuraavassa annetaan ilman todistuksia tavallisimmat suppenemistestit positii-
vitermisille sarjoille. Kaikki nama testit perustuvat siihen, ettd oletusten olles-
sa voimassa voidaan 16ytad sopiva majorantti- tai minoranttisarja, joiden avulla

suppeneminen ja hajaantuminen on osoitettavissa.

o o @]
Vertailuperiaate. Olkoon ) ay ja > by positiivitermisid sarjoja. Jos
k=1 k=1

lim 2 — 1 >0,

k—o0 Of

nun joko molemmat sarjat suppenevat tar molemmat sarjat hajaantuvat.

(o.]
Huomautus. Mikéli klim i—’k‘ = 0, niin voidaan todistaa, ettd sarjan > by sup-
—00 k=1

(0.9] o0
penemisesta seuraa sarjan »  ay suppeneminen ja sarjan »  aj hajaantumisesta
k=1 k=1

oo
seuraa sarjan . by hajaantuminen, mutta ei valttdméatta toisinpain.
k=1

Suhdetesti 1. Olkoon > ay positiiviterminen sarja ja on olemassa sellainen

vakio ko € Z, etta =
! <q <1 aina, kun k > ko
Qg
NN Sarja suppenee.
Jos
GZZI > q>1 aina, kun k > kg

nin sarja hajaantuu.

Tamén tuloksen seuraksena saadaan varsinainen suhdetesti, joka ei kuitenkaan
ole yhdenpitiva tdmén testin kanssa. Se on kuitenkin helpommin muistettavissa
ja miellyttavampi kdyttaa.

Suhdetesti 2. Olkoon > ay positiiviterminen sarja ja
k=1

. Ak41
lim

k—o0 Qg
Talldin seuraavat vdaitteet ovat tosia:
Jos q < 1, niin sarja suppenee.

Jos ¢ > 1, niuin sarja hajaantuu.
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o0
Juuritesti 1. Olkoon > ay. positiiterminen sarja ja on olemassa sellainen va-
k=1
kio ko € Z, ettd
Yar < q <1 aina, kun k > ko

NN Saria Suppenee.

Jos taasen

Yar > q > 1 aina, kun k > kg

nun sarja hajaantuu.
Juuritesti 2. Olkoon > ay positiiviterminen sarja ja
k=1

klim Vap = q

Talloin seuraavatl vaitteet ovat tosia:
Jos q < 1, niin sarja suppenee.

Jos ¢ > 1, niin sarja hajaantuu.

o o0

Huomautus. Tarkastelemalla sarjoja Y. 1 ja Y. 5 néhdéén, ettd suhde- ja juu-
k=1 k=1

ritestid ei voi kiyttia silloin, kun testien vaatima raja-arvo on 1.

Huomautus. Voidaan osoittaa, ettd jos a;, > 0 kaikilla £ € Z, ja raja-arvo

lim Zk+L
k—o0
toa sarjasta, niin myoskin juuritesti antaa saman tuloksen. Tam& ei kuitenkaan

= ¢ on olemassa, niin klim ¥a = q. Taten mikali suhdetesti antaa tie-
— 0

pade toisinpéin yleisesti, joten juuritesti on suhdetestid yleisempi. Useimmiten

suhdetestin kiyttdminen on kuitenkin helpompaa kuin juuritestin soveltaminen.

oo

Integraalitesti. Olkoon Y ay positiiviterminen sarja ja olkoon f jatkuva, va-
k=1

henevd ja positiivinen funktio kaikilla x > ko € Z. Jos lisiksi f(k) = ax, niin

talloin
o0 oo
sarja Z aj suppenee jos ja vain jos epdoleellinen integraali f(z)dx suppenee.
k=ko ko

Edelld esitellyt testit patevit, vaikka osa sarjan termeisté olisikin nollia, silld ne

eivit vaikuta sarjan summaan.
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3 Itseinen ja ehdollinen suppeneminen

[o¢] o0
Sarja Y aj suppenee itseisesti, mikéli sarja > |ax| suppenee. Merkitddn seuraa-
k=1 k=1

vasti
o
/
sh=Y |l
k=1

Lause. Jos sarja suppenee itseisesti, niin se suppenee.

Todistus. Kolmioepayhtaloa soveltamalla saadaan arvio

|Sntk _'Sn|::|an+k‘+'an+k—l‘+---'+'an|fg|an+k|++an+k—ly+"*+¢an|-::|5;+k — 5,

o0

Téten jos jono (s,)%2, on Cauchyn jono, niin myds (s,)>°, on Cauchyn jono,

mistd viite seuraa Cauchyn kriteerin nojalla. O

k+11

oo
Edellinen lause ei pade toiseen suuntaan, kuten sarja ) (—1)"*': osoittaa. Sup-

k=1
penevan sarjan sanotaan suppenevan ehdollisesti, mikéli se ei suppene itseisesti.
Olkoon s, mielivaltainen osasumma ja p, = ! sen positiivisten termien p’

(] K3

summa ja g, = »_ ¢; sen negatiivisten termien ¢, summa. Siten

Snzpn"i_anaS;L:pn_Qn‘

Lisdamalla ja vihentdmalld ndmé puolittain saadaan
1 1
n:_3n+5/ ja n:—Sn—S,.
P = Slsn  50) 2 4 = 5 (0 — 1)

Naista kahdesta tuloksesta saadaan suoraan seuraavat kaksi lausetta.

o0
Lause. Jos sarja Y aj suppenee ehdollisesti, niin sen positiivisten termien sarja
k=1
> ay ja sen negatiivisten termien sarja Y aj hajaantuvat.
ap>0 ar<0
o0
Lause. Sarja Y ai suppenee itseisesti jos ja vain jos sen positiivisten termien
k=1
sarja Y ap ja sen negatiivisten termien sarja Y ay Suppenevat.
ap>0 ar <0
oo
Ensimmiinen lause ei piide toiseen suuntaan, kuten sarja > (—1)*™! osoittaa.
k=1
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Lause. Ehdollisesti suppeneva sarja saadaan uudelleenjirjestelemdlld hajaantu-

maan tai suppenemaan mita tahansa reaalilukua kohts.

Todistus. Tama ei ole eksakti todistus, mutta antaa ymmarrysta todistuksessa
kiytettaviin askeliin. Olkoon € > 0 mielivaltainen ja r € R luku, jota kohden sar-
jan halutaan suppenevan. Koska sarja i ay el suppene itseisesti, niin sarjan po-
sitiivisten termien muodostama sarja jgzrllegatiivisten termien muodostama sarja
hajaantuvat. Siten sarjalla on olemassa ddrettomin monta positiivista ja nega-
tiviista termiéd. Koska sarja i ap suppenee, niin ]}1_{{)10 ap = 0. Siten on olemassa
sellainen vakio k. € Z, ettg_\;ﬂ < € aina, kun k > k.. Taten on olemassa vain
ddrellinen méard termeji (k. kappaletta), joiden itseisarvo on suurempi tai yhté

suuri kuin e.

Téaten sarjan positiiviset termit voidaan jirjestddn vihenevéksi jonoksi (p))22 .
Vastaavasti negatiiviset termit voidaan jirjestdi kasvavaksi jonoksi (g¢},)52,. Mo-
lempien jonojen raja-arvo on 0, vaikka niitd vastaavat sarjat kasvavat tai vihe-

nevat rajatta.

Valitaan pienin sellainen positiivinen j;, etta

Ji
E Pp > T
k=1
Eli valittiin j; ensimmaéista termié positiivisten termien jonosta (p} )52, niin etta
n
summa kasvaa suuremmaksi kuin r. Timé voidaan tehdéd, koska ) pj — oo, kun

k=1
n — 00. Seuraavaksi valitaan pienin sellainen positiivinen j,, etta

Jt J2
/ /
E Pyt E Q < T
k=1 k=1
Joten poimittiin jo ensimmaéisti termid negatiivisten termien jonosta (g;,)%2, niin
ettd kokonaissumma saatiin pienemméksi kuin r. Sitten valitaan pienin sellainen
positiivinen 73, etta

J1 J2 Ja
DY Gt ) m>T
k=1 k=1

k=j1+1
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. e . o , .
Valitsemalla positiivisten termien jonosta termit pj .,,...,p},, saatiin summa
kasvamaan taas suuremmaksi kuin r. Sitten palataan taas negatiivisten termien
pariin.

Tamén toistaminen n kertaa tuottaa summan Sj, 4+ 4. Nyt |Sj ot 4. — T
on pienempi kuin viimeisin lisétty termi, koska (p))32, on viheneva ja (q;.)%2,

[e.@]

kasvava. Koska p}, ¢, — 0, niin saamme kohti r suppenevan sarjan »  a; uudel-

k=1
leenjirjestelyn.

Hajaantumaan sarja saadaan, kun negatiivisten termien jonosta valitaan ensim-

méinen termi ¢j. Jatketaan valitsemalla pienin sellainen positiivinen ji, ettd

Ji
(z p;> .
k=1
Eli poimittiin j; ensimméistd termié positiivisten termien jonosta (p})52,, niin
ettd summa kasvaa suuremmaksi kuin luvun ¢} itseisarvo lisdttyna yhdella. Tama
n
voidaan tehdd, koska Y pj — oo, kun n — oco. Jatketaan ottamalla negatiivisten

k=1
termien jonon toinen termi ¢. Valitaan sitten pienin sellainen positiivinen jo, ettd

J1 J2
(ZPL> + ( > pz) +di g > 2
k=1 k=j1+1

Nyt uudelleenjirjestelyn summa kasvoi suuremmaksi kuin 2. Téaté jatkamalla m:s
askel on valita sellainen pienin sellainen 7, € Z, ettd

m Ji

> oo +d|>m,

i=1 k=ji_1+1
missd jo = 1. Téten uudelleenjirjestelyn m:s osasumma on suurempi kuin m.
Niin alkuperiisen sarjan termit saadaan jirjestettyd uudelleen, niin ettd uuden
sarjan osasummien jono kasvaa rajatta. Taten sarjan uudelleenjirjestely hajaan-

tuu.

Mahdolliset nollatermit voidaan molemmissa tapauksissa lisitd uudelleenjirjes-
telyihin mielivaltaisilla tavoilla, ilman ettd se vaikuttaa sarjojen suppenemiseen

tai hajaantumiseen. O

10
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Huomautus. Olennaista edellisessa todistuksessa on se, ettd positiivisten termien
ja negatiivisten termien sarjat hajaantuvat. Taten sarjan uudelleenjirjestelyis-
si voimme kasvattaa tai vihentda kokonaissummaa mielivaltaisen paljon riippu-
maatta siitd, mitkd termit on jo kiytetty. Kuitenkin molemmissa on mielivaltaisen

pienid termejé, joten summaus saadaan lopulta halutessamme suppenemaan.

o)

Esimerkiksi sarjan > (—1)¥*! uudelleenjiirjestelyjen osasummat saadaan kasva-
k=1

vaan tai vihenem&dn mielivaltaisen suuriksi. Kuitenkaan ne eivit voi supeta,

koska kiytossé ei ole mielivaltaisen pienid termeja.

Seuraavan lauseen todistus on harjoitustehtidviné.

Lause. Suppenevan positiwvitermisen sarjan termien uudelleenjdrjestely er vaiku-

ta sarjan suppenemiseen tai SUMMaaGn.
Tamén avulla saadaan

Lause. [tseisesti suppenevan sarjan termien uudelleenjirjestely er vaikuta sarjan

suppenemiseen tai Summaan.

oo
Todistus. Todistuksen periaate on seuraava. Olkoon s = ) a; mielivaltaisen it-
seisesti suppenevan sarjan summa. Nyt sarjan positiivistlézlja negatiivisten ter-
mien sarjat suppenevat ja s = p + ¢, missd p on positiivisten termien sarjan
summa ja ¢ negatiivisten termien sarjan summa. Positiivitermisen sarjan ter-
mien jarjestely ei vaikuttanut sarjan summaan, joten positiiviset ja negatiiviset

termit voidaan jérjestelld p:ssa ja ¢:ssa vapaasti.

m

Olkoon o, = > by mielivaltaisen uudelleenjérjestelyn m:s osasumma. Nyt tdmén
k=1

osasumman termit voidaan jarjestdd positiivisiin ja negatiivisiin. Nyt

lim o, = lim Zbk—i— lim Zbk:p—FqZS.

m—00 m—00 m—00

bi>0 b <0

O

Taten huomataan, ettd itseisesti suppenevat sarjat ovat muita sarjoja parem-

min méariteltyja. Niiden summa on olemassa ja summausjirjestys voidaan valita

11



Sarjat 10. syyskuuta 2005 sivu 12 / 17

mielivaltaisesti.

12



Sarjat 10. syyskuuta 2005 sivu 13 / 17

4  Alternoivat sarjat

Olkoon (ax)2, positiiviterminen jono. Téll6in sarjaa

Z(—l)k+1ak =a1—ay+as3—as+ ...
k=1

sanotaan alternoivaksi sarjaksi.

Leibnizin lause. Olkoon (a;)32, positiiviterminen vihenevd jono ja klim a = 0.
—00
Tdlloin sarja

Z(_l)kJrlak

1

(0.9]
k=
suppenee.

Todistus. Olkoon s, sarjan n:s osasumma. Nyt

n+k
_ i+1
[k — sl = | D (1) asf.
i=n-+1
Koska jono on vidhenevi, niin a,, 1 > @42 > ... > anix ja ki ollessa parillinen
saadaan, etta

Sn4+k — Sn| = Apn41 — Ap42 T Ap43 — Ap4da cee - A4k
| | + +o (D)
= Qp41 — (an+2 - an+3) - (an+4 - @n+5) T Qptg
-~ -’ ~ NV v
>0 >0 >0
< Qp41.

ja k:n ollessa pariton saadaan, etté

_ k+1
‘3n+k - Sn’ = Qp+41 — Q42 + Gp43 — Ap4a +...+ <_1) An+k
Apy1 — (an+2 - an+3) - (an+4 - an+5) e (an—l—k—l - an—i—k)
o A g N g
Vv Vv Vv
>0 >0 >0
S Ap+1
Siis [Spak — Sn| < @pp1 — 0, kun n — oo ja k =1,2,3,.... Siten s, on Cauchyn
jono ja sarja suppenee.

[l
13
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Huomautus. Leibnizin lauseessa oletus jonon vihenevyydesti on tirked. Jos sarja

[o¢]
on alternoiva > ay ja klim = 0, niin sarja voi hajaantua. Esimerkiksi kity sarja
k=1 —00

I gq
+-—=4...,
5 6

missd g # 1.

Todistuksessa saatiin arvio |$,.x — Sn| < a,11 kaikille & € Z, . Siten mikéli sarja
suppenee, niin

n

S (=D a = ()R ay| = |s = su| < anar-
k=1

k=1
Téaten sarjan summaa arvioidessa osasummalla s, tehddin virhe, jonka itseisarvo

on pienempi tai yhtd suuri kuin ensimmaéinen pois jitetyn termin itseisarvo.

14
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5 Sarjojen algebraa ja Cauchyn tulosarja

Koska sarjoissa on ddrettoméan monta termid, tdytyy tavalliset laskuoperaatiot
kuten yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolasku méairitelld sarjoille erikseen. Seu-

raavassa esitellyt médritelmét ovat vain yhdet mahdolliset.

[&.°]

Olkoon > ay ja > by sarjoja ja a, # € R. Talloin mééritellaén
k=1 -1

— k—
az ajp + ﬁz ap = Z(aak + Bby).
k=1 k=1 k=1

Tam& maaritelma sisaltaa siis sarjojen yhteen- ja vahennyslaskun seké kertomisen

skalaarilla.

o0 o0 (o)
Sarjojen > ay ja Y. by Cauchyn tulosarjaksi nimitetddn sarjaa »_ ¢, missé
k=1 k=1 =1

[e.9]

C = albk + agbk_l + ...+ akbl = Z aibj.
i+j=k+1
Téaten
Z C = a1b1 + (a1b2 -+ CLle) —+ (a1b3 + a2b2 + (lgbl) + ...
k=1

Nyt jakolasku voidaan maarittda kertolaskun kianteislaskutoimituksena. Asete-

taan, ettd

by

1

Qg .

oo o oo
> =
k=1 k=1 k=
o 0 o0
jos ja vain jos sarja Y aj on sarjojen »_ by ja > dy Cauchyn tulosarja.
=1 k=1 k=1
Huomautus. Edelliset maéritelmat yhtyvit reaalilukujen laskutoimituksiin, jos

reaaliluku » € R tulkitaan sarjaksi
r+0+0+...

Télloin esimerkiksi d = ¢ jos ja vain jos a = bd. Sarjan voisikin tulkita vektoriksi,

jossa on darettomin monta koordinaattia.

15
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Niille sarjojen laskutoimituksille voidaan johtaa erilaisia ominaisuuksia, kuten
seuraavan lauseen, jonka todistus on harjoitustehtavana.
o0 [e.e]
Lause. Olkoon Y ar = Sy ja > by = Sy kaksi suppenevaa sarjaa. Nyt niiden
k=1 k=1

sSummasarja suppenee ja

e.)
> (ar +by) = S1+ S
k=1
Cauchyn tulosarjan suppeneminen ei kuitenkaan ole itsestién selvid, kuten seu-

raavan lauseen todistus osoittaa.

Lause. Jos sarja Z a suppenee itseisesti ja sarja Z b suppenee, niin niiden
k=1 k=1
Cauchyn tulosarja suppenee ja sen summa on ndiden sarjojen summien tulo.

Todistus. Merkitdan seuraavasti:

n oo o0
_ I : _ b
Sy = ap , s = lag| ja o, = i
k=1 k=1

k=n+1

Merkinnét ovat jarkeviad oletusten perusteella. Nyt

n

Z Cr — a1b1 + (albg + a,gbl) + ...+ ((Ilbn + agbn_l + ...+ anbl)
k=1

:a(bl+b2+...+b )+a2(bl+b2+...+bn,1)+...+anb1

k=1 k=2

k=n+1

= Spn E bk_ a10n+a20n 1+ +an01)
k=1

—)\n
= Sp, Z bk - A
k=1
Siis jos lim A, = 0, niin lim ) ¢ = lim (s, Z be) = (D ag) (D] by) mika
n—oo n—o0 k=1 n—00 k=1 k=1

olikin todistettavana.
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o oo
Koska ) by suppenee, niin lim > b, = lim o, = 0. Eli mielivaltaista ¢ > 0
k=1 N0 ipt n—00

kohti on olemassa n, € 7, siten, ettd |o,| < 55 aina, kun n > n.

|/\n| = |(l10'n + 20 -1 + ...+ CLnO'1|
= |a10'n + 201+ ...ty 410n, + A/ Opip1 + ...+ an01|
< |a10n + af20n—l| +..o+ |an—n’5+la—ng| + }an—n’ean’é-&-ll R |an0—1‘

€
< 2—8,(|01| + oot ) F | Ona | 4+ |ano

Nyt |a1]| + ... + |an,n/e

< s'. Koska TL]LI& a, = 0, |o,| on rajoitettu ja n. vakio,

niin voidaan valita sellainen n! siten, etti
€ : "
Un—nt Onz 41|+ -+ |apo| < 5 aina, kun n > n!
Valitsemalla n. = max{n”, n.} saadaan, etti
e €, :
|An] < 5+ 558" = € aina, kun n > n,
2 2s

Koska € oli valittu mielivaltaiseksi saadaan, ettd A, — 0, kun n — oc. O

Taman lauseen avulla voidaan todistaa seuraava lause.

Lause. Kahden itseisesti suppenevan sarjan Cauchyn tulosarja suppenee itsei-

sesti.
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