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1 JOHDANTO

1.1 Eraita valttamattomia taustatietoja

1.1.1 Tilastollisen paattelyn keskeisimméat kulmakivet

Reaaliarvoisia satunnaismuuttujia merkitaan talla kurssilla pienilla kirjaimilla.
Suurilla kirjaimilla merkita&dn matriiseja ja vektoreita, joista puhutaan tarkem-
min luvussa 1.1.2.

Maéaritelmé 1.1.1: Reaaliarvoisen satunnaismuuttujan z kertymdafunktioksi F,
sanotaan funktiota

F,t)=P(x<t) teR!

On helppo ndhda, etta jokaisella kertyméafunktiolla on ominaisuudet
(i) F, on kasvava

(ii) F, on oikealle jatkuva

(iii) Fy(—00) =0 ja Fx(co)=1 .
Toisaalta jokainen funktio, jolla on ominaisuudet (i) - (iii), voidaan tulkita jonkin
jakauman kertymafunktioksi. Kun kertymafunktio tunnetaan, voidaan kaikkien
mahdollisten valien todennékoisyydet P(a < x < b) laskea, ja niiden avulla
puolestaan voidaan muodostaa kaikkien tapahtumien (z € A) todennakoisyydet,
kunhan A on muodostettavissa valeista numeroituvalla maaralla joukko-opillisia
alkeisoperaatioita (yhdiste, leikkaus, komplementti). Tapahtumaa (z € A) sano-
taan melkein varmaksi, mikali P(x € A) = 1.

Maaritelmé 1.1.2: Satunnaismuuttujan = jakaumaa sanotaan jatkuvaksi, jos
F, on derwoituva " melkein kaikkialla”, ts. jos on olemassa integroituva funktio
fr: R} — R | jolle patee

t
Fut)= Pz <t) = / fo(u) du jokaisella teR!

— 00

ts. jolle f.(t) = Fi(t) = 4F,(t) (korkeintaan numeroituvaa pistejoukkoa lukuun

ottamatta). I

Maaritelméa 1.1.3: Jatkuvan satunnaismuuttujan z odotusarvoksi sanotaan lu-
kua

pw= [ tnma

mikali po. integraali on hyvin maaritelty. Transformoidun muuttujan g¢(x) odo-
tusarvoksi sanotaan (vastaavin ehdoin) lukua

E (g(x)) = / o(t) - fu(t) dt
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Lukuja
g :/ thoft)ydt , k=1,2,...

sanotaan = :n origomomenteiksi, mikali ne ovat hyvin maariteltyja.
Merkitdén nyt = :n ensimméistd momenttia (ts. sen odotusarvoa) symbolilla
pu=ca; . Talloin voidaan méaaritelld, 2 :n keskusmomentit

oo

= E (z — p)* :/ (t—p)k- fo(t)dt , k=2.3,...
Huomattakoon, etta u, on olemassa jos ja vain jos «, on olemassa. Lisaksi
voidaan helposti nahda, ettd oy :n olemassaolo takaa myos alempien kertalukujen
momenttien ai,...,a5_1 ja po,...,ur—1 olemassaolon.

Erityismaininnan ansaitsee toinen keskusmomentti

po = B (z — p)? = var(e) = 0%,

jota kutsutaan = :n wvarianssiksi. Sen neliGjuurta o, kutsutaan = :n hajon-
naksi. |

Maaritelmé 1.1.4: Tarkastellaan nyt kahta samassa mallikokonaisuudessa (sa-
massa ”todennékdisyyskentéssd” ) madriteltyd satunnaismuuttujaa = ja y. Yh-
dessa niita voidaan ajatella erdanlaisena kaksiulotteisena ”vektorimuuttujana”
Z = (x y) . TAmin vektorimuuttujan jakauma (tai = :n ja y :n ”yhteisja-
kauma”) voidaan karakterisoida ns. kertymdfunktion

Fr(s,t) = Fpy(s,t)=P(x<s, y<t) steR

avulla, ts. kaikki jakaumaan liittyvat todennakoisyydet voidaan johtaa tasta
kahden argumentin reaaliarvoisesta funktiosta.
Mikali kertymafunktiolla F, ,(s,t) on hyvin méaaritellyt, jatkuvat sekaderivaatat

82
fz2(s,t) = fay(s,t) = mFx,y(svt)

"melkein kaikkialla”, sanotaan yhteisjakaumaa jatkuvaksi ja funktiota £, ,(s,t)

sen tiheysfunktioksi. Tama nimitys johtuu tietenkin siita, ettd f,,(s,t) >0 kai-

killa s,t ja

s t
nyy(57t) :/ / fz,y(sl,t/) dS/dt/

Maaritelméa 1.1.5: Jos muuttujien z ja y yhteisjakauma on jatkuva, ovat myos
ns. ehdolliset jakaumat (y |z =s ja =z |y =1t) jatkuvia ja niiden tiheysfunktiot
ovat verrannollisia f,,(s,¢)- pinnan pystysuoriin poikkileikkauskuvioihin

fyla=s(t) < foy(s,t) , teR! ja foly=e(s) X fay(s,t) , s€R!
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Jotta naiden ehdollisten tiheysfunktioiden normitukset saataisiin oikein suorite-
tuksi, on maariteltava

_ fw,y(&t)
fy|m:s(t) = £.(5) , te€ RL
ja
_ Joy(s,t)
faly=t(s) = AR seR!

Tassa f.(s) ja f,(t) edustavat z :nja y:nns. reunajakaumien tiheysfunktioita,
jotka saadaan yhteisjakauman tiheysfunktiosta f.,(s,t) kaavoilla

fols) = / fr(s.t)dt
ja

fy(t):/_oo foy(s,t)ds .

Maaritelmé 1.1.6: Muuttujaa = sanotaan muuttujasta y rippumattomaksi
(z || y), mikali kaikki ehdolliset jakaumat = |y =1t (kaikilla ¢) ovat samanlaisia,
ts. mikali kiisitys y m arvosta ei milldén tavalla muuta meidin kisitystimme
x :n kayttaytymisesta. Kuten helposti nahdaan, tdmé ehto toteutuu jatkuvien
muuttujien yhteydessa silloin ja vain silloin, kun

fibyy(&t) Efat(s)fy(t) v S,tERl

Téasta nahdaan, etta riippumaattomuusominaisuus on itse asiassa symmetrinen:
Jos z || y,onmyos y || z . Tasta syysta talloin yleensa sanotaankin z :n
ja y m olevan toisistaan riippumattomia. Mikili muuttujat eivit ole toisistaan
riippumattomia, niita sanotaan toisistaan riippuviksi. i

Maaritelméa 1.1.7: Muuttujien = ja y johdannaisten g(z,y) odotusarvo maari-
telladn kaavalla

Eg(z,y) :/ / 9(s,t) - fuy(s, t)dsdt
Helposti nahdaan, etta tulos
||y = E(h(x)-ha(y)) = Ehi(z) - Eha(y)

patee aina, kun kaavassa esiintyvat odotusarvot ovat hyvin maariteltyja.
Mikali z :n ja y :n toiset momentit (varianssit) ovat hyvin maariteltyji, sanotaan
x :n ja y :n valiseksi kovarianssiks: lukua

Ozy = cov(z,y) = E(z — Ex) (y — Ey)

3



Havaitaan heti, etta
z |y = cov(z,y)=0

mutta kaanteinen tulos ei missaan tapauksessa pida paikkaansa. i

Maaritelmé 1.1.8: Koska kovarianssin kasite on mittakaavasidonnainen, kay-
tetdan lineaarisen riippuvuuden mittarina useimmiten ns. korrelaatiokerrointa

cov(z, y)
Puy = corr(z,y) =
var(x)var(y)

Edellisen kommentin mukaisesti
r |y = corr(z,y) =0 ,

mutta
corr(z,y) =0 # z || y

Liséksi todettakoon, ettd ns. Schwarzin epayhtalon mukaisesti
(cov(z,y))® < var(z) - var(y)

joten —1 < corr(z,y) <1 . Adriarvot +1 merkitsevit itse asiassa sita, etta y :n ja
x :n arvot ovat aivan tarkasti samalla suoralla, joten tallaisessa tilanteessa y :n
ja 2z :n yhteisjakauma olisi singulaarinen eika oikeasti jatkuva. i

Maaritelmé 1.1.9: Tarkastellaan nyt useampiulotteista (”vektoriarvoista”) sa-
tunnaismuuttujaa X = (2 .. ,) . Muuttujan X yhteisjokauman ker-
tyméafunktiolla tarkoitetaan funktiota

FX(tla'”atm) :FX(T) :Fxl ..... zm(tly"';tm) :P(Il Stlw'-va Stm) 5

T=(t1 .. tw) € R"
Mikali kertymafunktiolla Fy on hyvin maaritellyt m. kertaluvun sekaderivaatat

am

"melkein kaikkialla” R™:ssa, sanotaan jakaumaa jatkuvaksi.
Jos X :n komponentit ajatellaan jaetuiksi kahteen ositteeseen

X:(X(l)/ X(Q)/)/:(xl o Tk XTgg1 .. xm)/ ,

voidaan puhua ositteiden X® ja X®@ (moniulotteisista) reunajakaumista,
joiden tiheysfunktiot ovat muotoa

oo oo
fx1 ..... xk(tl, ...,tk) = / .. / ff1 _____ Ty Tht1ses rm(th v Uy Tt ...,tm) dtgyr - - dtpy,
— 00 — 00
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oo oo
fzk-%—l ~~~~~ 93m(tk+1’ ’tm) = / o / fCElww;wk-,ywk-%—l ----- !Em(tlv "‘vtkvtk+17 7tm) dtl T dtk
—oc0 —oco

Ositteen X  ehdollisen jakauman tiheysfunktio olisi muotoa

f (t t ) _ f:El,...,:Ek,Ik+1 ..... Im(t17"'7tk7tk+l7"'7tm)
T1yees Tl | Thop 1 =t 150y T =t \b1y o0y UK ffbk+1 ..... mm(tk+17~-~7tm)

Esimerkiksi kolmen yksiulotteisen satunnaismuuttujan (z y 2z) yhteiskéyt-
taytymista tarkasteltaessa voidaan maéritella ns. ehdollinen riippumattomuus
(<z || y>|z) ominaisuutena

fac,y\z:u(svt) = f:c\z:u(s) : fy\z:u(t) v Sat S Rl )

olipa « mika tahansa. Taméa ominaisuus on kaytannon ongelmia tutkittaessa
erityisen tarkea. Esimerkiksi tilanteessa, jossa z :11a ja y :lla kuvattavilla empii-
risilla suureilla ei ole mitdan suoraa yhteytta keskendan, mutta niithin molempiin
vaikuttaa yhteinen, = :lla kuvattava taustatekija, ilmenee = :n ja y :n kayttay-
tymisessa usein naennaista yhdenmukaisuutta. Kéytetyn matemaattisen mallin
kannalta tama merkitsisi sita, etta = ja y nayttaisivat kaksiulotteisen yhteisja-
kaumansa valossa riippuvan toisistaan, mutta siitd huolimatta 2 ja y olisivat
(kolmiulotteisen yhteisjakauman valossa) ehdollisesti toisistaan riippumattomia,
kun z on kiinnitetty (= | y , mutta <z | y>[z). i

Maaritelma 1.1.10: Tarkastellaan (jatkuvaa) vektoriarvoista satunnaismuuttu-
jaa Y =(y1 .. um) ,jonka komponenttien varianssit var(y;) j=1,..,m ovat
aarellisia. Muuttujan Y kovarianssimatriisilla tarkoitetaan m x m- neliomatrii-
sia

var(yi) e COV(Y1,Ym)
cov(Y)=E[Y —EY)(Y — EY)] = .
(cov(yl,ym) var(ym) )
Maaritelméansa mukaisesti kovarianssimatriisit ovat aina symmetrisia ja ei-nega-
tiivisesti definiitteja.
Jos A on kiinted n x m- matriisi, voidaan helposti todeta, etta

CovV(AY) = E [(AY — A E(Y)) (AY — A E(Y))'] = A cov(Y) A’

(Kovarianssimatriisin ei-negatiivinen definiittisyys ndhddan tdmén tuloksen pe-
rusteella valittomasti ajattelemalla, etta n =1, silla talloin cov(AY) = var(AY) ,
joka on aina ei-negatiivinen.) i

Maaritelméa 1.1.11: Paattymattoman satunnaismuuttujajonon zi,zs,...,z,,... sa-
notaan suppenevan todenndkdisesti (in probability) kohti vakiota u, mikéli

lim P(|a,—p|>e)=0

n—oo
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olipa ¢ > 0 kuinka pieni tahansa. Todennakoista konvergenssia kutsutaan
usein my0s satunnaismuuttujajonon heikoksi konvergenssiksi. Siita kaytetdan
joko merkintaa

plim z, =pu tai merkintaa Ty — p

n—0oo

Satunnaismuuttujajonon zi,zs,...,z,,... sanotaan suppenevan jakaumaltaan kohti
rajamuuttujaa z, mikali

lim F, (t) = F.(t) jokaisessa F, :n jatkuvuuspisteessa t .

(Funktion F, oletetaan olevan hyvin mééaritelty kertyméfunktio, mutta rajaja-
kauma ei valttamatta ole jatkuva, vaikka jonon kaikki satunnaismuuttujat =,
olisivatkin jatkuvia.)

Huomattakoon erityisesti, ettd jos plim ,, .o z,, = p , lahestyy kertymafunktiojono

F,, rajafunktiota
{ 0 kun t<u

1 kun t>p

ts. muuttujajonon jakaumat lahestyvat rajajakaumaa, joka on konsentroitunut
yhteen pisteeseen u,ts. Plx=p)=1. i

lim F, ()=

n——oo

Lause 1.1: (Suurten lukujen laki)

Oletetaan, ettd z1,zs,...,2,,... on jono toisistaan riippumattomia, samalla tavalla
jakautuneita satunnaismuuttujia (merkitdan =, ~ i.i.d.), joilla on dérelliset toisen
kertaluvun momentit. Merkitaan u= EX, ja o2 =var(z,) . Talloin

n
_ 1 P
xn:—g Ty — W
n-
=1

kun n — o . I

Lause 1.2: (Keskeinen raja-arvolause)
Jos w, ~i.id. (F,), Ex,=p ja var(z,)= E(z, —p)? =02 < oo, niin

yu = Vit PN

ts.
t
3 1 1.2
lim F, (t)=®(t) , jossa @(t):/ —e b ds
n—oo oo /_Tr

Lause 1.3: (Moniulotteinen keskeinen raja-arvolause)
Jos X, = (zmin .« Tmn )/ ~ did , EX, = p = (g1 . fpm )’ ja
cov(X,) = B(X, — p)(X,, —u) =% on hyvin maaritelty, patee

Y, = \/E(Xn — )

jossa X, =Li(X;+..+X,) ja N,(0,%) tarkoittaa m - ulotteista multinormaali-
jakaumaa. i

asympt.
~J

Np(0,%)



1.1.2 Matemaattisia merkintoja ja maaritelmia

Merkitaan matriiseja ja vektoreita suurilla kirjaimilla ja niiden elementteja pie-
nilla. Esimerkiksi

a1 A1m
X=(z1 .. z,) € R" ) A= C . nxm
an1 Anm,
Kuten tunnettua, voidaan matriisitulon
La(Z)=AZ ZeR"

ajatella vastaavan lineaarikuvausta L, :R™ — R™ , jonka kuva-avaruus L,(R™)
on samalla A:n sarakkeiden virittama R™:n lineaarinen aliavaruus, jota usein
merkitaan symbolilla col(A).

Kuva 1.1: Kuva-avaruus col(4; A4;) tapauksessa n=3, m=2,
jossa A; =(05 05 1.25) ja A, =(05 1 1.5) .




Apulause 1.1: Jos Z; e R™ ja Zy € R™ ovat kaksi vektoria, joille patee Z;Z, =0,
ovat Z; ja Z, (euklidisen geometrian mielessd) kohtisuorassa toisiaan vastaan
(2, L Zy).

Todistus: Fuklidisessa geometriassa vektorin Z € R™ pituus (etéisyys origosta)
on (Pythagoraan lauseen mukaisesti) muotoa | Z |= /22 + ... + 22, = VZ'Z . Mat-
riisitulon peruslaskusdantdjen mukaisesti taas

| Zy + Zo |*= (Z1 + Z2)(Z1 + Zo) = 2171 + ZoZy +2- 2125

joten
2y L Zy <— ZiZQ =0

Apulause 1.2: Jos A on wvajaa-asteinen (ts. r = dim(col(A)) = rank(4) < m ),
se voidaan aina hajottaa muotoon

A=apf (1.1)

jossa a on nxr- matriisi ja 8 on m xr- matriisi. Talloin siis col(4) = col(a). g

Maaritelméa 1.1.12: Olkoon A taysiasteinen. Ortogonaaliseksi projektioksi col(A):lle
sanotaan matriisiin

Py=AAA)A (1.2)

liittyvaa lineaarikuvausta. Aliavaruuden col(A) ¢ R® ortogonaaliseksi komple-
mentiksi col(A)+ sanotaan sitd R™:n lineaarista aliavaruutta, jonka jokainen
vektori on kohtisuorassa col(A):n jokaista vektoria vastaan.

(Ortogonaalinen projektio col(A)t:lle vastaa luonnollisesti matriisia
I—Py=1-AAA)TA.)

Mita tahansa matriisia, jonka sarakkeet virittavét col(4)*:n, merkitdan geneeri-
sella symbolilla A, . I

Maaritelméa 1.1.13: Lineaarikuvauksen L, ytimeksi Y(A) sanotaan niiden
vektorien Z € R™ muodostamaa joukkoa, joille AZ = 0.
Jos A on kirjoitettu muotoon A= ap’, on siis

Y(4) = col(B)* = col(B.)

Maaritelmé 1.1.14: Neliomatriisia A sanotaan positiivisesti definiitiksi, jos

X'AX >0  kaikilla X #0
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(Talloin kéytetdén usein merkintdd A - 0.)

Vastaavasti nelidmatriisia sanotaan ei-negatiivisesti definiitiksi (tai positiivisesti
semidefiniitiksi), jos X’AX >0 kaikilla X e R™.

Neliomatriisin jaljelld (trace) tarkoitetaan sen diagonaalielementtien summaa

tr(A) = i Qi
=1

|
Apulause 1.3: Symmetrinen matriisi A voidaan aina esittda muodossa
A:meziymﬁg (1.3)
i=1
jossa R = (R, .. R,) on ortogonaalinen (R'R = I) ja diagonaalimatriisi
A =diag(\g, ..., \,) koostuu A:n ominaisarvoista. i

Huomautus 1.1: Symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat aina reaalisia, joten
spektraaliesityksen (1.3) kaikki osatekijat ovat reaalisia. Hajotelmasta (1.3)
seuraa tietenkin, etta

AF = RAFR =Y N RiR]
=1

kaikille kokonaisluvuille k.
Liséksi

n n

det(4) =[] x ja tr(A) => X

i=1 i=1

Apulause 1.4: Jos symmetrinen matriisi on positiivisesti definiitti, on aina l6y-
dettavissa sellainen alakolmiomatriisi L ja sellainen yldkolmiomatriisi U, etta

A=UU =LL . (1.4)
Tata hajotelmaa kutsutaan Cholesky- dekompositioksi. i
Maéaritelmé 1.1.15: Olkoon F = (F, .. F,) :R™ — R" kuvaus, jonka kom-

ponenttifunktioilla F; (j =1,..,n) on jatkuvat osittaisderivaatat. Talloin F:n
derivaattamatriisiksi pisteessa X € R™ sanotaan matriisia

oF, oF
Oy 0T
DﬂXﬁ:( - )

oF, oF,
Oxq o Oxm




Jos n =1, sanotaan vektoria VF(X)= DF(X)" funktion F gradienttivektoriksi
ja matriisia

2
D?F(X) = D(DF(X)) = <8igxg>

F:n Hessin matriisiksi.
Jos F on kahdesti jatkuvasti derivoituva, on D?F(X) aina symmetrinen. g

Huomautus 1.2: Maaritelméan 1.1.15 mukaiset derivoimissdaannot ovat kutakuin-
kin koulussa opittujen kaltaisia, silla esimerkiksi

D(AX)= A , D(X'AX) =2X'A
ja
DG o F(X) = DG(F(X)) DF(X)
Mainittakoon myos 2. asteen Taylor- kehitelméa pisteessa X,, kun n = 1:

1

F(X) = F(Xo)+ DF(X,)(X = X,) + 5,

(X_XO)/DQF(XO)(X_XO)"’ [ X=X, o(X-Xo)

jossa o(Z) toimii geneerisena symbolina termille, joka on pienempaé suuruus-
luokkaa kuin Z, ts. jolle lim z_, HlTH o(Z) = 0. i

Madritelméd 1.1.16: Matriisin 4 (m x n) ja B (p xr) ns. Kroneckerin
tulolla tarkoitetaan mp x nr- matriisia

allB alnB
A®B= . .
anmB ... amnB

Ns. wvec- operaattori taas maaritellaan seuraavasti: Jos A on m x n- matriisi
A= (A1 An) s Aj, c€R™ s

tarkoitetaan vec(4):lla mn- ulotteista vektoria

Ay
vec(A)=| = | erR™
An,

Jos A on symetrinen n x n- matriisi, tarkoittaa vec(4) sitd in(n+1)- ulotteista
vektoria, joka koostuu A:n alakolmion elementeista. Vastaavasti vec(4) koostuu

A ylakolmion elementeista. i
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1.2 Regressiomallit ja niiden kayttoa koskevat rajoitukset

Tarkastellaan aikasarjojen y, ja X, = (z1y .. ) valistd riippuvuutta kos-
kevia regressiomalleja

v =9(X,0)+e {ed I {X:e}

et~ NID(0,6%) , t=1,..n

Téassa {g(-,4)} on jokin riittdvan sdannollinen funktioparvi, jonka tehtavana on
siis kuvata y;:n regressiofunktiota X;:n suhteen, ts.

E(y | Xi = X) = g(X,3)

(Huom.: Muuttujan X, reunajakaumamallia ei valttamétta tarvitse spesifioida
lainkaan.)

Tutuin tapaus liittyy epéilemétta lineaariseen regressiofunktioon g¢(X,8) = 3'X,
jolloin voidaan johtaa eraitd hyvin tunnettuja, B:n estimointiin liittyvia optimaa-
lisuustuloksia (esim. ns. Gauss-Markovin lause). Numeroidaan nyt lineaariseen
regressiomalliin liittyvat tavanomaisimmat perusoletukset erikseen, jotta niihin
olisi myohemmin mahdollisimman helppo viitata:

vy =0 Xi+e
(1.6)
El | X)=0 , t=1,...n
cov((er .. e,)) =01 (1.7)
{eed NI {Xe} (1.8)
g ~ NID(0,0?%) (1.9)
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Oletus (1.8) tekee tietenkin regressiomallien kayton taysin mahdottomaksi ti-
lanteissa, joissa selittavien tekijoiden X; ja vastemuuttujan y, valilla esiintyy
vuorovaikutuksia.

Huomautus 1.3: Kuten tunnettua, voidaan malli (1.6) — (1.9) esittaa kaikkien
havaintoylsikoiden osalta kompaktisti vektorimuodossa

Y=XB+e , e~ N,(0,0%) (1.10)
jossa
Y = (yl Yn )/
T11 Tim
X=(X; X,) = ja
Inl Tnm
e= (&1 en)

Ns. OLS- estimaattori (pienimmaén nelidsumman estimaattori)

B=(X'X)"1X"Y (1.11)

on oletusten (1.6) — (1.8) vallitessa Gauss-Markovin lauseen mukaan g:n ”pa-
ras” (MVU) estimaattori. Jos malliin liittyy myos oletus (1.9), on 3 samalla
my6s B:n ML- estimaattori Perusmallin (1.6) — (1.9) puitteissa OLS- estimaat-
torilla (1.11) on tunnetusti seuraavat ominaisuudet:

B~ Np(B,02(X'X)7Y)
E=Y-XB=(I-Px)Y=(—-Px)e ~ Nu0,06° - Px)) , (1.12)

B E

Huomautus 1.4: Palataan viela hetkeksi regressiomallin (1.5) yleisempaan muo-
toon, jossa regressiofunktio ei valttamatta olekaan lineaarinen. Esimerkkina
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epalineaarisesta regressiomallista mainittakoon ns. kahden panoksen CES- tuo-
tantofunktiomalli (Constant Elasticity of Substitution)

B4

B3

v =5 [(1=B)L™ + Bk ™| P 4e . e~ NID(0,0%) (1.13)

jossa

Yt tuotannon jalostusarvo kiinteisiin hintoihin periodilla ¢

L; « tybpanos (tehdyt tyotunnit) po. toimialalla
K; < paaomapanos

s virhetermi

Mallia (1.13) ei selvastikdan voida muuttaa lineaariseksi minkaanlaisten muut-
tujatransformaatioiden avulla.

Jos p3 — 0, saadaan (1.13):n rajatapauksena malli
Yt = ﬁlelK;yz + Et 5 (114)

jossa
y1=01-02)8: Ja 2=

Mallia (1.14) sanotaan Cobb-Douglas- malliksi. Mikéli se muotoiltaisiin virhe-
termin osalta multiplikatiiviseen muotoon

v =B L K%k, , log i ~ NID(0,06%) (1.15)
voitaisiin malli ”linearisoida”logaritmiseen skaalaan siirtymalla
log vy =2 +771log Ly +v5log Ki+ e (1.15")

jossa
vi=log B ja e =log ki ~ NID(0,0?)

Sen sijaan malleja (1.13) ja (1.14) ei voida linearisoida vastaavilla tempuilla.
Vaikka OLS- estimaattoreille ei epalineaaristen mallien (1.5) osalta voidakaan
johtaa mitaan MVU- optimaalisuusominaisuuksia, on niiden kaytto ldhes yhta
luonnollista kuin lineaarisessakin tapauksessa. On helppo todeta, ettéd virheter-
mien normaalisuutta koskevan oletuksen puitteissa regressioparametrien OLS-
estimaattorit ovat samalla po. parametrien ML- estimaattoreita. Mallin (1.5)
mukainen, havaintojen y,...,y, maaraama likelihood- funktio on nimittdin muo-
toa

n

1 1 (y— 2
Ly, .y X1 X0 (8:0°) = H 5 © 207 (V1 =9(Xe.8)

t=1

(1.16)

= (27)"% . (02)—% e~ 7.2R0)

jossa



Neliosumman Q(8) minimointi g:n suhteen johtaa siis likelihood- funktion
(1.16) maksimointiin, joten g:n OLS- estimaattori on samalla myos ML- esti-
maattori. i

1.3 Vuorovaikutussuhteiden kuvaamiseen liittyvat ongelmat

Erdanlaisena johdantona moniyhtalomallien problematiikkaan tarkastellaan tie-
tyn (hypoteettisen) hyddykkeen kysynnén ja tarjonnan samanaikaista mallitta-
mista. Merkitadn ¢7:114 tarjonnan logaritmia periodilla ¢, ¢P:11a kysynnén ja
p¢:118 hinnan logaritmia periodilla ¢t. Ajatellaan, ettad kysynta maaraytyy hintojen
ja tarjonta hintojen ja mahdollisten muiden tekijoiden (mm. tuotantokustannus-
ten) X, perusteella seuraavasti:

¢ = y1pe + Bi1 + B Xi
(1.17)

th = Yo1Pt + P21

(Asian yksinkertaistamiseksi tarkastellaan deterministisid malleja, joista kysyn-
taan ja tarjontaan sisaltyvien stokastisten komponenttien kuvaus on jatetty ko-
konaan pois.)

Jos ajatellaan, etta kysynta ja tarjonta olisivat tasapainossa, olisi

0 =a’ : (1.18)

Yhtalot (1.17) ja (1.18) muodostavat erdanlaisen systeemikuvauksen muttujien
¢ = ¢’ =qP ja p; vuorovaikutuksista, kun taas X;- muuttujien ajatellaan
médrdytyvan systeemin ulkopuolella, ts. niitd pidetdén eksogeenisina. (Mikali
olisi voimassa hintasdénndstely, voitaisiin p;:tékin ehké pitdd eksogeenisena.)

Supply cury,

Demand curve




Koska kysyntakayra pysyy paikallaan, se voidaan loytda seuraamalla tasapai-
nopisteen liikkeita eri X;:n arvoilla. Se sijaan tarjontakayran kulmasta kysyn-
takayraan nahden ei saada lainkaan informaatiota, koska havaitut tasapainopis-
teet aina sijaitsevat kysyntakayralla. Jopa deterministisen systeemin yhteydessa
voi siis syntya identifioituvuusongelmia! I

Valihuomautus 1.5: Jos mallin (1.7) yhtél6ihin liitettaisiin myos stokastiset
virhetermit, saattaisi (p; ¢ )- havaintojen plottauskuvio olla seuraavan nakoi-
nen:

=)

P RONRNRNNOMROMRONNNOMRON W W W
~
|

Télloin voisi tulla mieleen ajatus ”selittda” toisaalta p;:ta ¢.:114 ja toisaalta ¢:ta
p¢:114, jolloin OLS antaisi kaksi eri sovitesuoraa. Naité ei kuitenkaan missédan ni-
messa pida ruveta tulkitsemaan kysynta- ja tarjontasuoriksi, silla edella esitetyn
mukaisesti havainnot eivét sisilla lainkaan informaatiota tarjontasuoran kulma-
kertoimesta. Kyseessa on vain OLS- menetelméan tekninen ominaisuus, eikéd kum-
mallakaan estimoidulla suoralla itse asiassa ole tulkinnallista merkitysta. i

Mikali mallia (1.17) muutettaisiin siten, etta tarjonnan ajateltaisiin reagoivan
hintojen muutoksiin yhden aikayksikon viiveella, paadyttaisiin malliin

@7 = yupi—1 + Bui + B Xs

aP = vo1pt + P21 (1.19)
@ =q =qf

Taman mallin osalta voidaan todeta, ettd vaikka (p; ¢ )- pisteet edelleen-
kin sijaitsevat kysyntasuoralla tayttamatta aidosti kaksiulotteista tasoa, eivat
(pi—1 ¢ )'- pisteet endd pysykaan talla suoralla.
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Ajatellaan nyt, etté hetkelld ¢, eksogeenisissa tekijoissa X; tapahtuisi muutos,
mutta etta ne sen jalkeen pysyisivat vakioina. Talloin systeemin (1.19) mukainen
ura (p._1 ¢ )- tasossa nayttiisi seuraavalta:

57 Supply curve

Demand curve

Hetken ¢, jalkeen havaitut pisteet sijaitsevat siis uudella tarjontasuoralla S’
ja po. suoran paikka identifioituu (p;_; ¢;)'- pisteiden ”seittimé&isen” liikkkeen
ansiosta. Iteraation edetessa tasapainopiste o estimoituu yha tarkemmin. Pis-
teitd o ja x vertailemalla voidaan toisaalta identifioida myos kysyntasuoran D
sijainti. Dynamiikan huomioon ottaminen ratkaisi siis téassé tapauksessa identifi-
oituvuusongelman, mutta on huomattava, etta mallin (1.19) realistisuus riippuu
oleellisesti havaintovali npituudesta. Malliin (1.17) sen sijaan sisaltyi identifioitu-
vuusongelmia nimenomaan havaintovalin puitteissa ilmenevan vuorovaikutuksen
osalta.

2 LIKELTHOOD- FUNKTIOON PERUSTUVA ESTIMOINTI
JA HYPOTEESIEN TESTAAMINEN

2.1 ML- estimaattoreiden asymptoottiset ominaisuudet

Ajatellaan aluksi, ettd havainnot Yi,...,Y, olisivat toisistaan riippumattomia ja
noudattaisivat yhteista, identifioituvaan jakaumaperheeseen F = {F©® |9 c 0} ,
© C R? kuuluvaa jakaumaa. Merkitaan 6,:lla sita parametriarvoa, johon liitty-
vésta jakaumasta havainnot ajatellaan saaduiksi, ja tarkastellaan funktiota

h(@) = EY)log Ly,(8) , 6#ecO© . (2.1)
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Ns. Jensenin epayhtalon mukaan

Ly, (6) Ly, (6)
—E®) Jog XL > _og o) ZX g
®Tv) " T In(0)
ts.
h(0) = EY)log Ly, (0) < E%) log Ly, (0,) = h(0,) (2.2)

olipa ¢ € © mika tahansa. Log-likelihood- funktion ”odotusarvopinta” h(9)
saa siis maksiminsa ”oikean” parametriarvon 6, kohdalla. Koska malliperheen
parametrit oletettiin identifioituviksi, on h(0) # h(d,) kaikilla 6 # 6,, joten
kyseessa on samalla aito maksimi.

Koska toisaalta suurten lukujen lain nojalla

1 1 — »
Elog Ly, . v, (0)= E;log Ly.(0) — h(#) kun n— oo ,

nihddén, etti L 3" log Ly,(6):n maksimipiste 8, ldhestyy n:n kasvaessa h(d):n
maksimipistettd 6,, kunhan funktio » vain on jatkuva. On siis todettu, etta
n:n kasvaessa

ts. ettd ML- estimaattori 6, on tarkentuva.

Maaritelmé 2.1: Oletetaan, ettd havaintojen Yi,...,¥, maaraamaé log-likelihood-
funktio

..... v, (6)

on parametrien 6 € R? suhteen jatkuvasti derivoituva ja etta derivaattojen ko-
varianssimatriisit

Z(0) = cov(Dly, ... v, (6)") (2.4)

ovat aina hyvin maéariteltyja. Talloin matriisia Z(9) kutsutaan Fisherin infor-
maatiomatriisiksi. Po. matriisin nimi johtuu siita, etta sen elementtien voidaan
ajatella tietylla tavalla mittaavan havaintoihin sisaltyvan, eri #:n komponentteja

koskevan informaation maaraa. I
Huomautus 2.1:  Merkitaan koko havaintoaineistoa lyhyesti merkinnalla
Y = (Y7 .. Y,). Ajatellaan aluksi, ettd p =1, ts. ettd © c R'. Tyypillisen

likelihood- funktion kéayttdytymistd on talloin helppo havainnollistaa graafisen
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kuvaajan avulla:
Ly (0)

Li kelihoaod

1.08 4
.07+
.06 7
. 057
.04+
.03
.02+
.01+
.00+
.99 7
. 987
.97 4
.96 7
. 957
.94 4
. 934
924

CoOO0OO0CO0OO0COORRLERRLRERERRER

”"Naapurimallit” ¢- parametroinnissa erottuvat toisistaan sitd paremmin, mita
suurempi on | L4 (0) |, ts. mitd jyrkempi Ly (0)- funktion tangentti po. pis-
teessd on. Periaatteessa voidaan ajatella erottuvuutta mitattavan | &g(Ly(6)) |-
tyyppisilla lausekkeilla. Erottuvuuden odotusarvo voidaan puolestaan tulkita
informaatiomitaksi, joka kertoo, kuinka paljon 6:aa koskevaa informaatiota ha-
vaintoihin keskimddarin sisdltyy. Tuntuu luonnolliselta vaatia informaatiomitan
toimivan niin, etta toisistaan riippumattomat havaintomateriaalit kantaisivat yh-
desséa informaatiota osainformaatioiden summan verran. Tama toivomus johtaa
valintaan
g(z) =log x ja a=2

Koska toisaalta EDlog Ly (0) =0, saadaan informaatiomitaksi siis

Z(0)=E | d%log Ly (0)) |?= var(Dlog Ly (9))
Vastaavasti useamman parametrin tapauksessa (p > 1) on luontevaa méaritella

keskimaarainen informaatio kaavalla (2.4). i

Huomautus 2.2: Jos log Ly(#) on kolmasti jatkuvasti differentioituva, voidaan
osoittaa, ettd informaatiomatriisi voidaan laskea my0s kaavasta

Z(0) = —ED?log Ly (6) (2.5)
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Lause 2.1: Oletetaan, ettd 6:n estimaattori 7 = T(Y3,...,Y,) on harhaton, ts
EOT =40. Jos log Ly(f) on kolmasti jatkuvasti differentioituva 6:n suhteen, on

cov(T)—Z(H) =0 (2.6)

Huomautus 2.3: On melko luonnollista, etta kaytettavissa oleviin havaintoihin
sisaltyvan informaation maara ratkaisee, kuinka tarkasti 6:aa voidaan po. ha-
vaintojen avulla estimoida. Huomattakoon, ettd jos havainnot Yi,..,Y, ovat
toisistaan riippumattomia ja identtisesti jakautuneita (Y; ~ i.i.d.), on

7(0) = nZ,(0)

jossa I;(0) tarkoittaa yksittéiseen havaintoon liittyvan informaation maaraa. g

Lause 2.2: Jos Y; ~ i.i.d., jos havaintojen maaraama likelihood- funktio on
kolmasti jatkuvasti differentioituva, jos 6, on ©:n sisdpiste ja jos Z(6,) on
epéasingulaarinen, on #:n ML- estimaattorin 6, asymptoottinen otantajakauma
normaalinen,

Vil —0,) P N,(0,74(0,)7Y) (2.7)

Sama asia voidaan kirjoittaa myos matemaattisesti epatasmallisempaan muotoon

~

0, “EPY N (6,,7(6,)7") (2.8)

Huomautus 2.4: Sama asymptoottinen jakaumatulos patee melko yleisesti myos
toisistaan riippuvien ja jakaumiltaan vaihtelevien havaintojen tapauksessa.
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Mikali informaatiomatriisin Z(#) muodon analyyttinen maaraaminen on ylivoi-
maista, voidaan Z(¢) tarvittaessa korvata havaitulle —D?log Ly (6,):m arvolla.
Mikali Y; ~ i.i.d., voidaan Z(0):n estimaattorina kayttaa myos ns. wulkotuloesti-

~ o~

maattoria Y. Dlog Ly,(6,,)'Dlog Ly,(6,). i

Seurauslause 2.1: Mikaéli lauseen 2.2 oletukset pitavit paikkansa ja G:0 — R”
on jokin 6:n differentioituva funktio, on myds G(6,):n asymptoottinen otantaja-
kauma normaalinen, silla
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2.2 Parametristen hypoteesien testaaminen

Ajatellaan, etta yleishypoteesin

H: "Havainnot Y = (Y; .. Y,) on saatu jostakin malliperheen
F={F"|6c0} (O6CRP) jakaumasta”

puitteissa tutkittava nollahypoteesi

H,: "Havainnot Y = (Y; .. Y,) on saatu jostakin malliperheen
Fo={F |0 c0,} (6, c©®) jakaumasta”

on saatettu joko muotoon
O, ={00Y) |y eV} CO , dim(¥) = dim(6,) =p —r < p= dim(0)

tal muotoon
0,=1{0|GB)=0eR"}

Likelihood- funktion maksimia

max Ly (6) = Gnax Ly(0) = max Ly (6(4))

voidaan pitaa mittana, joka kertoo, kuinka paljon tukea aineisto Y antaa hypo-
teesille H,.
Vastaavasti maksimi

max Ly (0) = Ly (6n)

kertoo, kuinka paljon tukea aineisto Y antaa yleishypoteesille H.
Tuntuu kohtuulliselta katsoa aineiston olevan ristiriidassa H,:n kanssa, jos suhde

Ay = DX oco, Ly (9) (2.10)

max geco Ly (0)

on kovin pieni. Suuretta (2.10) sanotaan LR- testisuureeksi ja sithen perustuvat
"kriittiset alueet”ovat tietenkin muotoa

{Ay <c¢}

Mikali Ay:n tarkkaa otantajakaumaa ei pystyta selvittamaan, voidaan testin p-
arvojen laskemisessa kayttaa hyvaksi seuraavaa asymptoottista tulosta:
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Lause 2.3: Mikéli havaintoaineiston maaraama likelihood- funktio toteuttaa lau-
seen 2.2 oletukset kaikilla 6 € ©,, patee LR~ testisuureelle n:n kasvaessa tulos

—2log Ay “VEP" 2 (2.11)

T

Toinen, yhtd luonnollinen H,:n testausmahdollisuus perustuu G(f,)m ja ori-
gon valiseen etaisyyteen. Tahan ajatukseen perustuvia testeja kutsutaan Wald-
testeiksi.

Lause 2.4: Mikali havaintoaineiston maardama likelihood- funktio toteuttaa lau-
seen 2.2 oletukset kaikilla ¢ € ©, ja mikali G on kaikkialla differentioituva, on
apulauseen 2.1 mukaan

~ ~

Wy = (G(02) — G(6,)) [DG(8,) Z(0)~" DG(B,) ] (G(6) — G(6,))

(2.12)
mpt.
IR
|
Esimerkki 2.1: Tarkastellaan epalineaarisia regressiomalleja (1.5)
ye = 9(X, B) + & )
e | X¢ . e ~NID(0,0%) , t=1,....n, B=(B . Bu), 0=(8 o).

joista esimerkkeinéd johdantoluvussa mainittiin ns. CES- ja Cobb-Douglas- tuo-
tantofunktiomallit. Mallin (1.5) puitteissa

1 1
log Ly, x,(8,0°) =~ b log 0” — @(yt -9(Xi,0)* (2.13)
joten
1
Dﬁ log Lyt|Xt(ﬁ702)l = ;Et Dg(Xtvﬁ)/
ja
d 1 1
702 108 Ly, x,(8,0%) = 57 T @5?
Hvaintoon ¢ liittyvéksi informaatiomatriisiksi saadaan
1 /
It(ﬁ70'2) — <J2Dg(Xt7ﬁO) Dg(Xtaﬂ) (1) ) . (214)
207
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Vaikka informaation méaaréa havainnoittain siis vaihteleekin, ovat lauseiden 2.2 ja
2.3 tulokset silti edelleen voimassa, kunhan informaatiovirta ei jossain vaiheessa
kokonaan tyrehdy.

Kuten huomautuksessa 1.4 todettiin, on koko havaintoaineiston maaraama likeli-
hood- funktio muotoa (1.16) ja g:n ML- estimaattori on samalla OLS- estimaat-
tori, joka minimoi neliosumman @Q(3). Lisaksi nahdaan, etta

57 = =3 (% — g(X,,B))

Lauseen 2.2 tuloksesta voidaan paatella, etta

B asympt. Nn(B Uz(DlﬁDﬂ)fl) (2.15)
jossa on merkitty
Dg(XlaB)
Dg =

Ajatellaan nyt, ettd halutaan testata B:aa koskevia rajoitteita

Hy: GB)=(q1(B) . g:(8) =0

Merkitéin niiden rajoitteiden vallitessa estimoitua B:aa symbolilla 3z ja vas-
taavaa virhevarianssiestimaattoria symbolilla 5%.
Koska

w3

2mo2

1\ _
Igi_}g LY|X(ﬂ7 02) = (—> € )

on

ok
—2log Ay|x =n log (ﬁ)

~

_ Q(Br) (2.16)
=n lo =
TR

asympt. 9
~ Xr

jossa r tarkoittaa rajoitteiden lukumaaraa.
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Ajatellaan nyt hetkeksi, ettd rajoitteet G(B) = 0 olisivat lineaarisia. Koska
log (1+x)~x kun |z |on pieni, saadaan kaavasta (2.16) myos approksimaatio

~ -~

—2log Ay;x =~ n M

Q(B)

asympt. %(Q@R) —9(3)) (2.17)
—1—Q(B)

=T F’r',n—m s

jossa F,.,_, on konstruoitu tasmalleen samalla periaatteella kuin lineaaristen
mallien yhteydessa yleisesti kaytetty, vastaavaa rajoitetta testaavaa F- testi-
suure. Huomataan siis, etta lineaarisiin ja epalineaarisiin regressiomalleihin liit-
tyvilla tarkasteluilla on suhteelisen vahan eroa keskenadn! Vain OLS- estimaat-
tien numeerinen laskeminen on epalineaaristen mallien osalta hivenen hankalam-
paa.

(Esimerkkeiné regressioparametreja koskevien rajoitteiden realistisuuden testaa-
misesta ajateltakoon ns. vakioskaalatuottohypoteesia CES- mallin (1.13) puit-
teissa

H,: ps=1

tai Cobb-Douglas- mallin (1.14) puitteissa

Hy: m+m=1 )

2.3 Likelihood- funktion numeerinen optimointi

Kaikkein yksinkertaisimpia tilanteita lukuun ottamatta on ns. likelihood- yh-
taloiden
Dlog Ly(6) =0

analyyttinen ratkaiseminen yleensa mahdotonta. Talloin on pakko tyytya log-
likelihood- funktion Iy () = log Ly(#) iteratiivisiin maksimointialgoritmeihin,
joista useimmat perustuvat toisen asteen Taylor- kehitelmiin

1
Iy (0) = ly(e*)+Dly(9*)(079*)+5(9*9*)/D21y(9*)(9*0*)+ 10—6%| o(0—0") , (2.18)
jossa 6* tarkoittaa kehityspistetta. Yhtalosta (2.18) nahdaan heti, etta 6* voi
olla Iy (6):n maksimipiste vain, jos ehdot Diy(#*) =0 ja —D?y(6*) = 0 ovat

taytetyt.
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Kehitelmaan (2.18) perustuvista maksimointialgoritmeista vanhin on ns. Newton-
Raphson- algoritmi, jossa iterointi aloitetaan valitusta alkupisteestd 6 ja ap-
proksimoidaan sitten Iy (6)- funktiota kehitelman (2.18) mukaisella toisen asteen
approksimaatiolla. Jos —D?ly () = 0, vastaa po. toisen asteen approksimaatio
ly (f)- funktion kuvaaja’pintaa” pisteessd 6 sivuavaa elliptistd parabolodia.
Siirrytadan seuraavaksi taméan paraboloidin huipulle ja merkitdan tata pistetta
symbolilla ¢, On helppo todeta, ettéa talloin

—1
o) — o) _ [Dzly(mo))} Diy (8

Valitaan sitten 6 uudeksi kehityspisteeksi ja jatketaan iterointia saman peri-
aatteen mukaan, ts. askelluskaavoja

0% = 90D _ D21y (90~ V)7L Dly (00D i=1,2,3,.... (2.19)

noudattaen. Kun jono {6} on konvergoinut, ts. kun | 6% — ¢~ || on (ha-
lutulla tarkuudella) =0, on ilmeisesti DIy (0®) = 0, joten maksimi on 18ytynyt,
mikali lisdksi D?ly (%) < 0.

Newton-Raphson- algoritmilla on kuitenkin seuraavat varjopuolet:

- Hessin matriisi D21y (#) mielivaltaisella 6:n arvolla e: valttamatta ole
definiitti.

- Pitkat askeleet 00-1 — () voivat johtaa algoritmin tdysin harhapo-
luille, sillé toisen asteen paraboloidiapproksimaatio (2.18) voi talléin olla
hyvin epatarkka.

- Hessin matriisin D?ly () laskeminen numeerisesti on usein erittéin tyolasta,
joten Newton-Raphson- algoritmia kannattaa kayttaa lahinna vain sellai-
sissa tilanteissa, joissa D?ly(f) hallitaan analyyttisesti.

Ensimmainen ja kolmas haitta voidaan eliminoida korvaamalla —D?ly(6) vastaa-
valla informaatiomatriisilla Z(9) askelluskaavassa (2.19), silla informaatiomatriisi
on score- vektorin kovarianssimatriisina aina ei-negatiivisesti definiitti. Talloin
askelluskaavaksi saadaan

0@ = 90=1) L (90" Dy (90D i=1,2,3,.... (2.20)

Nain syntynytta optimointialgoritmia sanotaan likelihood scoring- algoritmiksi.
Sen kaytto edellyttaa tietenkin, ettd informaatiomatriisi Z(9) pystytdan ana-
lyyttisesti laskemaan.
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Jos toisaalta informaatiomatriisi korvataan ulkotuloestimaattorillaan huomau-
tuksen 2.4 mukaisesti, paadytaan askelluskaavoihin

0" =00~ + [ Dlog Ly, (0“"") Dlog Ly, (0%~ )" Diy(0"~1)
=1 (2.21)

i=1,2,3,....

Néin syntynyttd algoritmia kutsutaan BHHH- algoritmiksi (Berndt-Hall-Hall-
Hausman- algoritmiksi). Koska askelluskaavoissa tarvitaan ainoastaan havain-
noittaisia score- vektoreita, on BHHH- algoritmi yleensa erityisen helppo imple-
mentoida.

Esimerkki 2.1: (jatkoa)
Tarkastellaan epélineaarista regressiomallia

ye=9(Xe,8) +e (2.22)

e || X¢ , &~ NID0,0%) , t=1,...n, B=(b .. Bu), 0=(8 o).
Aikaisempien tarkastelujen mukaisesti ML- estimaattori 3 minimoi samalla
neliGsumman Q(8) = .0, (v — g(X1, 8))* ja [ asymptoottinen otantajakauma
on muotoa

B MR ONL(8,2(8)7Y)
jossa I(8) = &DyDs ja
D g(Xlaﬁ)
Dj = ‘ . (2.23)
D g(Xn,0)
Toisaalta L
D/B log LYt\Xf,(e)/ = ? et(ﬁ) D g(Xtaﬁ) ja‘

D3 1og Ly x,(0) = = =D g(Xe, 5D g(Xe, ) + = eu() D* 9(Xe,6)

jossa e (B) =y —g(Xy, B). Tastd nahdaan, ettd Newton-Raphson- algoritmissa tar-
vittavien Hessin matriisien laskeminen olisi melko hankalaa, kun taas likelihood
scoring- algoritmissa tarvittavat informaatiomatriisit saadaan yksinkertaisemmin
muodosta

n

I(B) = > —ED} log Ly, x,(0)

t=1

1 & 1
=D g(X1.8)'D g(Xe, ) = —DjsDs

t=1

26



Koska informaatiomatriisi Z(0) = I(Oﬁ ) i) on blokkidiagonaalinen, saavat

scoring- algoritmin askelluskaavat (2.20) osalta muodon

B0 = UV + Z(BUT)TEY | Dy log Ly, x, (BY71)
= (2.24)

= YUY + Dy D] Doy EBYTY) 0 j=1,2,.

jossa E(B) = (ei(8) ... en(B)). Muodosta (2.24) ndhdadn heti, ettd scoring-
proseduuri voidaan tulkita myos siten, ettd 3¢ saadaan mallin (2.22) ”lineari-
soituun” versioon

ye = 9(Xe, B+ D g(X;, BU7Y) (B - YY) + ¢ (2.25)

liittyvana pienimman neliosumman estimaattorina. i

2.4 Kaksivaiheiset, ML- tekniikkaa jaljittelevat
estimointimenetelmat

Lauseen 2.2 tulos perustuu oleellisesti luvulla ﬁ kerrotun log-likelihood- funk-

tion gradienttivektorin ( score- vektorin)

szy ZDlyt

asymptoottiseen normaalisuuteen, joka seuraa suoraan keskeisesta raja-arvolau-
seesta. Scoring- algoritmin askelluskaavaa (2.20) tarkasteltaessa tulee etsimatta
mieleen, ettd yhden askeleen jalkeisen estimaatin 6™ stokastiset ominaisuu-
det maaraytyvat score- vektorin D Iy (0(?)) perusteella, mikéli aloitusarvo 6
pystytaan valitsemaan tarkentuvasti. Tahan oivallukseen perustuen on helppo
todistaa seuraava lause:

Lause 2.5: Mikéli score- algoritmin alkuarvo 6 valitaan sellaisella alkuesti-

mointimenetelmélla, ettd /n (09 —0) ldhestyy jakaumaltaan hyvin méaariteltya
rajajakaumaa, patee tulos
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o) BVEPY N g ()7 (2.26)

Yhden askeleen jalkeen saadulla estimaattorilla on siis samat asymptoottiset omi-
naisuudet kuin varsinaisilla ML- estimaattoreilla (jotka saataisiin, jos iteraatiota
jatkettaisiin loppuun saakka), kunhan alkuestimaatit 6 tayttavit edelld mai-
nitut ehdot!

Huomattakoon samalla, etté itearaatiossa voidaan Z(6():n korvikkeena kayttaa
mitd tahansa matriisia Z*(6(©), jolla on ominaisuus

p lim lI*(9<0>): lim l1(9)

n—oo N n—oo M,

Esimerkki 2.2: Tarkastellaan lineaarista regressiomallia

ye = B'Xi + & : t=1,.,n , BeR™ (3.27)
jossa e~ virhetermisarja oletetaan autokorreloituneeksi ns. ARMA- rakenteen
€t = dret—1+ o+ Gpetp+op — 01041 — .. —0g0s—y , ~ NID(0,0?) (2.28)
mukaisesti. Otetaan kayttoon lyhyet merkinnét

v=(¢r .. ¢, 6 .. 0, o)

ja
Y() =cov((er .. &n))
Talloin . )
Iy (8,%) ~ —3 log detX(y) — §(Y —XB)E(W) Y - XB) (2:29)
jossa
Y=(n = w) ja X=(Xi . X.)

Funktion Iy gradienttivektoriksi ja Hessin matriisiksi saadaan

X'S(p)"HY - Xp)
D ly(B,¢) =
Dy Iy (B,v)
ja
( - X'S()7X X' [Dy %(4)7] (Y—Xﬁ))
D2 lY(ﬁaw) =
(Y = XB) [Dy 2() '] X D2 Iy (B,v)
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Tasta on helppo nahda, etta koska
E(Y —XB)=0

)

on informaatiomatriisi Z(8,v¢) = E — DIy (3,v) blokkidiagonaalinen.
Tasta puolestaan seuraa, etta

B =60+ [X'SEO) XX D) (Y - X50)
= [X'2@O) X)X S (@)Y (2.30)

asympt.
~Y

N (B, [X'S()7'X]7)

Estimaattori g ei siis riipu alkuarvoista B lainkaan! Se on samalla helppo
tunnistaa ns. GLS- estimaattoriksi (yleistetyksi pienimmén neliGsumman esti-
maattoriksi). Se on myo6s samalla asymptoottisesti tehokas, kunhan vain :n
alkuestimaattori ¢(® on tarkentuva (y/n- tarkentuva). I

2.5 LM-testit (score-testit)

Palataan tarkastelemaan luvussa 2.2 kasiteltya parametristen hypoteesien tes-
tausongelmaa ja kéytetadn tdsmalleen samoja merkintoja kuin tuolloin. Olete-
taan, etta lauseen 2.2 oletukset ovat voimassa ja merkitaan rajoitteiden
H,: G(f) =0 puitteissa estimoitua ML-estimaattoria symbolilla 657 .

Kaikkien edella esitettyjen lauseiden 2.2 , 2.3 ja 2.4 tulokset perustuvat siihen

keskeiseen tulokseen, etté lauseessa 2.2 esitetyin ehdoin

1 o L - asympt. . l

NG D ly(0) = NG ;D ly, (6) N, ( 0, lim_ nz(e))

Tata taustaa vasten on helppo ymmartaa, etta samoin edellytyksin patee myos
seuraava tulos:

Lause 2.5: Mikali havaintoaineiston maaraama likelihood- funktio toteuttaa lau-
seen 2.2 oletukset kaikilla 6 € ©,, patee n:n kasvaessa tulos

7 7l — N t.
LM, = Dlog Ly (6\®) Z(8Y)"'Dlog Ly 0y “V" 2 (2.31)
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Tallaista score-vektoriin Dlog Ly (8Y”) perustuvaa testié sanotaan Lagrangen
kertojatestiksi (LM-testiksi) tai score-testiksi. Tamén periaatteen hyvana puo-
lena on se, ettei testisuureen (2.31) laskeminen edellyta ”vapaan mallin” mu-
kaisen ML-estimaattorin 6, muodostamista lainkaan. Tastd on usein valtavaa
hyotya erityisesti ns. mallidiagnostiikan yhteydessa, ts. silloin, kun tutkitaan
jonkin aikaisemmassa mallissa tehdyn oletuksen realistisuutta havaintojen va-
lossa. Mikali tarkastelun kohteena oleva oletus jatetdan tekematta, saattaa mal-
lin parametrien estimointi vaikeutua ratkaisevasti, kuten seuraava esimerkkikin
osoittaa:

Esimerkki 2.3: Tarkastellaan esimerkin 2.2 tavoin lineaarista regressiomallia

yt:/B/Xt+€t i t:]-v"'vn )

jossa virhetermien ¢, autokorrelaatioon pyritdan varautumaan yksinkertaisim-
man mahdollisen mallin, ts. AR(1)-mallin

&t = ¢5t—1 + oy s Qi ~ NID(070'2)

puitteissa. Voidaan helposti todeta, etta talléin corr(e;,e,—.) = p(v) = ¢*
v=1,2,..., joten malli todella sallii eri ajankohtiin liittyvien virhetermien valiset
korrelaatiot. Lisdksi parametri ¢ saa tulkinnan ¢ = corr(e;,e;—1) = p(1).
Testataan nyt hypoteesin H, : ¢ = 0, ts. autokorreloimattomuushypoteesin
realistisuutta. Merkitaan kaikkien parametrien muodostamaa vektoria symbolilla
0= (p o> o). Talloin

lOg LY|X(9) = ZlOg Lyt\Xt7yt71,...,y17X1(9)

t=2
n—1 1 1< 2
= — 1 N —B'X,) — dye1 — B Xs_
5 og (27r02> 252 2 [(ye — B'Xe) — d(yr—1 — B'Xe—1)]
ja BB = 3 = (X’X)71X'Y  ja Oty = 0° = +E'E = LY e] , jossa
E=Y - XB=( en)’ tarkoittaa tavallisista pienimmén nelibsumman jaan-

nostermeisté koostuvaa vektoria. Téstd seuraa, ettd 9% = (3 52 0) jaettd

0 . 0 ~
log Ly;x(0") =0 ja  ——log Lyx(6")=0

ap o2
Toisaalta
a n
&b log LY\X = ;2 — ¢er-1)Ei-1 )
joten
ng Ly x (0 = 1y erer—1 = (n— 1)p(1)
9 ! 57 —
ja

0? 1 —
3¢2 log LYlX(Q)} =-= ;Eﬁgq =—(n-1)
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Nain ollen

A 0
LM, =(0 0 (n—1)p(1)) ( . 0 ) ( 0 ) = (n—1)p(1)?
00 (n—1) (n—1)p(1)

LM-periaate (ja lause 2.5) kehottaa siis laskemaan vierekkaisten OLS-jaénnoster-
mien véalisen korrelaatiokertoimen p(1) ja perustamaan autokorreloimattomuus-
hypoteesia H, koskevan testin tulokseen

m—1Dp1)?2 2" 2 kun  n—oo .

2.6 Hausman-testit

Toinen mallidiagnostiikan kannalta erittain kayttokelpoinen testausperiaate on
ns. Hausman-periaate:

Kiytetaan edelleen samoja merkint6ja kuin luvussa 2.5. Ajatellaan, ettd 6%
olisi jokin ¢:n  H,:n vallitessa tdystehokas estimaattori (ei kuitenkaan vélt-
taméattd ML-estimaattori), joka toisaalta olisi epdkonsistentti aina, kun H, ei
pade. Ajatellaan lisiksi, etti olisi kiiytettivissi myos 6:n estimaattori 6, (ei
valttaméattd ML-estimaattori), joka olisi konsistentti koko yleismallin H puit-
teissa. Lisaksi oletetaan, etta seka 0% ettd 6, olisivat otantajakaumiltaan
asymptoottisesti normaalisia,

t.
(B -0) 0.1
(2.32)
o asympt.
\/ﬁ On — 0 ~ N;D(Ovv) )

jossa Vg vastaa Cramér-Raon alarajaa (2.6). Talloin tuntuisi varsin luonnolli-
selta perustaa H,:n realistisuutta arvioiva testisuure erotukseen o _g, , silla

p lim (é\glR) — GAn) #0
aina, kun H, ei pade. Jotta tatd ajatusta padstaisiin soveltamaan, on ensin
vain selvitettiava (8" —6,) :n asymptoottinen kovarianssimatriisi ja asymptoot-

tinen otantajakauma. Tassa tarkoituksessa todistetaan ensin seuraava apulause:

Apulause 2.1: Merkitaan

C, = cov (\/ﬁ (@@ - 0) . Vn (§n - 9))



Oletusten (2.32) vallitessa péatee
C= 71Ll£>noo C,=0
Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta olisi C # 0 . Tarkastellaan estimaattoreita
B = 0 — - CL(@ — )
erilaisilla r:n arvoilla r» € R! . Talloin

/\r t. ~
V@ — o) TR N0,V

jossa
Vi=Vg — 2:7-CoC’ + 12.Cy cov(ﬁ(égm—e))c;

Tarkastellaan funktiota H(r) =V, — Vz , jolle siis pitee

HO) =0 |, (2.33)
d _ ! n(R) !
—H(r) = =2 CuC) +2-7- Cy €OV (\/ﬁ (an 9)) o, (2.34)
{iH(r)] = -2.C,C, =0 . (2.35)
dr r=0

Tuloksista (2.33), (2.34) ja (2.35) seuraa, ettd tehdyn vastahypoteesin puitteissa
olisi aina olemassa jokin sellainen r #0 , ettd H(r) <0, ts. V., <Vz . Tami ei
ole mahdollista, koska 8" :n piti olla tdystehokas, ts. kovarianssimatriisin Vx
piti olla ”pienin” mahdollinen. Tehty vastaoletus C #0 on siis vaara. i

Lause 2.6: Oletusten (2.32) ja H,:n vallitessa

lim cov <\/ﬁ (5,(1’%)70?”)) =V - Vg ,

n—oo

ja siis

n- (0B —§,) [V — Vg "L (@ — §,) *VEPY 2 _ (2.36)

P

Todistus: Apulauseesta 2.1 seuraa valittomasti, etta

V = lim cov (\/ﬁ <§n — 9)) = lim cov (\/ﬁ (0?,(13) - 0)) + lim _cov (\/ﬁ (5,(112) - §n))

n—oo n—oo

Estimaattoreiden 6" ja 6, asymptoottisen normalisuuden perusteella on siis

Vi (@0 —8,) YN0,V - VR) (2.37)
joten lauseen vaite on todistettu. i
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3 LINEAARISIIN REGRESSIOMALLEIHIN
LIITTYVAA MALLIDIAGNOSTIIKKAA

3.1 Virhetermien autokorrelaation havaitseminen
ja huomioon ottaminen

Tarkastellaan yksittaista, muotoa (1.6) — (1.9) olevaa regressiomallia

yt:ﬁ/Xt'i'et 5 EtNNID(0,0'2)

Jos tavalla tai toisella kay ilmi, etta ajatus ;- virhetermien valisesta korreloi-
mattomuudesta on eparealistinen, halutaan yleensa silti pitaa kiinni oletuksista

1° Ee, =0 ja
2° {e;} stationaarinen

Esimerkissa 2.2 yo. mallia taydennettiin virhetermimallilla

€t = Pr€4—1+ ... + Pper—p + 0 —Ohay_1 — ... — 04 )
(3.1)

a; ~ NID(0,0%) {e;} stationdérinen

Tallaisia malleja kutsutaan ARMA- malleiksi ja niiden suosio perustuu siihen,
etta niiden avulla voidaan approksimoida melkeinpa millaista stationaarista pro-
sessia tahansa mielivaltaisen tarkasti melko vahin parametrein. Tasta syysta
tuntuu luonnolliselta laajentaa mallia (1.6) — (1.9) muotoon (1.6) — (1.9) + (3.1),
mikali tarvetta virhetermien autokorrelaation sallimiseen ilmenee. Tarkastellaan
nyt mallin (1.6) — (1.9) realistisuuden testaamista laajennuksen (1.6) —(1.9)+(3.1)
puitteissa. Merkitdan mallin (1.6) — (1.9) OLS- jadnnostermivektoria aikaisem-
paan tapaan symbolilla

E=(e1 .. e)=Y-XB=(I-Px)Y

Maaritelma 3.1: Jadnnostermeista lasketuksi von Neumannin suhteekst sanotaan

lauseketta s .
d = Lut=2 :t — €t—1 3.9
D1 € (32
(Suuretta d kutsutaan usein myos Durbin-Watson- testisuureeksi.) I
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Maéaritelmé 3.2: Jaannostermien autokorrelaatiofunktioksi sanotaan lukujonoa

1 n—v
o Dui—1 €t €t

1 n 9
n Zt:l €t

re(v) = vr=12,..n—1 . (3.3)

Maaritelmé 3.3: Virhetermien {¢;} autokorrelaatiofunktioksi sanotaan luku-
jonoa

pe(v) = COIT (g4, E440) v=12.. . (3.4)
|

Alkuperéinen perusmalli (1.6) —(1.9) voidaan nyt laajennuksen (1.6)—(1.9)+ (3.1)
puitteissa muotoilla esim. hypoteesin

H,: pe(r) =0 kaikilla v=1,2 .. . (3.5)

muotoon. Ennen vanhaan hypoteesin testaamiseen kaytettiin varsin yleisesti ns.
Durbin- Watson- testia, jossa testisuureena kaytettiin von Neumannin suhdetta
(3.2). Kuten huomataan, on testisuure tulkittavissa kahden jaannostermivektoriin
E liittyvan neliomuodon osamaarana. Tuloksen (1.12)

E ~ N,(0,0%(I — Px))

mukaan FE:n jakauma siis riippuu H,:n vallitessa selittajamatriisista X. Nain
ollen on selvéda, ettd myOs d:n otantajakauma riippuu X:std. On olemassa
laskennallisia menetelmid (mm. ns. Imhoff- menetelmé) normaalisten vekto-
rien neliomuotojen osamaarien jakaumien kartoittamiseksi, joten d:n jakauman
tarkkojen prosenttipisteiden laskeminen on periaatteessa mahdollista. Prosentti-
pisteet pitaisi kuitenkin laskea jokaista tapausta varten erikseen. Toisaalta d:n
jakauman prosenttipisteet (eli fraktiilit) voivat vaihdella vain tietyissd rajoissa,

joten on mahdollista laskea arvo d%, jota suurempi d:n jakauman ¢- fraktiili ei

koskaan voi olla. Vastaavasti d% olkoon raja, jota pienempi d:n jakauman $-
fraktiili ei koskaan voi olla. Nain paastaan Durbin-Watson- testin tavallisimpaan
kayttotapaan:

1° Paatetaan ”olla hylkaamatta” H,:aa, jos
A < d < 4—df
2° "Hylataan” H,, jos
d < di tai d > 4-d?
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3° Muissa tapauksissa pidattaydytaan jyrkista johtopaatoksista.

Huomautus 3.1: Edella mainitut dy, d.- taulukot on konstruoitu oletusta (1.6)
hyodyntaen, eika niita pida kayttaa, jos selittajiné on viivastettyja y,- muuttujia.
Jos malli olisi esimerkiksi muotoa

yr = ayi1 + ' X + & ; (3.6)
jossa &, olisi muotoa (3.1), olisi selvad, ettd {e}- ja {(y.-1 X!)'}- prosessit

eivat voisi olla toisistaan riippumattomia. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta d:lle
patee seuraava asymptoottinen jakaumatulos:

jossa a tarkoittaa a:n OLS- estimaattoria. Tulos (3.7) on tietysti kayttokelpoi-
nen vain, jos var(a) < i . Tulokseen (3.7) perustuva testi tunnetaan Durbinin
h- testin nimella. i

Huomautus 3.2: On helppo huomata, ettad testisuureen d ja jadnnostermien
ensimmaisen autokorrelaation r.(1) valilla vallitsee laheinen yhteys:

d — Z?:z e% + 2?2—11 e% - 22?:_11 €t€t+1
Z?:l 6%

n—1 e? + €2

n D€t

~2(1—r(1))

Durbin-Watson- testi kiinnittaa siis huomiota vain vierekkdisten jaannostermien
valiseen korrelaatioon. Tasta syysta testi on varsin epaherkka, jopa taysin tun-
teeton monen tyyppisille autokorrelaatioille. i
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Lower and Upper bounds of the 1% points of the Durbin-Watson test statistic

m=2 m=3 m=4 m=2>5 m =26
n dr, dy dr, dy dr, dy dr, dy dy, dy
15 0.81 1.07 0.70 1.25 0.59 1.46 0.49 1.70 0.39 1.96
16 0.84 1.09 0.74 1.25 0.63 1.44 0.53 1.66 0.44 1.90
17 0.87 1.10 0.77 1.25 0.67 1.43 0.57 1.63 0.48 1.85
18 0.90 1.12 0.80 1.26 0.71 1.42 0.61 1.60 0.52 1.80
19 0.93 1.13 0.83 1.26 0.74 1.41 0.65 1.58 0.56 1.77
20 0.95 1.15 0.86 1.27 0.77 1.41 0.68 1.57 0.60 1.74
21 0.97 1.16 0.89 1.27 0.80 1.41 0.72 1.55 0.63 1.71
22 1.00 1.17 0.91 1.28 0.83 1.40 0.75 1.54 0.66 1.69
23 1.02 1.19 0.94 1.29 0.86 1.40 0.77 1.53 0.70 1.67
24 1.04 1.20 0.96 1.30 0.88 1.41 0.80 1.53 0.72 1.66
25 1.05 1.21 0.98 1.30 0.90 1.41 0.83 1.52 0.75 1.65
26 1.07 1.22 1.00 1.31 0.93 1.41 0.85 1.52 0.78 1.64
27 1.09 1.23 1.02 1.32 0.95 1.41 0.88 1.51 0.81 1.63
28 1.10 1.24 1.04 1.32 0.97 1.41 0.90 1.51 0.83 1.62
29 1.12 1.25 1.05 1.33 0.99 1.42 0.92 1.51 0.85 1.61
30 1.13 1.26 1.07 1.34 1.01 1.42 0.94 1.51 0.88 1.61
31 1.15 1.27 1.08 1.34 1.02 1.42 0.96 1.51 0.90 1.60
32 1.16 1.28 1.10 1.35 1.04 1.43 0.98 1.51 0.92 1.60
33 1.17 1.29 1.11 1.36 1.05 1.43 1.00 1.51 0.94 1.59
34 1.18 1.30 1.13 1.36 1.07 1.43 1.01 1.51 0.95 1.59
35 1.19 1.31 1.14 1.37 1.08 1.44 1.03 1.51 0.97 1.59
36 1.21 1.32 1.15 1.38 1.10 1.44 1.04 1.51 0.99 1.59
37 1.22 1.32 1.16 1.38 1.11 145 1.06 1.51 1.00 1.59
38 1.23 1.33 1.18 1.39 1.12 145 1.07 1.52 1.02 1.58
39 1.24 1.34 1.19 1.39 1.14 145 1.09 1.52 1.03 1.58
40 1.25 1.34 1.20 1.40 1.15 1.46 1.10 1.52 1.05 1.58
45 1.29 1.38 1.24 1.42 1.20 1.48 1.16 1.53 1.11 1.58
50 1.32 1.40 1.28 1.45 1.24 1.49 1.20 1.54 1.16 1.59
55 1.36 1.43 1.32 1.47 1.28 1.51 1.25 1.55 1.21 1.59
60 1.38 1.45 1.35 1.48 1.32 1.52 1.28 1.56 1.25 1.60
65 1.41 1.47 1.38 1.50 1.35 1.53 1.31 1.57 1.28 1.61
70 1.43 1.49 1.40 1.52 1.37 1.55 1.34 1.58 1.31 1.61
75 1.45 1.50 1.42 1.53 1.39 1.56 1.37 1.59 1.34 1.62
80 1.47 1.52 1.44 1.54 1.42 1.57 1.39 1.60 1.36 1.62
85 1.48 1.53 1.46 1.55 1.43 1.58 1.41 1.60 1.39 1.63
90 1.50 1.54 1.47 1.56 1.45 1.59 1.43 1.61 1.41 1.64
95 1.51 1.55 1.49 1.57 1.47 1.60 145 1.62 1.42 1.64
100 1.52 1.56 1.50 1.58 1.48 1.60 1.46 1.63 1.44 1.65
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3.1.2 Portmanteau- testit

Olkoon K jokin kiinted kokonaisluku. Hypoteesin (3.5) vallitessa voidaan
osoittaa, etta

Vi R=vn (re(1) . re(K)) 2P Ng(0,1) (38)

Tuloksen (3.8) voi tehda ymmarrettavaksi seuraavalla tarkastelulla:

Vektorin R asymptoottisen jakauman kannalta on yhdentekevaa, ajatellaanko
autokorrelaatiot lasketuiksi jadnnoksista e, vai vastaavista virhetermeista e;.
Merkitaan

Et€t—1
Tt: ’ t=1,...,n—K
EtEt—K

Talloin ET, =0 ja Ti:t ovat identtisesti jakautuneita, keskendan korreloimatto-
mia ja
cov(Ty) = ET\T] = oI

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan siis

i t
Z _2 T; aSyan~ NK(O7I) ) (39)

S\

3 2 _ 1 n 2
jossa s* = > e
Toisaalta

Jn R = diag ((nf 1),...,(an)> Y,

joten tulos (3.8) seuraa suoraan (3.9):std. Samalla ndhdéaan, etta

K
n R'R Z re(v)? asyigpt: X% (3.10)

v=1

Tahan asymptoottiseen jakaumatulokseen perustuvaa testid hypoteesille (3.5)
kutsutaan yleensa Box-Pierce- testiksi.

Pienien havaintoaineistojen osalta paastdan kuitenkin parempaan jakauma-
approksimaatioon kayttamalla seuraavaa (3.10):n muunnelmaa:
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K 14
Q =(n+2) > (1--) re(v)?

S
I
-

_ _ 3.11
=(n+2) R diag(”Tl,...," K (3.11)

asympt. 2
~ XK

Tulokseen (3.11) perustuvaa testia sanotaan Boz-Ljung- testiksi.

Nama testit soveltuvat hypoteesin (3.5) testaamiseen huomattavasti paremmin
kuin Durbin-Watson- testit, mutta asymptoottisiin jakaumatuloksiin turvautu-
minen tietysti edellyttad, ettd kaytettavissa olevien havaintojen lukumaara on
riittavan suuri.

Huomautus 3.3: Mikali laajennettu malli (1.6)—(1.9)+(3.1) todella ollaan valmiita
estimoimaan, voidaan suppeamman mallin (1.6)—(1.9) realistisuutta tietysti tut-
kia myo0s vertaamalla parametriestimaatteja b1, ...,$p ja o, ...,§q tuloksen (2.8)
mukaisesti arvioituihin hajontoihinsa.

Mikali lisaksi halutaan tutkia laajennetun mallin realistisuutta ;- termien riip-
pumattomuusoletuksen osalta, voidaan estimoiduista a;- jadnnostermeista las-
kea autokorrelaatioita r~(v) ja niistd voidaan puolestaan panna kokoon Box-
Ljung- testisuure (3.11). T&ll6in on referenssijakaumana kuitenkin kaytettava
X% _p_q Jakaumaa eikd x%- jakaumaa. I
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3.1.3 Parametrien estimointi autokorreloituneiden
virhetermien tapauksessa

Mikali luvissa 3.1.1 ja 3.1.2 esitetyt testit antavat aihetta epailla, etta mallin
(1.6) — (1.9) virhetermit e, oisivat autokorreloituneita, on mallityypin (3.1) pii-
rista ilmeisesti yritettava loytaa sopiva kuvaustapa havaitulle autokorrelaatiolle.
Merkitaan virhetermimallin (3.1) parametriblokkeja symbolein « = (¢ o2)
ja ¢(=(é1 .. ¢ 6 ... 6,;). Kuten esimerkin 2.2 yhteydessé todettiin, on
taydennettyyn mallikokonaisuuteen (1.6)—(1.9)+(3.1) liittyva informaatiomatriisi
Z(B,v) blokkidiagonaalinen, joten tuloksen (2.8) mukaan A:n ML- estimaattoria

-~

B=[xa0x] X0ty

koskee seuraava asymptoottinen jakaumatulos:

BRRPY NGB, o (X'OTIX)TY (3.12)
jossa
A0 = W)= covi(er <))

Mallin (3.1) yksinkertaisimman erikoistapauksen

&t = Qg1+t o )
(3.13)
a ~NID(0, 0?) , {e} stationdédrinen

osalta voidaan todeta, etta parametrien 3,¢ ja o2 ML- estimaattorien asymp-
toottiset jakaumat ovat muotoa (3.12) ja

~ asympt. 1-— (;52
=N )
n
(3.14)
o . 2 4
R (N

39



Huomautus 3.4: Kannattaa lopuksi korostaa, etta mallin (1.6) — (1.9) realisti-
suutta voidaan kaikkein parhaiten tutkia visuaalisesti. Virhetermisarjojen ajal-
lista sdannottomyytta arvioitaessa ei koskaan pitaisi laiminlyoda OLS- residuaa-
lien atkaurakuvion piirtamista. Esimerkiksi oheinen aikaurakuvio olisi huomat-
tavasti informatiivisempi kuin vastaavat autokorrelaatiolaskelmat:

-10

204

3.2 Virhetermien heteroskedastisuuden havaitseminen

Huomautus 3.5: Virhetermien ¢, mahdollista heteroskedastisuutta tutkittaessa
on suureksi avuksi, jos on olemassa jonkinlainen kasitys siita, minka tekijoiden
epaillaan vaikuttavan virhevarianssin o? = var(e;) muuttumiseen havaintoyksi-
kosta (ajankohdasta) toiseen. Merkitddn néistd muuttujista saatuja havaintoja
vektorisymboleilla

Zy = (Ztl - Ztp )/ , t=1,...,n

Tavallisimmin Z;- vektoriin sisaltyy lahinna mallissa jo olevia selittavia muuttujia
( 2- muuttujia) tai niiden transformaatioita, mutta mukana voi olla my6s muita
tekijoitd (esim. aika ¢ ). Talldin ensimméiisend tehtévénd on plotata OLS-
jaannostermit e; kutakin z;;- muuttujaa vastaan vuorollaan, silla plottauskuviot
ovat heteroskedastisuuden havaitsemisessa aina paljon informatiivisempia kuin
mitkaan yksittaisten testisuureiden arvot. Esimerkiksi seuraavan kaltainen kuvio
indikoisi selvaa heteroskedastisuutta:
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Jos perusmallin (1.6) — (1.9) laajennukseksi heteroskedastisuuden suuntaan aja-

tellaan muotoa

o =var(e) = Ee? = ++'Z,

(3.15)

olevaa valjennysta oletukseen (1.7), paadytaan myohemmin esiteltavan LM- tes-

tausperiaatteen avulla seuraavaan testiproseduuriin:

Lasketaan OLS- jaannokset e; ja kdytetaan perusmallin (1.6) — (1.9) puitteissa

virhevarianssiestimaattorina tavanomaista lauseketta

n

1
2 2
_ 3 3.16
s n—m & ct ( )
Muodostetaan sitten muuttujat
€
Uy = 3_2 t= 17 ,n (317)
ja sovitetaan niihin mallia
w=0>+~7Z,+v, , FEy=0 , t=1,..,n (3.18)
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OLS- estimointimenetelmaa kayttaen. Merkitaan nain saatuja sovitteita symbo-
lein @, (t=1,...,n).
Homoskedastisuusoletusta (1.7) vastaisi laajennuksen (3.15) puitteissa hypoteesi

Hy,: =0 (3.19)

jota puolestaan voidaan testata suureella

n

1 t.
=3 Z U —a)? "R 2 : (3.20)

Tata testisuuretta ovat ehdottaneet Breusch ja Pagan, ja sen otantajakauman
pitéisi hypoteesin (3.19) vallitessa lahestya x2- jakaumaa havaintomaaran kas-
vaessa.

Koska OLS- jaannokset u;—u; ovat automaattisesti korreloimattomia sovitteiden
4; kanssa, on

n

n n
S W =D e - > -
t=1 t=1

t=1

R 5
=g D (w—)
t=1

Tastd nahdaan, ettd BP- testisuure (3.20) voidaan poimia katevasti minka
tahansa regressio-ohjelmiston mallisovituksen (3.18) jalkeisesta tulostuksesta
muodossa .

1

Esimerkki 3.1: Oheisessa tulostuksessa on estimoitu PCGIVE:a kayttaen muotoa
(1.15") oleva tuotantofunktiomalli Suomen paperi-, paperituote- ja puumassateol-
lisuudelle vuosien 1960 - 1990 aineiston perusteella. Jaannostermit on plotattu
sovitteita vastaan ja apuregressioon (3.18) liittyvat laskelmat on suoritettu.
Breuschin ja Paganin testisuureen arvoksi saadaan

1 0.3247
BP=—- ——— 52. =12.64
2 1-—0.3247 52.5736 0
joka on x3- jakaumaan verrattuna kovin suuri! I
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Algebra code for Cdklem.in7:

LYt = log(Yt);
LKt = log(Kt);
LLt = log(Lt);

EQ( 1) Modelling LYt by OLS (using Cdklem.inT7)
The present sample is: 1960 to 1990

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob PartR"2
Constant -0.51968 1.6373 -0.317 0.7533 0.0036
LKt 1.0915 0.066181 16.493 0.0000 0.9067
LLt -0.34111 0.17196 -1.984 0.0572 0.1232
R"2 = 0.937127 F(2,28) = 208.67 [0.0000] \sigma = 0.0903506 DW = 0.934

RSS 0.2285703706 for 3 variables and 31 observations

Residual saved to Cdklem.in7
Algebra code for Cdklem.in7:
u = Residual*Residual;
u/(0.0903572);

u

EQ( 2) Modelling u by OLS (using Cdklem.in7)
The present sample is: 1960 to 1990

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob PartR"2
Constant -90.126 24.832 -3.629 0.0011 0.3199
LKt 2.8178 1.0037 2.807 0.0090 0.2197
LLt 9.0310 2.6080 3.463 0.0017 0.2998
R"2 = 0.324732 F(2,28) = 6.7325 [0.0041] \sigma = 1.37027 DW = 1.19

RSS 52.57364672 for 3 variables and 31 observations
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Huomautus 3.6: Jos aineistossa on havaittu esiintyvan hairitsevaa heteroske-
dastisuutta ja tutkijalla on taysin selkea kasitys heteroskedastisuuden luonteesta
(esim. o? = var(e;) = 0% h(v'Z;)), voidaan hetroskedastisuus ottaa huomioon seu-
raavasti:

Maaritellaan ns. painokertoimet

2
1
wt:(jzi t=1

— : 3.21
2 = W 7)) ey T (3.21)

Jos alkuperaiset, havaintoyksikoittaiset regressiomallit

Yo = P+ Boxi2 + ... + BmTim + ¢

kerrotaan /w;:1la, padastaan muotoon

Vwgys = Biv/we + Po/wiTez + oo+ B/ WieTem + Vwrey  t=1,..,n . (3.22)

Mallien (3.22) virhetermien varianssit ovat kaikki saman suuruisia, silla
Vwies ~ NID(0,0%)  t=1,...,n

Malli (3.22) toteuttaa siis kaikki perusoletukset (1.6) — (1.9), joiden vallitessa
OLS todettiin optimaaliseksi estimointimenetelméaksi. Kannatta siis estimoida
3 siten, etta malliin (3.22) liittyva jaannosneliosumma

n

Q*(ﬂ) = Z (\/w_tyt \/_ﬂ Xt Z wt ﬂ Xt (3.23)
t=1

t=1

minimoituu. Merkitdin niin saatavaa g estimaattoria symbolilla 3* ja kut-
sutaan sitd painotetuksi pienimmén neliGsumman estimaattoriksi (tai GLS- esti-
maattoriksi). Merkitddn vastaavaa jadnnosneliGsummaa symbolilla

Q=@ (F) = wily -
t=1

(3.24)

n
= g wy ef?
t=1

Kertoimia g koskevien hypoteesien testaaminen pitaisi tietysti perustaa pai-
notettuihin jaagnnosneliosummiin (3.24), koska vain mallimuoto (3.22) tayttaa
perusoletukset (1.6) — (1.9). Painotetun ja painottamattoman testisuureen mu-
kaisilla johtopéaatoksilla saattaa joissakin tilanteissa olla huikea ero!

Joissakin tilanteissa painotuksen tarve voi olla etukateen taysin selva, eika mitaan
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testeja heteroskedastisuuden havaitsemiseen tarvita. Ajatellaan esimerkiksi, etté
haluttaisiin tutkia kuntien elinkeinorakenteiden vaikutuksia naisten kunnittaisiin
osallistusmisasteisiin. Olisi selvastikin syyta olettaa, ettd osallistumisasteisiin
liittyvan satunnaisvaihtelun varianssi olisi kaantéen verrannollinen kunnan asu-
kaslukuun. i

Huomautus 3.7: Jos mahdollisen heteroskedastisuuden luonteesta ei tiedeta ker-
rassaan mitdan (jos mitdéan kovariaatteja Z; ei ole kéytettévissi), ei kaikkia o?-
parametreja tietenkaan pystyta estimoimaan. Jos ¥ =cov(e) = diag(s?,...,02) on
diagonaalimatriisi, pystytaan matriisin

1
lim —X'YX

n—oo N

elementit estimoimaan konsistentisti estimaattorilla

V==Y e XiX] (3.25)
t=1

S|

Merkitéddin M =1X'X.
Tilloin tavallisen OLS- estimaattorin 3 symptoottiseksi otantajakaumaksi saa-
daan

Vi (B-p) R N0, MTVMTY) (3.26)
joten esimerkiksi parametrirajoitteiden RB =~ € R" realistisuutta voidaan
testata testisuureella

n (RF—)[RMVM R (RE —7) "R 2 (3.27)

Virhetermien homoskedastisuutta voidaan testata vertaamalla V:mn elementteji
homoskedastisuusoletuksen mukaisen vastaavan estimaattorin s?M elementtei-
hin:

Y =vee(X X]) € R m1)/2

Y = vec(M) :% E:L:l i

D = vec(V — s2M)

B=30 (e —s*) (W — ) (e — )

Voidaan osoittaa, ettd homoskedastisuushypoteesin o? = ... = 02 = 02 vallitessa

— asympt.
n2 D/B lD ~ X12n(m+1)/2 . (328)

Tata testid on ehdottanut Halbert White (1980) ja siihen voidaan padtya myos
ns. IM- periaatteella. i
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3.3 Virhetermien normaalisuusoletuksen realistisuuden tutkiminen

Virhetermien normaalisuudesta tehtya oletusta (1.9) voidaan tutkia OLS- jaan-
nostermien e, avulla (t=1,..,n) seuraavasti:

Merkitaan @:11& N(0,1)- jakauman kertymafunktiota. Jarjestetaan jadnnoster-
mit e, kasvavaan suuruusjirjestykseen ey < ... <e(,. Piirretaén tasoon pisteet

(egy @I j=1,..n (3.29)

Pisteiden pitaisi sijaita suurin piirtein samalla suoralla, jos e~ lukujen jakauma
olisi normaalinen. Tallaisia kuvioita sanotaan jadnnostermien probit- kuvioiksi
tai Q- kuvioiksi. Niiden tukena voidaan kayttdd monenlaisia formaaleja tes-
teja, joista ekonometristen sovellusten yhteydessa erikoisen suosituksi on tullut
ns. Jarquen ja Beran testi. Se perustuu jaannostermisarjan vinouteen ja hui-
pukkuuteen.

Satunnaismuuttujan » keskusmomenteillahan tarkoitetaan lukuja

py = E(z — p)” v=23,..,

jossa u = Ez. Keskusmomentteihin perustuvina vinous- ja huipukkuusmittareina
kaytetaan tavallisesti suureita

Vs = s ja YK = Fa
(12)3/? (2)?

-3 . (3.30)

Kuten tunnettua, normaalijakaumaa noudattavalle muuttujalle z ~ N(u,0?) pétee
vs = 0 ja YK = 0.
Merkitaan nyt symboleilla

n

1 _
o = Z(et—e)” v=23,..

t=1

OLS- jaannoksista laskettuja keskusmomentteja, ja

%S _ ,[73 ja WK — //Z4
()2 (7i2)?

-3 . (3.31)

Jarque ja Bera osoittivat, etta virhetermien normaalisuuden testaamiseen voi-
daan kayttaa suuretta

1. 1. t.
JB=nlZA5+ 57k T~ X (3.32)
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Jos normaalisuusoletuksen vaihtoehtona pidetaan sita, etta virhetermin jakauma
kuuluisi ns. Pearsonin jakaumaperheeseen (joka erikoistapauksinaan siséltda
mm. normaali-, beta-, gamma-, - , F- ja Pareto- jakaumat), voidaan Jarque-
Bera- testié pitda oletusta (1.9) testaavana LM- testind. (LM- testeistd enemmén
myOhemmin. )

Huomautus 3.8: Jos virhetermin autokorreloimattomuutta, homoskedastisuutta
ja normaalisuutta halutaan testata samanaikaisesti, voidaan testisuureena kayt-
taa Box-Pierce- testisuureen (3.10), Breusch-Pagan- testisuureen (3.20) ja Jarque-
Bera testisuureen (3.32) summaa

K n

1 N _
nz re(v)? + 3 Z (@ — 1)*
v=1 t=1
1, 1 4 (3.33)
+nle7s + 55 7k]
asympt. 2

~ XK+p+2

Tama on taysin ymmarrettavaa, koska kaikki kolme testia voidaan tulkita LM-
periaatteen mukaisiksi. i

Huomautus 3.9: On helppo osoittaa, etta

z;i ~idd.(F,) i=1,...n

= zi = Fp(x;) ~i.i.d.(tas(0,1)) i=1,...,n

Koska tasaisen jakauman kertyméafunktio on muotoa F.(y) =y kun 0<y <1, on
helppo todeta, etta

KS=max | F  ..(v)—y] (3.34)
on jakaumaltaan téysin riippumaton F,:n muodosta. Kaavassa (3.34) F; . (y)

tarkoittaa aineiston zi,...,z, kumulatiivista frekvenssifunktiota. Suure KS tun-
netaan Kolmogorov-Smirnov- testisuureena ja siihen liittyvia jakaumataulukoita
on yleisesti saatavilla.

Jadnnostermien normaalisuutta tutkittaessa transformoidaan residuaalit e; siis

muunnoksella ~
€t — €

2zt = O ) t=1,...,n (3.35)

S
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ja muodostetaan z- havaintojen kumulatiivinen frekvenssifunktio F; . (y).
Hakemalla taulukosta KS- testisuureen haluttua merkitsevyystasoa vastaava
kriittinen arvo voidaan testi esittaa visuaalisesti hyvin havainnollisessa muodossa:

Kuva 3.1: FEraan transformoidun havaintoaineiston kumulatiivinen
frekvenssifunktio F . (y) (n = 30)

7777

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.91.0
y

Koska transformaatiossa (3.35) on jouduttu estimoimaan parametrit o
ja p, eivat Kolmogorov-Smirnov- taulukoista saatavat kriittiset arvot ole téas-
mélleen oikeita tdhén tarkoitukseen. Liliefors on muodostanut taulukot muun-
noksen (3.35) mukaiselle normaalisuustestille, ja naitakin taulukoita on melko
hyvin saatavissa. i
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Kolmogorov-Smirnov-testisuureen (3.34) kriittisia arvoja

Merkitsevyystaso
n 0.20 0.15 0.10 0.05 0.01
1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733
5 0.446 0.474 0.510 0.565 0.669
6 0.410 0.436 0.470 0.521 0.618
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543
9 0.339 0.360 0.388 0.432 0.514
10 0.322 0.342 0.368 0.410 0.490
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.381
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356
25 0.21 0.22 0.24 0.27 0.32
30 0.19 0.20 0.22 0.24 0.29
35 0.18 0.19 0.21 0.23 0.27
> 35| 1.07/yn | 1.14/n | 1.22//n | 1.36/yn | 1.63/\/n
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3.4 Mallin rakenteessa tapahtuvien muutosten paljastaminen

3.4.1 Rekursiivinen estimointi

Tarkastellaan perusmuotoisen lineaarisen regressiomallin (1.6) — (1.9)

Y=X0(+¢ ,

£ ~ N,(0,0?%) ; Y= (y1 . yn) ; X=(X: .. X,)

parametrien OLS- estimaattien kehitystd, kun havaintoja lisdtdan estimointiai-
neistoon yksi kerrallaan aikajarjestyksessa. Otetaan kayttoon seuraavat merkin-
nat:

Yoo =(pn o we) :

Xpy =(X1 .. X :

2 ’ -

By = (X<t)X(t)) XopYe

My =XpXey
-1
Vi = M(t—1)X(t)
gt = 1+ X(/t)M(;il)X(t) ja

fo =y~ XiBu-1) t=m+1,..,n

Apulause 3.1: Mikali kaikki seuraavassa kaavassa esiintyvét kadnteismatriisit
ovat hyvin maariteltyja, niin

(A+BC) ' =A' — A 'BI+CA'B)"'cA™? (3.36)

Tulos tunnetaan yleensd ”matriisien inversiolemman” tai ”Sherman-Morrison-
Woodburyn kaavan” nimella. I

Apulauseesta 3.1 seuraa heti, etta

M) = (Mgoy)+ X, X]) "

1 -1 -1 -1 -1
= Mty = MG X+ XML X)TEXIM (3.37)

:M(;il)—gt_lv}vt’ t=m+1,...n
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Kun tdma tulos sijoitetaan OLS- estimaattorin E(t) kaavaan, saadaan

a(t) = M(ZL) - 9;1‘4‘/}/} (Xft—l)Y(f,—l) + tht)

(3.38)
= B(t—l) + (Y — Xga(t—l))gt_lvt
Kokoamalla ”yllapitokaavat” (3.37) ja (3.38) yhteen saadaan
My = Mgy =90 VY
B(t) = B(tq) +fi9i Vi
fr = e = X{Bu) (3.39)
-1
Vi= M(t_l)Xt
g =1+XV,

joita kutsutaan usein Plackettin kaavoiksi.

Kuten huomataan, rekursiivisten estimaattien ﬁ(t) muodostaminen on lasken-
nallisesti tavattoman vaivatonta. (Samat kaavat voidaan muuten johtaa myos
ns. Kalman- suodatuksen sivutuotteina.)

Huomautus 3.10: Estimaattien aikaurien tarkastelu saattaa olla tavattoman va-
laisevaa, silla estimaattien akilliset muutokset heijastelevat tietysti viimeksi tul-
leiden havaintojen suurta vaikutusvaltaisuutta. Seuraavilla kalvoilla on tarkas-
teltu viinien kulutuksen vuosimuutoksia koskevan mallin

Vilog ¢ = B + fVslog pr + B3Vslog Qi +er  , & ~ NID(0,07)

B»- parametrin OLS- estimaattien aikauraa. (Havaintoaineistona on kéytetty nel-
jan kuukauden jaksoissa mitattuja tietoja viinien kulutuksen maarista ¢, viinien
reaalihinnoista p; ja yksityisen kokonaiskulutuksen maarasta @; vuosilta 1970-
1986. Symboli V3 tarkoittaa vuosimuutosta, esim. Vszlog g =log ¢;—log q;—3.) I
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Algebra code for Wines.in7:
Lviinivol = log(viinivol);
Lkokkulut = log(kokkulut);

p = viinip/kulhinta;

Lp = log(p);

D3Lviinivol = diff(Lviinivol,3);
D3Lkokkulut = diff (Lkokkulut,3);
D3Lp = diff (Lp,3);

EQ( 1) Modelling D3Lviinivol by RLS (using Wines.inT7)
The present sample is: 1970 (1) to 1986 (3)

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob PartR"2
Constant -0.013880 0.022403 -0.620 0.5385 0.0079
D3Lkokkulut 1.2763 0.54612 2.337 0.0237 0.1022
D3Lp -0.92532 0.19542 -4.735 0.0000 0.3184
R"2 = 0.333542 F(2,48) = 12.011 [0.0001] \sigma = 0.0986196 DW = 0.973

RSS 0.466839459 for 3 variables and 51 observations

StdInn saved to Wines.in7

Rekursiiviset residuaalit

2

15;

1

05|

o :
05
n15;

7 L L L L 1 L L L L
1975 1980 1985
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Rekursiivisesti estimoidut hintajoustot
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Huomautus 3.11: Rekursiokaavat (3.39) tuottavat paljon muitakin mielenkiin-
toisia sivutuotteita kuin parametrien askeltavat estimaatit B(t). Mainittakoon
erityisesti ”yhden askeleen ennustevirheet” f, (¢t = m + 1,...,n), joilla mallin
(1.6) — (1.9) puitteissa on mm. seuraavat ominaisuudet:

t—1
fi =X[B+e —XzM(;il) Xi(X[B+¢i)
i=1

t—1
=&t 7X£M(;il) Z Xﬁ:i y
i=1

joten

t—1 t+r—1
Efy fisn =E (a > e XML Xi> (m,, =Y e XMy, Xj)
i=1 j=1
(3.40)
t—1
= —Bey er X{M L, Xep + BEY | &f XML XGXIM L, Xog
j=1

Tasta seuraa valittomasti, ettd mallin (1.6) — (1.9) perusoletusten vallitessa

0 jos  v>1

Eft firv = .
o%g; jos v=20

Koska ennustevirheiden f, pitéisi lisdksi olla (normaalisten muuttujien lineaa-
rilausekkeina) normaalisesti jakautuneita, saadaan

fi ~ NID(0,0%g;) t=m+1,...n (3.41)

Tulos (3.41) antaa aiheen madritelld ns. (normitetut) rekursiiviset residuaalit

t=m+1,..,n (3.42)

jotka ovat siis normitettuja yhden askeleen ennustevirheita (”standardoituja in-
novaatioimpulsseja” ), ja joille pétee

ef ~ NID(0,0?) t=m+1,...,n (3.43)
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Koska e}- termit ovat maaritelmansa (3.42) mukaan selvasti "residuaalin” luon-
teisia, ja koska niilla on ominaisuus (3.43), ne sopivat kaikkeen tassa luvussa
esitettyyn mallidiagnostiikkaan oikeastaan paremmin kuin OLS- residuaalit e,

konsanaan.
Rekursiivisten residuaalien muista ominaisuuksista kannattaa erityisesti mainita,
etta jaannosneliosummalaskelmalle

Qe =Il Yioy — XvyBeo) |12 (3.44)

patee rekursiokaava

Q(t) :Q(t—l) —1—62‘2 t=m+1,...,n (3.45)

Jos rekursiivisten residuaalien muodostamaa vektoria merkitaadn symbolilla

E = (ef > o oe?)
on siis erityisesti
QB =EE=E"E"= Y e* . (3.46)
t=m+1

Tulos (3.45) seuraa kaavoista (3.39), joiden mukaan
B(t) = B(t—l) + fr 97V ;

joten
Yi-1) — Xa—1Bw) = Yu-1) — Xe—1)Bu-1) — fr 90 Xau-nVi

=Eu-1)— fr 90 X)W )

jossa Eg_1)=Yy_1) — Xq-1)Bu-1) ja E{_ X1 =0

Nain ollen

Quy =l Y1y — Xe—1y By 11> +(ye — X{Bwy)?
= Egtfl)E(t—l) + ft2 g;QWIXEtfl)X(t—l)Vt + (fi— fi gleé‘/t)Q

=Qu-1) + f£ 9" ;

joten tulos (3.45) on todistettu. I

56



3.4.2 Rakennemuutosten havaitseminen

Ajatellaan nyt, ettd malli
yr = X0 +e , g ~ NID(0,0%) t=1,...n

kuvaa adekvaatisti X;:n ja y.:n valista yhteytta ajankohtina t=1,...,¢,, mutta
ettd periodilla (t,,t, + 1] mallissa (tai pikemminkin havainnot tuottaneessa me-
kanismissa) tapahtuisi dkillinen muutos. Ajatellaan aluksi, ettd regressiokertoi-
met A #killisesti muuttuisivat muotoon g*. Mikali hetki ¢, tunnetaan (lain-
sdddannollinen muutos, tilastointitavan muutos, dkillinen markkinah&irié tms.),
ja mikali regressiokertoimien #* oletetaan pysyvan vakioina koko jaljella olevan
havaintoperiodin ajan, voidaan hypoteesia 3= 3* testata seuraavasti:

1° Jos n—t, >m (ts. jos uudetkin regressiokertoimet pystytéan estimoimaan),

voidaan hypoteesi g = p3* tulkita lineaarisiksi rajoitteiksi yleismallin

Y= X[B+ ¢ t=1,..t,
Yt :Xé,@* + & t:t0—|—17...7’l’l, (347)
g, ~ NID(0,5?)

puitteissa. Tavanomainen F- testisuure hypoteesin g = g* testaamiseksi
olisi tietenkin muotoa

1 _
Cto = m(Q10 Q) ~ m,n—2m (348)
mem @

jossa Qo = E{, Eq,) ja @ tarkoittaa malliin (3.47) liittyvad jadnnosne-
licsummaa ilman rajoitusta B = g*. Testisuuretta C; kutsutaan yleensa
Chow- testisuureeksi.

2° Jos n—t, <m, el p*- parametreja pystyta lainkaan estimoimaan. Talloinkin
voidaan kuitenkin tarkkailla estimaattoreihin ﬁ(to) perustuvien ennusteiden
toimintakykya periodilla ¢,+1,....n. Jos g* # 3, olisivat ennusteet ilmeisesti
harhaisia, ts.

E(yt+V7X£+VB(tO)) #0 kun v=1..,n—%

Ennusteharhan olemassaoloa olisi luontevaa mitata suureella
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(Bl E() — Ely \Ew.y)
n n—ty n (n) to (tU)
o = S (3.49)

to—m (tU)E(to)

jota niinikdan kutsutaan Chow- testisuureeksi. Koska rekursiokaavan (3.45)

mukaan
t

*2
Qu=EnEn= Y, e ,

v=m+1

voidaan (3.49) yhta hyvin kirjoittaa muotoon

1 n *2
O(n) _ n—t, Zu:to+1 €
to T

1 to *2
to—m ZV:m+1 61/

~ anto,tofm (349/)

Testisuureen (3.49') toiminta perustuu siis mallin toimintakyvyn arvioin-
tiin estimointiperiodin ulkopuolella. Tallaista toimintaa sanotaan joskus
”prediktiiviseksi testaamiseksi”.

3° Jos rakennemuutoksen potentiaalisesta ajankohdasta t, ei ole selvaa kasi-
tysté ja jos muuttuneen rakenteen ei oleteta pysyvin (ainakaan heti) vaki-
ona, voidaan kayttaa jatkuvaa kontrollia varten kehitettyja paatossaantoja,
joista ensimmaisend esiteltdkoon ns. CUSUM- testi:
Kaavoissa (3.42) ja (3.39) maaritellyt rekursiiviset residuaalit ovat erit-
tain soveliaita tarkastimia rakennemuutosten etsimisessa, silla nehéan voitiin
tulkita normitetuiksi yhden askeleen ennustevirheiksi. Mikali hetkella ¢,
tapahtuisi B:aa koskeva rakennemuutos, olisi selvastikin

Ee; #0 kun t>t, . (3.50)

Odotusarvoa koskevan hypoteesin tutkimiseen tarkoitettu testisuure kan-
nattaa luonnollisesti perustaa odotusarvon tehokkaimpaan mahdolliseen es-
timaattoriin eli keskiarvoon. Jos nollahypoteesista

H,: Eef=0 t=m-+1,..,n (3.51)

tapahtuvat poikkeamat halutaan havaita mahdollisimman nopeasti, kan-
nattaa keskiarvoa &) = = S s € tietysti seurata jatkuvasti ¢ kas-
vaessa t=m+1,..,n. Koska keskiarvoon liittyvéan satunnaisvaihtelun mit-
takaava pienenee havaintomaaran kasvaessa, on kuitenkin miellyttavampaa

seurata e’- termien kumulatitvista summaa
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wy = Z ey t=m+1,..,n . (3.52)

40

Formaali, w;- lukujonoon perustuva testi voidaan konstruoida seuraavan
teknisen tuloksen avulla:
Jos z,..,2, ~ NID(0,1), niin yhtalo

t
P <| Zzi < b(vn+ % t)  kaikilla =1, ,n> =1l-« (3.53)
i=1 )

toteutuu mm. lukupareilla

o b
0.1  0.850
0.05 0.948
0.01 1.143

Epayhtalon rajasuorat muodostavat eraanlaisen ” V- maskin”, jonka sisalla
kumulatiivisen summan aikaura pysyttelee todennakoisyydella 1 — a.
Tulosta (3.53) voidaan mainiosti soveltaa myos rekursiivisten residuaalien
kumulatiivisen summan (3.52) seuraamiseen. V- maskia ei kuitenkaan
kannata pitaa kiinteana, ajankohdasta m+1 alkavana, vaan ”liu’uttaa” w;-
summan aikauraa pitkin. Suositeltavin menettelytapa olisi ehkéa seuraava:
- Piirretdan (¢t w,)'- pisteiden muodostama ura t=m+1,...,n.

- Haetaan silmédmaaraisesti uran epailyttavin kohta ja merkitaén sita ¢,:lla.
- Piirretaan suorien

wy, £ bs(Vn—t,+

kuvaajat aikavaliltd t=t,+1,..,n ja "hylatdan” vakiorakennehypoteesi
(3.51), jos (t w;)'- ura ajautuu piirrettyjen suorien ulkopuolelle.
Taté testid kutsutaan (liukuvaa V- maskia kéyttéviksi) CUSUM- testiksi.
Rekursiivisten residuaalien nelioiden kumulatiivisia summia voidaan
niinikaan kayttaa vakiorakennehypoteesin realistisuuden tutkimiseen. Tal-
laisia testeja kutsutaan CUSUMQ- testeiksi.
Todetaan aluksi erds tekninen, todennakoisyyslaskentaan liittyva tulos,
jota voidaan hyodyntaa useissa eri yhteyksissa:
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DLQt = "Yksityisen kokonaiskulutuksen vuosimuutos (log)"
DLYt = "Kotitalouksien kiytett&dvissd olevien tulojen vuosimuutos (log)"
St_1 = "Edellisen vuoden s&ddstéamisaste (kotitaloudet)"

EQ( 1) Modelling DLQt by RLS (using Consum.in7)
The present sample is: 1961 to 1987

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob PartR"2
Constant -0.014794 0.010423 -1.419 0.1686 0.0774
DLYt 0.87031 0.093603 9.298 0.0000 0.7827
St_1 0.51273 0.20965 2.446 0.0222 0.1995
R"2 = 0.785436 F(2,24) = 43.927 [0.0000] \sigma = 0.0125368 DW = 1.83

RSS 0.003772129051 for 3 variables and 27 observations

StdInn saved to Consum.in7
Algebra code for Consum.in7:
cusum = cum(StdInn);
sqr = sqrt(14);
aika = vuosi-1973;
raja = -0.01037-0.948x0.0125* (sqr+2*aika/sqr) ;

Askeltava Chow-testi

| |—NdnCHOWs —— 5% |

1970 1975 1980 1985

60



.02

.01

-.01

-.02

-.05

-.02

-.04

-.06

-.08

=12

-.14

Rekursiiviset residuaalit ja niiden kumulatiivinen summa

I
| L L L L | L L L L | L L L L L L L L L L L L | L
1960 1965 1970 1975 1980 1985
[
| L L L L | L L L L L L L L L L L L L L //
1960 1965 1970 1975 1980 1985
Cusum-testi
rgga —— cusum

1975 1980 1985

61



Jos muuttujat =q,..,7, ovat eksponentiaalisesti jakautuneita

i.i.d.- muuttujia, niin muuttujat

2y = P t=1,..,n—-1 (3.54)

ovat yhteisjakaumaltaan tasmdlleen tas(0,1)- jakaumasta saa-

dun, vastaavan kokoisen yksinkertaisen otoksen kaltaisia.

Kolmogorov-Smirnov- testin (ks. huomautus 3.9) yhteydessé tehtyja pro-
senttipistelaskelmia voidaan siis hyodyntaa myos muotoa (3.54) olevia zy-
osamaaria tutkittaessa.

Todettakoon, etta

* 2 2

1 ) 1
—(ef “H+erT) ~ X5 = ekSp(§)

Tété tulosta (ja Kolmogorov-Smirnov- taulukoita) voidaan hyddyntaé tark-
kailtaessa kumulatiivisia neliosummia

Quy  Soemi1 €
= = v=m t = 1 e . 355
W7 Qw e m? M (35

Mikali
| _ t—m
q(t) n

— 1> ca (3.56)

jollakin ¢ = m +1,..,n — 1, "hylatdan” vakiorakennehypoteesi. (Téssd c,
tarkoittaa merkitsevyystasoon 1—« liittyvéé, havaintomééran [252] +1
mukaista Kolmogorov-Smirnov- testisuureen kriittista arvoa.)

Saatua testia (3.55) + (3.56) sanotaan CUSUMQ- testiksi, ja se soveltuu
mainiosti myos virhetermien variansseissa tapahtuvien muutosten paljas-
tamiseen.

Mikali CUSUMQ- testilla halutaan testata nimenomaan p- regressioker-
toimien muuttumista, on huomattava, etta talloin

Eet?> o2 kun t>t,
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jossa t, tarkoittaa rakennemuutoksen ajankohtaa. Tasta syysta testia
(3.56) on syyta kayttaa yksipuolisena ja valita kriittiseksi alueeksi

t—m

n—m

qry < — Cq . (357)

Huomautus 3.12: PCGIVE kannustaa kayttajidan seuraamaan Chow- testisuu-
reen C" kiyttiytymistd askeltavasti kiymalla 1ipi kaikki mahdolliset raken-
nemuutosajankohdat ¢ =m+1,..,n — 1. Koska Chow- testisuure Ct(”) voidaan
kirjoittaa muotoon (3.49")

1 n *2
C(n) _ n—t, ZV:tOJrl €y
L =

o 1 to %2
to—m Zy:m+1 eu

t=m+1,...,n—1 |

on helppo havaita, ettd C€™:n ja CUSUMQ- testisuureen gy valilla vallitsee
seuraava, kaantden yksikasitteinen yhteys:

- 1
C§>_m.<_1) t=m+1,.,n—1 . (3.58)

n—t qe)
CUSUMQ- testin kriittinen alue (3.57) voidaan siis kirjoittaa muotoon

1+ Co — t—m
Ct(n) > n—m

t—m __ _
= — Ca n—1t

EZm ollakin ¢t >m4ca(n—m) . (3.57))

70 1980 1990

Testi (3.57’) on siis periaatteessa ekvivalentti vastaavan CUSUMQ- testin (3.57)
kanssa. PCGIVE kuitenkin piirtdsa ¢ aikaurakuvioon kiintedn ”kriittisen
rajan” (ks. oheinen kalvo). TAmé ei ole testin sekventiaalisuuden vuoksi korrek-
tia, ja voidaankin sanoa, ettd PCGIVE:n tarjoamat kuviot houkuttelevat talta
osin harhaanjohtaviin tulkintoihin. i
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4 DYNAAMISET REGRESSIOMALLIT
4.1 Siirtofunktiomallit

4.1.1 Adaptiivisten odotusten mallit

Ajatellaan, ettd vastemuuttuja gy, riippuu tekijan z; tulevaa kehitysta kos-
kevista odotuksista z7,, mallin

yr = P1 + Paxi g + & , £t l T , et ~ NID(0, 02) (4.1)

mukaisesti. Koska odotuksia zj,,; el yleensa voida havaita, oletetaan niiden
kehittyvan adaptiivisesti kaavan

i — ) = alry — ) (4.2)
mukaisesti. (0 < a < 1). Talloin siis

ri, =[1-(1- @)L am

i=0 (4.3)

oo
—aX(-af oy

jossa L tarkoittaa viiveoperaattoria Lz, =x;_;. Sijoittamalla tulos (4.3) malliin
(4.1) saadaan

o0

Yy = P +52042(1—C¥)j Ti—j+er

J=0

joten ajatus (4.2) implikoi z;:n ja y:n valille ns. siirtofunktiomallin

ye=p+o(l)z,+e , jossa
{ee} | {z} , & ~NID(O,0%)
(4.4)
v(L) = Z v; L = afs[l — (1 —a)L]™?
=0

Mallissa (4.4) joudutaan siis varautumaan z,:n vitvdstettyihin, hyvinkin hitai-
siin vaikutuksiin. Lisaksi useimmiten joudutaan realistisuuden nimissa sallimaan
jonkinasteinen ajallinen sédannollisyys (autokorrelaatio) virhetermisarjalle e;.
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4.1.2 Eniten kaytetyt siirtofunktiomallityypit

Ajatellaan nyt, ettd selittdvid muuttujia (aikasarjoja) z;; olisi useampia ja etté
niilla kaikilla saattaisi olla myos viivasteisia vaikutuksia y;:hen. Yleensa on syyta
alusta asti varautua virhetermisarjan ¢, autokorrelaatioon esim. stationdarisen

ARMA- mallin

o(L C e
et = (L) a {e:} stationaarinen

t m t )

~

ar ~ NID(0,0%)

puitteissa. Lausekkeet 6(L) ja ¢(L) tarkoittavat viiveoperaattorin polynomeja,

O(L)=1—0,L—...— 0,09
(4.6)
S(L) =1— 1L — ... — $,LP

Talloin 2,4~ muuttujien lineaarisia vaikutuksia y,- muuttujaan kuvaava, yleisin
kuviteltavissa oleva malli olisi muotoa

ye = p+v1(L) 214 + oo + U (L)xms +6¢ jOSSA

{ee} I {zres @i} {e;} stationddrinen
6(L) 9 . (4.7)
= — ~ NID
€t ) o oy (0,0%) ja
UZ(L):Z v;; L7 i=1,...,m
§=0

Mallin mielekkyyden kannalta kannattaa erityisesti korostaa virhetermisarjan
{e;} riippumattomuutta {zi¢,..., 2., }- sarjoista, ts. selittajésarjojen eksogeeni-
suutta.

Jotta mallin parametrimaara pysyisi aarellisené, on siirtofunktioille v;(L) ase-
tettava joitakin rajoituksia. Tavallisimpia ovat rajoitukset

Vi (L) = Wio —winl —...— Wir, L™ (48)
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tai

wi(L) )
vi(L) = () ,  jossa
wl(L) = Wipo —winL — ... — wiriLri s Ja (49)
6i(L)=1=064L — ... —8;5, L*
tai
vi(L)= Y vyl jossa
= (4.10)
vij = Bio + Bird + - + Bia, J j=0,..,7

Muodot (4.8) ja (4.10) edellyttavat siis, etta selittajan z;; wvatkutusaika y;:hen
on rajoitettu siten, etta kaikki vaikutukset ehtivat ilmeta r; aikayksikon kulu-
essa. Muoto (4.9) taas sopii pitkdaikaisten vaikutusten kuvaamiseen, koska wv;;-
kertoimet eroavat nollasta myos suurilla j:n arvoilla.

Muotoa (4.9) sanotaan rationaaliseksi ja muotoa (4.8) polynomimuotoiseksi siir-
tofunktioksi. Muotoa (4.10) sanotaan Almon- malliksi ja sen puitteissa voidaan
usein selvita suhteellisen harvoilla parametreilla, vaikka maksimaalinen vaikutus-
aika r; olisikin melko pitka.

Ihanteellista tietysti olisi, mikali kulloinkin kaytettavan mallin (4.7) muoto voi-
taisiin valita talousteorian perusteella, muta useimmiten muodon valinta joudu-
taan tekemaan yksinomaan kaytettavissa olevien havaintojen perusteella.

Maaritelma 4.1: Kertoimia wv;; (j = 0,1,2...) sanotaan selittajaan z; liit-
tyviksi impulssivasteiksi ja vi,:aa valittomdksi vasteeksi.
Kumulatiivisia summia

J
cij =Y vik j=0,1,2...
k=0

sanotaan vastekertymiksi (interim multipliers) ja summaa ¢ selittdjadn
liittyvaksi kokonaisvasteeksi (total multiplier).

Mikali v;; >0 kaikilla j=0,1,2..., voidaan lukuja v;;/ci ajatella diskreettiin,
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kokonaislukuarvoiseen todennakoisyysjakaumaan liittyvina pistetodennakoisyyk-
sind. T&lloin puhutaan usein viivejakaumamalleista (distributed lag models) ja
voidaan maaritella po. ”todennakoisyysjakaumaan” liittyvia tunnuslukuja, ku-
ten esim. ”keskim#érdinen vaikutusaika” (mean lag)

1 o0

Cico

J vij
j=1

Maariteltyjen termien ja sanontojen tausta on seuraava.
Tarkastellaan y,:n odotusarvouran

g =p+v1(L)x1s + oo + O (L) Tt

kayttaytymista, kun selittavat tekijat vakioituvat tasoille zy,...,2,,. Talloin g,
asettuisi ”tasapainotilaan”

ge=p+v1(1)ZT1 + ... + 0 ()T,

Jos z;:lle annettaisiin yksikon suuruinen lisays, kertoisivat impulssivasteet wv;;
ja vastekertymat c¢;;, miten g asettuisi uuteen tasapainotilaan. Kokonaisvaste
cis Kkertoisi tasapainotilan kokonaissiirtyman.

Esimerkiksi adaptiivisten odotusten mallissa (4.1)+ (4.2) vastaisivat impulssivas-
teet

v; = af2(l —a) j=0,1,2, ..

ns. geometrista jakaumaa, joten keskiméaarainen vaikutusaika olisi

(0%

= - l—-a
a) j(-a) =
j=1

Vastekertymat olisivat muotoa
j .
¢ =Y afa(l—a) =pF[1—-(1-a)t] j=0,1,2,..

v=0

ja kokonaisvaste c., =3 .
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4.2 Differenssiyhtalon muotoiset malli

4.2.1 Osittaisen sopeutumisen mallit

Ajatellaan, etta tekijat X; maéaraisivat muuttujan vy, tavoitetason y; yh-
talon
yr = ' X, t=1,...n

mukaisesti, mutta ettd y;:n kehityksessa olisi tiettya ”hitausmomenttia” sopeu-
tumisyhtalon
o=y =oaly; —ye1) te e || X

mukaisesti (0 < a < 1). Talloin paadytaan havaittavissa olevien suureiden osalta
malliin

y=0-a)y—1+a fXi+e )
(4.15)
g; ~ NID(0,0%) , er || Xi , t=2,...,n

Mallia (4.15) sanotaan osittaisen sopeutumisen malliksi ja se edustaa differens-
siyhtalon muotoista mallia yksinkertaisimmillaan. Jos y; "ratkaistaan” mallista
(4.15), saadaan

o 1

m ﬁ/Xt + m Et s (416)

Yt =

joten jokaisen selittajan impulssivasteet olisivat muotoa

vij:aﬁi (1—&)J j:0,172,...
?keskimaarainen vaikutusaika”

ZJO'C:O Uijjil—oz

Z;O:O Uij o «

olisi sama kaikille muuttujille z;; (i =1,...,m). Tasta syysta sita kutsutaankin
yleensa keskimaaraiseksi sopeutumisajaks.
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4.2.2 ARX- ja ARMAX- mallit

Mallin (4.15) sisalto voidaan tulkita myos siten, ettd y; pyrkii kehittyméan
differenssiyhtalomallin
ye=p+(1—a)y—1+e (4.17)

mukaisesti, mutta ”eksogeeniset” tekijat X, vaikuttavat lineaarisesti siihen ta-
soon £ | jonka lahistolle y, olisi oman kehitysmekanisminsa (4.17) mukaisesti
asettumassa.

Jos sama ajatus yleistetaan suoraviivaisesti yhtalod (4.17) monimutkaisempiin
kehitysrakenteisiin (esim. ARMA- rakenteisiin), paadytédin luontevasti malli-

tyyppiin

(L) ye=p+ Zwi(l’)xit +0(L)et )
i=1

{ee} | {216}y, & ~NID(0,6%) |
(4.18)
ally=1-aL—..—a,L? ,
0(L)y=1—6,L—..—0,L7 ,
wl(L) :wio—wilL—...—me” N 1= 1,...,m

Tallaisia malleja kutsutaan ARMAX- malleiksi ja niitd kaytetddn usein pelkas-
taan siksi, ettd niiden parametrien estimointi on teknisesti helpompaa kuin siir-
tofunktiomallien (4.7). ( Malli (4.7) siséltda toisaalta erikoistapauksinaan kaikki
ARMAX- mallit (4.18). )

Parametrien estimointi on vieldkin helpompaa, mikéli (L) =1 (ts. mikéli ¢ =0),
silla mallin

afl) ye=p+ Zwi(L)Iit + &4 ;
i=1
(4.19)

{eeh N Az1es s Tt} ; g, ~ NID(0,0?)

parametreja voidaan hyvalla omallatunnolla estimoida OLS- tekniikalla. Mal-
leja (4.19) sanotaan ARX- malleiksi. Koska ¢; on oletettu kaikista selittéjista
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(viivdstetyt y:mn arvot mukaan luettuina) riippumattomaksi, on siis OLS- esti-
maattoreiden kaytto taysin paikallaan ja estimaatit voidaan saman tien laskea
jopa askeltavasti rekursiokaavoilla (3.39). (Ta4ma& on erds syy ARX- mallien suu-
reen suosioon.) Toisaalta, myos ARMAX- mallien (4.18) parametreja voidaan
estimoida rekursiivisesti, mutta tarvittava algoritmi on paljon monimutkaisempi
kuin (3.39).

Huomautus 4.1: ARX- malli (4.19) sisdltdd pohjimmiltaan seuraavan, y;:n
kehitysmekanismia koskevan oletuksen:
Muuttujan y, kehityksen maaraéd priméaristi sen oma, AR- mallilla ku-
vattavissa oleva etenemismekanismi, joka voi olla osa suuremmasta, use-
amman muuttujan muodostamasta vuorovaikutussysteemista. ” Ulkoiset”
(eksogeeniset) tekijat x; = (z1t ... zm) voivat vaikuttaa lineaarisesti
systeemin ”tasapainotilan” sijaintiin, mutta eivat systeemin rakenteeseen.

Taméi ajattelutapa voi joissakin sovelluksissa (esim. osittaisen sopeutumisen
mallit) tuntua téysin realistiselta, mutta ei varmastikaan kaikissa. Mallista (4.19)
nimittain seuraa, etta

SRR o (€ B
WEAm T e "t et

Jokaisen selittajan vaikutustavan y,:hen pitaisi siis suurilla viiveilla olla saman-
lainen. Tama ajatus ei kaikissa tapauksissa tunnu realistiselta. i

4.3 Virheenkorjausmallit

Tarkastellaan aluksi dynaamista mallia

log y: = alog yi—1 + p+ w,log xy —wi log x4—1 + &4 ,
(4.20)
e || @, gt ~ NID(0,0?%)

Jos z; stabiloituu tasolle z, stabiloituu log y;:n odotusarvo vastaavasti tasolle

_ 12 Wo — W1 _
log §j = —— 1 4.21
gy=qo G lgz (4.21)
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Téllaista (z ¢)- tilaa sanotaan mallin (4.20) tasapainotilaksi. Eri z:n arvoihin
liittyvista tasapainotiloista muodostuu ns. tasapainoura, jota voitaisiin kutsua
myos (z; 1y )- muuttujan attraktoriksi.

Merkitadn differenssioperaattoria symbolilla V = 1 - L . Talloin malli (4.20)
voidaan kirjoittaa muotoon

Viog yr = (a—1)log yr—1 + p + woViog x¢ + (wo — w1)log x:—1 + &4

= w,Vlog z; + & (4.22)

H Wo — W1
11—« 11—«

+ (a—1)[log yr—1 — log x;_1]

Yhtalon (4.22) oikean puolen hakasulkulauseke siis kertoo, kuinka kaukana att-
raktorista (4.21) muuttuja (z; y;) on hetkelld t— 1.

Jos muuttuja (z; y:)" on ldhelld attraktoria (tasapainouraa) koko havaintope-
riodin ajan, vaihtelee hakasulkulauseke hyvin vahan, ja «:n estimointi saattaa
vaikeutua. Jos taas tasapainouralta (4.21) poiketaan paljon, vaikuttaa (4.22):n
hakasulkulauseke tasapainotilaa kohti vetdvana tekijana, joka pyrkii nopeutta-
maan muuttujan paluuta tasapainouran laheisyyteen.

Muutosten Vlog z; ja Vlog y; valinen relaatio mallissa (4.22) ohjaa siis muut-
tujan (z; w.) Ilyhyen tahtdimen dynamiikkaa, kun taas hakasulkulausekkeen
avulla saadaan kasitys pitkan tdhtaimen tasapainouran sijainnista.

Muotoa (4.22) olevia malleja sanotaan virheenkorjausmalleiksi (error correction
models). Myo6hemmin esiteltdvin yhteisintegroituvuuden késitteen ja virheen-
korjausmallien valilla vallitsee laheinen yhteys: Jos log x; ja log y: ovat yhteis-
integroituneita, voidaan niiden vélille aina muodostaa mallin (4.22) kaltainen
virheenkorjausmalli. Virheenkorjausmalli edustaa samalla yhteisintegroituvuus-
relaation tulkinnallisesti hedelmallisinta esitystapaa.

Huomautettakoon samalla, ettd tasapainorelaatioon (attraktoriin) saattavat vai-
kuttaa sellaisetkin muuttujat, joita ei lyhyen tahtaimen dynamiikan kuvauksessa
lainkaan tarvita.

Esimerkki 4.1: Davidson, Hendry, Srba ja Yeo kayttivat 1978 ilmestyneessa ar-
tikkelissaan seuraavan tyyppistd mallia kuvaamaan kotitalouksien reaalitulojen
y; ja yksityisen kulutuksen volyymin ¢, valista yhteytta:

Vylog ¢t = 1Valog yr + B2VVylog yr + e + B3 log <;ti> ; (4.23)
t—
jossa e, ~ NID(0,0%), Voy=1-L* ja V=1-1L.
Sovellus koski Englannin neljannesvuosiaineistoa. ”Tasapainoura” vastaisi siis
vakiona pysyvaa saastamisastetta. Toisaalta ”lyhyen tahtaimen rajakulutusalt-
tiutta” vastaisi mallissa (4.23) parametri (8 + 32) — B2 = 51 - i
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5 IVE- ja GIVE- ESTIMOINTI

5.1 Epéasuorasti havaitut selittdvat muuttujat (proxy- muuttujat)

Niitd muuttujia, joilla talousteoria operoi, ei useinkaan pystyta suoraan (virheet-
tomasti) havaitsemaan. Esim. odotusten havaitseminen on yleensé mahdotonta,
samoin " pysyvaistulojen” , jne. Joskus taas tietojen saatavuus voi tuottaa on-
gelmia.

Ajatellaan nyt, etta regressiomallissa

yr = B1 + Poxy + et , €t NNID(O,O'Q) (5.1)
olisi vain yksi selittdja, mutta etta sen arvoihin liittyisi havaintovirhetta mallin
Ty =xp + M , ne ~ NID(0,72) , ne |l e (5.2)

mukaisesti, jossa z; edustaa selittavin muuttujan havaittua arvoa havaintoyk-
sikossa t (t=1,..,n) .
Yhdistamalla mallit (5.1) ja (5.2) saadaan

yr = B1+ Poxy + (g1 — Pamy)

= B1+ fozs + Ky )

jossa siis z; L k.

Valittomana seurauksena johdannossa esitetyn perusoletuksen (1.8) rikkoutu-
misesta on, ettd OLS- estimaattorit ovat epdkonsistentteja. (Ajatellaan yksin-
kertaisuuden vuoksi, ettd g, = 0.) T&lloin nimittéin

32 _ Z;L:l TeYt %21;1(52-1': +€t)($2k +m)

)T & 2ot (4 )
(5.4)
p Pa % Z?:l xZ‘Q
—

1 n *2 2
;thlxt + 7

# B2

Tama epakonsistenssi on samalla oire vakavammastakin estimoituvuusongelmasta,
silla mallin (5.1) + (5.2) mukaisen likelihood- funktion logaritmi on muotoa

log LY,X(X*a ﬁlv 527 7—27 02)

. (5.5)
~ ; [—%log S %log o? — %(xt —x)? - %(yt — B — fax})?
Jaetaan likelihood- funktio (5.5) kahteen osaan,
log Ly,x(X*, 81, B2, 72,0%) = PN (X%, B, B2, 72,02) + I$%(B1, B 72,0%) ,  (5.6)
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jossa

lg/l,?X(X*a ﬂh ﬂ27 T27U2)

(5.7)
R TR N 0%z + B (yr — B1) o
= E(ﬁJr?) t:Zl(xt 02+ﬁ§7'2 )
ja
lgfzzx(ﬁlv ﬁ277-270-2)
) ) n (5.8)
__n 2 2 2
= —E(log 7" +log 07) — B W;(yt — B1 = Baxy)

On helppo niahdi, etta lg,l)X kaavassa (5.7) e sisalla mitaan sellaista infor-
maatiota parametreista 3,5, 72 tai o2, joka olisi tulkittavissa ilman tietoa
X*=(zt .. ) :sti.
Jos taas B, ja (3. ajateltaisiin tunnetuiksi, riippuisi 1;2))( kaavassa (5.8)
havainnoista vain suureen "  (y: — (1 — Bozy)? kautta. Toisaalta, auki olevia
parametreja olisi vield kaksi (1> ja o?), jotka siis eivdt voi olla identifioitavissa
havaintojen perusteella. Ongelma pysyy tietysti samanlaisena, vaikka p- para-
metreja ei oletteaisikaan tunnetuiksi. Malliin (5.1)+(5.2) on siis lisattava jotakin
informaatiota, jotta parametrien estimointi onnistuisi. Periaatteessa on olemassa
kolme mahdollisuutta:
1° Oletetaan ;—i tunnetuksi.
2° Postuloidaan parametreille priorijakauma ja turvaudutaan bayesilaiseen
paattelyyn.
3° Oletetaan, ettd voidaan havaita kolmattakin, samoja ;- arvoja heijas-
televaa muuttujaa
zt =1 + aexy +wr (5.9)

jossa w; || (m &) ja w ~NID(0,6%) t=1,.,n.
Tarkastellaan nyt erityisesti lisdinformaatiotyyppia 3°. Télloin havaintoaineiston

Y, X,7Z maaraaman likelihood- funktion logaritmi voidaan aikaisempaan tapaan
hajottaa kahden termin summaksi

log Ly,x,z(X*,a,8,7%,0%,6%) =11 (X" 0, 0,7%,0%,6%) + 1Py z(, 8,7%,0%,6%) , (5.10)

jossa
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lg,l,)X’Z(X*,a,ﬁ, 72, 0%,6%)

n B — (5.11)
_l(i+_§+a_%) [x* . %+62(yta2ﬂl) —|—O¢2( t52 1)}2
t 2 o2
2 712 o2 02 P 7__12 + 5_% + 5_22
ja
12 (. 8,72,02,62) == —=(log 7> +log o +log ?)
Y, X, Zz\& P T 0 Ty g g O og
1 1 11 a3 <& 5
-5 —— {5 (5 +3) ) (W — b1 — Paxy)
2 T1_2 + % + % o2 ‘712 §2 ;
(5.12)

11 B )
+5—2 (ﬁ“r;)Z(zt_al _0423%)

t=1

e S — B~ B (24 — o1 — 03a) )

t=1

Jos jalleen ajatellaan o- ja - parametrit tunnetuiksi, riippuu z§E>X , havainnoista
kolmen tunnusluvun kautta. Koska varianssiparametreja on niinikaan kolme, voi-
daan ne kaikki estimoida, ja aikaisempi identifioituvuusmurhe on siis poistunut.

5.2 Instrumenttimuuttujiin perustuva estimointi

Edella todettiin, ettd malliin (5.1) + (5.2) liittyvat estimointiongelmat johtui-
vat pohjimmiltaan siitd, ettd muodossa (5.3) selittavat tekijat ja virhetermit
korreloivat keskenaddn. Tarkastellaan nyt yleisemminkin johdannossa esiteltya
perusmuotoista regressiomallia (1.6) + (1.7) + (1.9), jossa kuitenkin ehto (1.8) on
rikottu, ts.

FEe Xy #0

Talloinhan

1
plim —X'e#0
n

n—oo
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joten

plim B =plim (lX’X)*1 lX'(Xﬁ—i—s)
n

n—oo n—oo n

1 1
=8 + plim (=X'X)'plim —X'e (5.13)
n—oo N

n—oco N

78

Tilanteisiin, joissa oletus (1.8) on rikottu, paadytaan proxy- muuttujien kayton
lisdksi myos erdiden aikasarjamallien sekd ns. moniyhtdlomallien (ks. luku 6)
yhteydessa.

Kuten luvussa 5.1 todettiin, on A:n estimoinnin kannalta hyodyllista, jos kay-
tettavissa on havainnot muuttujista zi,...,z,, jotka eivdt korreloi virhetermin
¢ kanssa, mutta "heijastelevat samoja asioita kuin selittajat =q,..,z, 7. Jos
z- muuttujista saatua havaintomatriisia (n x m- matriisi) merkitdén symbolilla

Z, voidaan em. toivomukset kirjoittaa muotoon

1 .
plim —Ze=0 Ja
n—oo Mn
(5.14)
1 . .
plim —Z2'X=0Q.. epasingulaarinen
n—oo n

(Huom.: Osa z;- muuttujista voi olla samoja kuin vastaavat z;:t.)
Jos ehdot (5.14) ovat voimassa, sanotaan Z:aa instrumenttimuuttujamatriisiksi.
Lisaksi toivotaan, etta

1

NG

asympt.
~Y

Z'e N, (0,T) . (5.15)

(Sivuhuomautus: Jos cov(e) =02Q ,0on T =plim ,_ %QZ’QZ )
Instrumenttimuuttujaestimaattoriksi (IVE) kutsutaan talldin estimaattoria

Brve=(Z2'X)"'2'Y . (5.16)

Nihdiin heti, ettd 3,5 on konsistentti:
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~ 1 1
plim Bryp =plim (=Z'X)"!plim [-Z/(XB+¢)]
n— 00 n—oo n n

n—0oo

(5.17)
=Q[Qw B+0] =
Lisaksi oletuksesta (5.15) seuraa, etta
\/— a _ 1Z/X —1 1 VA
n (Brve—F) = (-2'X) Wk
(5.18)

asympt.
~

Nm(o ’ Qz_zler_xl / )

Téamén tuloksen mukaisesti voidaan lineaarista hypoteesia H,: R3=v (y€R")
testata testisuureella

2y S5 -~ sympt.
(RBrve — )V Y (RBrve —7) =% 2 (5.19)

jossa
V =36°R(Z'X)"'Z'0Z(X'Z)" 'R

Jos nyt ajateltaisiin, ettd B- parametreja olisi vain yksi, olisi B;yg:n asymptoot-
tinen virhevarianssi muotoa

Lt Vi 4277
n = (plim oo %Z’X)2

mikdli cov(e) = 021 . Téastd ndhdéén, ettd Z kannattaa valita (vaatimuksen
Z 1 e puitteissa) siten, ettd sen korrelaatio X:n kanssa olisi mahdollisimman
suuri. Jos toisaalta Z:n ja X:n valinen korrelaatio on hyvin pieni, muodostuu
Brvg:n virhevarianssi tavattoman suureksi.

Samalla on taysin selvaa, etta jos on loydettavissa useampia instrumenteiksi kel-
paavia muuttujia, kannattaa kaikkien niiden sisaltamaa lisdinformaatiota tietysti
kayttad hyvéksi. Sisdltdkoon Z* (n x k- matriisi, &k > m) nyt kaikki potenti-
aaliset instrumentit. Oletetaan hetkeksi, ettd cov(e) = 021, ts. Q = I. Talloin
ilmeisesti ”optimaalinen” (ts. X- muuttujien kanssa maksimaalisesti korreloiva)
n x m - ulotteinen instrumenttimatriisi olisi Z = Pz X = Z*(Z* ’Z*)_lz* 'X .
Vastaavaa IVE- estimaattoria
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Bave = (Z2'X)7'2'Y
(5.20)
= (X'Pz. X)"'X'Pg.Y

kutsutaa yleistetyksi instrumenttiestimaattoriksi (GIVE). my®0s sille voidaan joh-
taa (5.18):n kaltainen asymptoottinen jakaumatulos. Regressiokertoimia 3 kos-
kevia lineaarisia hypoteeseja voidaan tutkia (5.19):n kaltaisilla testisuureilla.

6 MONIYHTALOMALLIT

6.1 SURE- estimointi

Tarkastellaan nyt samanaikaisesti K:ta naenndisesti toisistaan erillistd regressi-
omallia

ykt:Xllctﬂ(k) + Ekt s t=1,...,n s k=1,..,.K | (61)
joissa Xyt ( Xy € R™ ) ovat eksogeenisia selittdjavektoreita. Ajatellaan, ettd
kaikista muuttujista on saatu havainnot samoilta ajankohdilta t=1,...,n . (Eri
malleissa voi olla osittain samojakin selittdjid.) Ajatellaan, ettd eri malleihin

liittyvat samanaikaiset virhetermit e, voisivat korreloida keskenaan, mutta
etta eri ajankohtiin liittyvat virhetermit olisivat riippumattomia toisistaan:

. cov(e) =% = (o) . (6.2)

EKt

Merkinnallisesti koko malli (6.1) + (6.2) voidaan ajatella yhdistettavaksi joko
muotoon

Y=X0+¢ , FEe

I
o

, covie)=V (6.3)
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jossa

Y(k) = (ykl Ykn )/ ) k = 17 7K 1)
! n
Y = (Y, Vi) € R* ™,
8= ( E1) ﬂEK))/ S RM , M=mi+..mg
X 0 . 0
¥ — ) ) ja
0 0 X
o1l o1xl
V =X X I= )
O’Kll O’KKI
tai muotoon
Y*=X*3+¢* , Ee* =0 , cov(e*) =V* (6.4)
jossa
Y* = (yll YK1 Yin YKn )/ y
X, 0 . 0 X,
X, = - : X* =
0 . 0 X, X,
ja
> 0 .0
Vi=I®Y=
0o .. 0 X

Halu kasitella yhtaloita yhdessa voi juontaa juurensa

A) siité, ettd selitettévien tekijoiden yi; (k=1,..,K) on yhdessé toteutet-
tava joitakin ehtoja, kuten esim. budjettirajoitukset kulutusmalleissa tai

vastaavat rajoitukset rahoitusvirtamalleissa.
tai

B) siité, etté eri yhtaldiden virhetermeihin ajatellaan siséltyvan yhteisié piir-
teitd, jolloin kaikkiin yhtal6ihin liittyvan havaintomateriaalin sisaltama
lisdinformaatio kannattaa kéayttaa estimoinnissa hyvéksi (”seemingly un-

related regressions”).

Tapauksessa A) voidaan lineaariset rajoitukset RB =~ ottaa huomioon aivan
tavanomaiseen tapaan kayttamaélld rajoitettua GLS- estimaattoria
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O =Bows — (XV X RIROCVTIX) TR (Riors =) (65)

Tapauksessa B) taas on helppo ndhda (esim. muotoilua (6.3) kayttden), etta
Bors = (X'VIX)TI X'V Y (6.6)

on A:m lineaarisista estimaattoreista tehokkain ja asymptoottisesti normaalinen,
kunhan )
plim —-X'V71X=0Q (6.7)
n

on hyvin maaritelty ja positiivisesti definiitti.

Vaikka Bors ei olekaan yhté tehokas kuin 3¢g, on se ainakin harhaton ja tarken-
tuva. Tasta johtuu, etta luvun 2.4 tulosten mukaan seuraavalla kaksivaiheisella
estimaattorilla on sama asymptoottinen jakauma kuin GLS- estimaattorilla (6.6):

V =(0y)@l1 ;
(6.8)
~ 1 .
Oij = E Eél)E(j) ) hj=1,.,K Ja
E :(Efl) EEK))/_(I_PX)Y

(Tarpeen vaatiessa iteraatiota voidaan tietenkin jatkaa ja antaa V:n ja Bgyr:n
vaiheittain sopeutua toisiinsa. Normaalisten virhetermien tapauksessa nain paadyt-
taisiin lopulta g:n ML- estimaattoriin.)

Nahdaan siis, etta

Vi Bsur —B) “EPY Nu(0,Q7Y) (6.9)

jossa @ on maaritelty kaavalla (6.7).

Karkeasti voidaan sanoa, etti Bgypmn suhteellinen asymptoottinen tehokkuus
(ARE) Jorgiin verrattuna kasvaa K:m kasvaessa ja toisaalta X:aan liittyvien
korrelaatioiden kasvaessa. Toisaalta, BoLg saattaa olla jopa tehokkaampi kuin
Bsur, jos £ on ldhelld diagonaalimatriisia. (Jos ¥ diagonaalinen, on JBorg
tietysti tehokkain lineaarinen estimaattori.)
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Huomautus 6.1: Jos kaikissa malleissa on samat selittajat, ei SUR- estimoin-
nista ole mitdan hyotya. Tama nahdain seuraavasti:
Jos Xpy=.=Xx=X,on X=IX ja

~

XVIX=(IeX)E'eDIeX)=S"e(X'X)

joten

_ ~

Bsur = (E@ (X' X) NI X)E @)Y

Huomautus 6.2: Palataan vield hetkeksi tapaukseen A) . Jos esimerkiksi ”bud-
jettirajoitukset” implikoivat ehdon S5 e =0 kaikilla ¢=1,..,n , on virhe-
termivektorin e; jakauma siis singulaarinen. Tasta kiusallisesta ominaisuudesta
paastaan yleensa katevimmin eroon eliminoimalla yksi mallin yhtaloista. Para-
metrirajoitusten huomioon ottamisen tarve katoaa samalla, mutta on selvaa, etta
jaljelle jaavien yhtaloiden virhetermien valisiin korrelaatioihin on ehdottomasti
varauduttava. Tama tapahtuu parhaiten SUR- estimointia kayttamalla. i

6.2 Simultaanimallit

6.2.1 Parametrien identifioituvuus

Tarkastellaan nyt vastemuuttujien (endogeenisten muuttujien) yi: (k=1,...,K)
valisten vuorovaikututusten kuvaamista. Aihetta pohjustettiin jo johdantolu-
vussa 1.3.
Merkitaan

Vi=(yit - yxt) ja Y=(v .. Y,)

jossa Y on siis n x K- matriisi. ”Selittdjamatriisin” X (n x m) ajatellaan
puolestaan siséltdvan eksogeenisten tekijoiden lisdksi my6s (mahdollisesti) endo-
geenisten muuttujien viivastettyja arvoja. Tarkastellaan nyt moniyhtalomallia
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Yy I + X A = ¢

(TLXK)(KXK) (nxm)(me) (nxK)
. .. o (6.10)
jossa e=(e1 .. ) Ja & | g kun i#j
seka e | X , EBe=0 , cov(e)=% t=1,.,n .

Matriisin I' diagonaalielementit oletetaan ykkosiksi ja T' oletetaan epasingulaa-
riseksi. Talloin (6.10) muodostaa taydellisen ”systeemikuvauksen” endogeenisten
muuttujien Y; kehitysmekanismista. Mikali T # I, esiintyy endogeenisten muut-
tujien kesken samanaikaisia vaikutuskytkentoja, ja talloin mallia (6.10) sanotaan
simultaanimalliksi. Téallaisiin malleihin liittyvista identifioituvuusongelmista oli
puhetta jo luvussa 1.3, jolloin kéavi ilmi, ettd ongelmat liittyvat nimenomaan I-
parametrien estimointiin. On selvaa, ettd T'- parametrien identifioituvuuden ta-
kaamiseksi tarvitaan riittava méara ”ennalta maardattyja” X- muuttujia, jotka
heijastuvat kyllin eri tavoin eri endogeenisiin tekijéihin Y.

Esimerkki 6.1: Lawrence Klein rakensi aikoinaan seuraavan kaltaisen (toden-
ndkoisesti maailman ensimmaisen, eksplisiittisesti muotoa (6.10) olevan) simul-
taanimallin kuvaamaan Yhdysvaltojen kansantalouden perustoimintoja:

Malliin sisaltyvat seuraavat endogeeniset muuttujat

¢, «—— yksityisen sektorin kulutus
p: «—— yksityisen sektorin tuotot
wy «— yksityisen sektorin palkkasumma
iy «—— 1nvestoinnit
r; «—— tuotanto
wtot; «—— kokonaispalkkasumma
k; «—— paaomavaranto
y¢ «—— Kkansantulo

ja seuraavat eksogeeniset muuttujat

wp; «—— julkisen sektorin palkkasumma
gd; «— julkisen sektorin kysynta
tax; «—— verot

Itse mallin Klein muotoili seuraavasti:

¢t = p1 + Y21pe + Yerwtoty + 641pi—1 + €14
i = pa + Y22D¢ + daopi—1 + 052k + €24

Wy = W3 + Y53%¢ + O3Ty—1 + 073 - L+ €34
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Toiminnallisia rakennyhtaloita tarvitaan vain kolme, silla endogeenisia muuttujia
sitovat toisiinsa seuraavat maaritelmalliset identiteetit:

Ty = ¢+ i+ gdy

y¢ =cp+i + gd — tax,
pr =y — wtoty
by =ki—1+1;

wtot; = wy + wpy

Rakenneyhtaloihin sisaltyvien satunnaistermien luonteesta tehdaan seuraavat ole-

tukset:
E1t
Et = Eot ~ ]\]'ID?,(O7 2)

€3t

Simultaanimallin rakennemuoto (6.10) voidaan ratkaista Y:n suhteen, jolloin
paadytaan ns. redusoituun muotoon

Y =XII+V , jossa
I =-Ar! ja

(6.11)
V =(V .. V) =et |

Q = cov(V;) =r"Vsr!

Lisiksi X | V ,joten II- parametrien OLS- estimaatit II ovat tarkentuvia ja

Vi vec( — 1) EPY N0, Q2 QY
(6.12)
. 1
jossa Q =p lim - X'X

Maaritelladn nyt mallin (6.10) parametrien identifioituvuus hieman yksinker-
taistaen:

82



Maaritelméa 6.1: Muodossa (6.10) esiintyvia ns. rakennemuodon parametreja
I' , A sanotaan identifioituviksi, jos ne voidaan johtaa redusoidun muodon pa-

rametreista II yhteyden II = —AI'"! perusteella. Rakennemuodon yksittaista
yhtéloa sanotaan identifioituvaksi, jos sen kaikki parametrit ovat identifioitu-
via. i

Merkitaan nyt
B=(1)=(81 « fx)

ja ajatellaan, etta g, tayttaa r ehtoa ®3; =0, jotka maaraavat, mitka
eksogeeniset ja mitka endogeeniset muuttujat todella ovat mukana mallin (6.10)
ensimmaisessa yhtalossa.

Lause 6.1: Rakennemuodon (6.10) 1. yhtalo on identifioituva jos ja vain jos
rank(®B) = K — 1 ,

ts. joss
I 1

rank < ®

):K—l—m—l

Todistus: Matriisissa
A (0T
- P
on K+m pystyrivia, joten rank(4) < K+m . Yhtalolla A3 =0 saa olla vain yksi
ratkaisu 3= 3, , jotta 1. yhtalo olisi identifioituva. Tama merkitsee juuri ehtoa

rank(4) = K +m — 1 . Koska toisaalta rank( B) = K (muutenhan systeemissé
olisi redundanssia), voidaan todeta, etta

rank(A)=K+m—-1 = rank(4B)>K -1

(A:n ytimeen voi kuulua vain yksi vektori.)
Toisaalta

0 .
AB = (‘PB) Ja <I>ﬁ.1:0 s

joten
rank(®B)=K -1 <= rank(4)=K+m—1

Huomautus 6.3: Yhtalo rank(®B)= K -1 voi toteutua vain, jos r > K —1.
(Symboli r tarkoittaa 1. yhtélostd puuttuvien selittdjien lukumaéraa.) i
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Maaritelméa 6.2: Ensimmaista yhtaloa sanotaan

- ali-identifioiduksi, jos rank(®B) < K —1

- tasmdlleen identifioiduksi, jos rank(®B) = K — 1 = rank(®) =r

- yli-identifioiduksi, jos rank(®B) = K — 1 < rank(®) =r .
Vastaavia maaritelmia voidaan luonnollisesti soveltaa jokaiseen yhtaloon vuorol-
laan. i

6.2.2 Rakennemuodon parametrien estimointi

Ajatellaan, ettd muuttuja yo, olisi ”selittdjina” rakennemuodon (6.10) 1. yh-
talossa ja y;; vuorostaan 2. yhtalossa. Talloin on paivanselvaa, ettd  Eypieor # 0
ja  EByaer #0 . Oletuksen (1.8) rikkoutuminen tuo (ks. 5. luku) automaattisesti
OLS- estimaattoreihin itsepintaista harhaa, joka ei poistu edes asymptoottisesti.
Seuraavassa esitelldan eraitd suositeltavampia estimointimenetelmié:

6.2.2.1 Kaksivaiheinen pns- menetelma

Tarkastellaan esimerkkind mallin (6.10) 1. rakenneyhtal6a
(Yv(l) Yl) <711) + X101 =¢1 (613)

jossa Yy =(yu1 ... i) Jne.

Matriisi X., sisdltdd yhtélossd mukana olevat eksogeeniset (ja muut ”ennalta
madratyt”) selittdjat, Y, endogeeniset selittdjat ja V,; vastaavat redusoidun
muodon jaannostermit muodosta (6.11). Merkitaan

Zi=(Yy X1)

Koska ¢ || X, on

e1 | BYVa|X)=Ya-Vi . (6.14)

Jos malli (6.13) kirjoitettaisiin muotoon

Yoy =—E(Ya1 | X)v1— X101+ (g1 —Vaya) (6.13")
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olisi suluissa oleva jaannostermi riippumaton yhtalossa esiintyvista selittajista,
joten ~.i- ja 4.,- parametrien estimointi onnistuisi tarkentuvasti OLS:illa. Vai-
keutena on vain se, ettei ehdollisia odotusarvoja E(Y; | X) tunneta. Ne voidaan
kuitenkin estimoida redusoidun muodon (6.11) avulla OLS:ia kayttaen:

Vi=E(Y;|X)= (X =Y, -V; . (6.15)

Sijoittamalla tama E(Y; | X):n paikalle yhtéalossa (6.13') ja estimoimalla raken-
neparametrit sitten OLS:illa paastaan ns. kaksivaiheiseen pns- estimaattoriin

(2SLS)
~ o~ ~ —1 ~
o (A1) _ (VT ViXa ) (T,
=_( 1 = N . 1
Fi (54) (X_’1Y1 X1 X X4 Y (0:10)
Koska toisaalta o
Y Y, =Y |Px PxY,

=Y1PxY; 2?111/4 )

XY, =X (Yy— Vo)
:X_/1Y1 )
(Vi =(I-Px)Yq L X)

voidaan 2SLS- estimaattori tulkita mydskin instrumentteihin = Z, = (¥, X.)
liittyvana instrumenttiestimaattorina, silla

~ o~ ~ 1 ~
oo (B BT (T
X./lyl X./1X~1 X.1}/(1)
_ (37-/13/4 YiX, )1 (?'13/(1) > (6.17)
XhYa XhXa XY
= (2/1Z~1)_12/1Y(1)
Kaksivaiheisen estimaattorin (% harha on muotoa

E(B3) - 84 = B |(Z42.) " Zhea|

joka ei havia, koska Y, ja e korreloivat keskendan. Harha kuitenkin poistuu
asymptoottisesti havaintomaaran kasvaessa, joten 39 on tarkentuva.

Lisaksi

~ t. _
v (35 = 8%) R Neym (0, 011Q7Y)
(6.18)
. 1 ~, -~
jossa Qi=plim — 27,7, ,
n—oo N

joten parametriestimaattien hajonta-arviot saadaan normaaliin tapaan Z.;:n mo-
menttimatriisin inverssina.
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6.2.2.2 Kolmivaiheinen pns- menetelma

Oleellinen osa mallia (6.10) oli se, etta oletettiin e;:n komponenttien korreloivan
keskenaan taysin vapaasti, cov(e;) =X = (0y;) . Tasta syysta on ilmeista, etta
estimoinnin tehokkuutta voidaan parantaa turvautumalla SURE- estimointiin.
Kaksivaiheisen 2SLS- menetelméan ideaa mukaillen ja muotoa (6.3) jéljitellen
kiytetidn selittdjamatriisina sovitteista Z; koostuvaa matriisia

7 . . . . (6.19)

ja selitettavana muuttujana vektoria

Y. = vec(Y) . (6.20)
Talloin paadytaan malliin
Y,=Z8+e, (6.21)
jossa B = (B .. B%") ja e.=vecle) . Estimoidaan g kaksivaiheisella
SURE- estimaattorilla
B=(ZVD)\ 72V Y. (6.22)

jossa

~

V = (ﬁ”) ® I ja

1 5 2 5 -
vy = (Yo - Z.:0%) (Y) — Z.56%) hj=1,.,K

Virhetermien kovarianssimatriisin estimaattori £ muodostetaan siis 2SLS- es-
timaatteihin liittyvien rakenneyhtaldiden jadnnostermien perusteella. Estimaat-

toria B sanotaan kolmivaiheiseksi pns- estimaattoriksi (3SLS).

Huomautus 6.4: Kannattaa ehkd mainita toinenkin 2SLS- ja 3SLS- estimaat-
torien esitystapa, jossa 1. vaihe voidaan ohittaa muuttujien transformoinnin
avulla:

Muodostetaan (X’X)~!:n Cholesky- dekompositio

(X'X)"'=LL
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Merkitaan

U, =vec(L’X'Y) , U = vec(L'X'e)

ja R
L'X'Zy 0 . 0
W =
0 .0 L'X'Zg
Talloin )
COV\IJ :VO:E®ITTL m a
() * ) (6.23)

Kaksi- ja kolmivaiheiset estimaattorit voidaan nyt esittaa lyhyesti muodossa

2SLS : 3 = (W'W) WU,
N R ~ (6.24)
3SLS : 3 =w'v,'w)"'w'v, U, ,
‘//\;7 - i ® Im X m
Esitystavat (6.24) voidaan johtaa toteamalla, etta
W\ \W, =2 XLL'X'Z,
=7 \PxZ,=2Z,  jne.
Koska ¥ ja W ovat asymptoottisesti toisistaan riippumattomia, on
Vi (B-5) N0, plim (- WW)T)
(6.25)

Vi (B-p) SN N0, plim (W)

n—oo

jossa p tarkoittaa (- parametrien lukuméaaraa.

Voidaan siis sanoa, ettd 3SLS on asymptoottisesti tehokkaampi kuin 2SLS.
Lisaksi voidaan osoittaa, ettd 3SLS on asymptoottisesti tehokas, mikali kovari-
anssimatriisia X ei ole mitenkaan rajoitettu mallissa (6.10). i

Huomautus 6.5: Redusoidun muodon (6.11) parametreja estimoitiin edella
OLS:illa, joka tietysti toimiikin tarkentuvasti. Toisaalta kuitenkin II = —AT , jo-
ten IL:n elementtien valilld on (yli-identifioitujen yhtéloiden seurauksena) epéline-
aarisia kytkentoji, joita OLS- estimaatit II eivit toteuta. Tésté syysti joskus
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kiytetddn ns. johdettuja redusoidun muodon estimaattoreita I = —AT  tai
Il = —AT , jotka luonnollisesti ovat konsistentteja. Voidaan osoittaa, etté kolmi-
vaiheiseen menetelmaén liittyva II on asymptoottisesti tehokkaampi kuin OLS-
estimaattori II. i

6.2.2.3 "Téayden informaation” ML- menetelma (FIML)

Koska ¢;:n tiheysfunktio on muotoa

f <s)—( . )K L deme
T \Ver det(x)

ja koska transformaation ¢ — Y; Jacobin determinantti on detI'~!, on

log Ly x(T,A,%) ~ —g log detX +n log detTl

o (6.26)
-5 > (VT + X{A)SHI'Y; + A'X)

t=1

ML- menetelman kaytolle ei nain ollen ole mitaan periaatteellisia esteita, silla
likelihood (6.26) on tdysin sddnnoéllinen ja helposti derivoitavissa (jopa useampia
kertoja) kaikkien parametrien suhteen.

Jos rakennemuodon virhetermien kovarianssimatriisi ¥ on taysin rajoitteeton,
on 3SLS- estimaattoreilla sama asymptoottinen otantajakauma kuin ML- esti-
maattoreilla.

Valihuomautus 6.1: Palautettakoon nyt mieliin luvussa 2.6. esitelty Hausman-
testausperiaate. Mikali halutaan testata, ovatko esimerkiksi muuttujat vy, ja
yor simultaanisessa vuorovaikutussuhteessa toisiinsa, vai olisiko po. muuttujien
vélinen yhteys yksisuuntainen (yz — y1¢), ts. mallin

H,: Y1t = —011 — 021 T2 — oo — Ol Tpng — Y21 Yor + €16 €16 ~ NID(0,0%)

mukainen. Taman ajatuksen realistisuutta voidaan todellakin empiirisesti tut-
kia, mikali pystytaan tasmentamadn, mika olisi taméan yksisuuntaisuushypoteesin
kanssa kilpaileva vaihtoehtoinen hypoteesi. Jos ajateltaisiin, etta vaihtoehtoisen
hypoteesin mukainen kaanteinen riippuvuus olisi muotoa

Hi - Yor = —012 — 022 T2 — oo — O Tynt — Y12 Y1t + €20 €2t ~ NID(0,0%)
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ja etta parametrien ds1, ..., 81, 622, ..., 02 joukossa olisi riittava maara nollia, jotta
jaljelle jaaneet parametrit olisivat estimoitavissa, voitaisiin yksisuuntaisuushy-
poteesia y2; — y1; testata joko Waldin periaatteella tarkastelemalla, onko
M) kaukana nollasta, tai Hausmanin periaatteella tutkimalla, onko erotus
M) _ 3l0L5) kaukana nollasta. Lauseen 2.6 todistuksen yhteydessi esitetyn

tuloksen (2.37) mukaisesti H,:n vallitessa pitaisi olla

var (89 505 var (59) — var (5059)

joten erotuksen MY — 799 otantajakauman normaaliapproksimaatioon pe-
rustuvan testin suorittaminen olisi todella helppoa. I

6.3 Dynaamiset vuorovaikutusmallit

Tarve vuorovaikutussysteemien dynamiikan huomioon ottamiseen kasvaa yleensa
havaintovalin lyhentyessa, samalla kun samanaikaisen simultaanisuuden aihe-
uttamat identifiointi- ja estimointiongelmat pienenevat. Mallimuodossa (6.10)
saattoi “ennalta maarattyihin” muuttujiin sisaltya myos viivastettyja endogee-
nisia tekijoita, joten malli (6.10) oli jo eradssa mielessa ”dynaaminen”. Tassa
luvussa tarkastellaan hyvin lyhyesti tapausta, jossa dynamiikan rakenne ei ole
etukateen tiedossa, vaan mallin muoto joudutaan valitsemaan havaintojen pe-
rusteella. Muodon (6.10) luonteva yleistys olisi ns. VARMAX- mallityyppi

(L)Y, + A(L)X, =O(L)e; (6.27)

jossa Y; ja & ovat luonteiltaan saman kaltaisia kuin mallissa (6.10), mutta
X, sisaltaa vain eksogeenisia tekijoita. Operaattorit ®(L), A(L) ja ©(L) ovat
viiveoperaattorin L matriisipolynomeja

O(L) =®y— &L —...—D,LP |
AL) =Ap—AL—..— AL ja
O(L) =I—0,L—..—0,L

Redusoitua muotoa (6.11) vastaavaa esitysta

Y, = —®(L) 'A(L)X; + (L) rO(L)e;
(6.28)
=T, X + I Xy 14 ... +®(L)'O(L)e;
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sanotaan nyt mallin (6.27) finaalimuodoksi.
Matriiseja I, II;, I, .... sanotaan malliin liittyviksi impulssivastematriiseiks: ja
matriisia
—O(HA(1) =11, + 1Ty + s + ...
sanotaan kokonaisvastematriisksi. VARMAX- mallien (6.27) stabiilisuusominai-

suudet maardytyvat pelkastaan mallin autoregressiivisen osan ®(L) perusteella.
Tasta syysta seuraavassa tarkastellaan lahemmin erityisesti ns. VAR~ malleja

QY =01V 1+ .. +PY e ,
(6.29)
et ~ NIDK(0,%) , ®, =1

joiden maarittely-yhtalo voidaan luonnollisesti kirjoittaa aikaisempia merkintoja
kayttaen myos muotoon ®(L)Y; =¢; .

Mikali ”innvoaatioimpulssien” ¢, kovarianssirakenne ¥ halutaan jattaa tay-
sin vapaasti parametroiduksi, on selvaa, etteivat Y;- vektorin komponenttien
samanaikaisia vuorovaikutuksia kuvaavat &,- parametrit voi koskaan olla iden-
tifioituvia. Téasta syysta mallimuodossa (6.29) onkin asetettu rajoite ®,=1 .

Lause 6.2: VAR( p )- mallin (6.29) mééritteleméd {Y;}- prosessi voi olla sta-
tiondérinen (kehityksetén) vain, jos yhtélon

det®d(s™) =0 (6.30)

kaikki ratkaisut s ovat itseisarvoiltaan ykkosta pienempia.

Todistus: Todistus sisaltyy kolmeen seuraavaan huomautukseen 6.6 - 6.8 . i

Huomautus 6.6:  Ajatellaan aluksi yksinkertaisinta mahdollista tilannetta
K=1, p=1, jolloin malli (6.29) surkastuu muotoon

Yt = 1Yi—1 + & ) et ~ NID(0,0%) . (6.31)

Mallin ns. ”karakteristinen yhtalo” (6.30) on talloin muotoa
1-— qSll =0 ,
S
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ja sen ainoa ratkaisu on tietysti s=¢; .
Jos prosessi {y;} “kaynnistetaan” hetkella ¢ = 0 tilasta gy, # 0 , nahdaan
maarittely-yhtalosta (6.31) heti, etta

y = diyo + (€t+¢15t—1+---+¢t17151)
:(btlyo + K

Téasta muodosta nahdaan heti, etta jos | ¢1 |[> 1, on y- sarjassa eksponentiaalinen
trendi. Jos taas |¢;|=1, on

lim var(y:) = lim var(xk;) = oo
t—o0 t—o0

Kummassakaan tapauksessa {y;} ei voi olla stationdarinen. i

Huomautus 6.7: Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta K =1, p > 1 . Talloin
mallin maarittely-yhtalosta

Yt = O1Yt—1 + oo + OpYt—p + €1 , e ~ NID(O0, 02)

seuraa valittomasti, etta odotusarvojen ¢, = Ey, muodostama lukujono toteuttaa
differenssiyhtalon

Eyt = ¢1Eyt_1 + ...+ ¢pEyt—p <~ ¢(L)Eyt = O 5

jossa @(L) =1—¢1L—...—¢,LP . Huomataan heti, etta muotoa ¢ = s* olevat
lukujonot ovat tamén differenssiyhtalon ratkaisuja, mikali ¢(1) =0, silld talloin

H(L)s' = s' — g1t — . —gpstTP = stqﬁ(%) =0

Yhtalolla ¢(1) =0 on periaatteessa p ratkaisua. Toisaalta p alkuarvoa méaéraa
taydellisesti differenssiyhtalon ¢(L)g; = 0 ratkaisuna saatavan lukujonon, joten
katkkien ratkaisujonojen taytyy olla muotoa

. 1 .
@ =FEy; =ci18) + ...+ cps; , Jossa ¢(—)=0 ji=1,..,p

55
Jos yksikin juurista s; on itseisarvoltaan > 1, "rajahtaa” odotusarvojono FEy;
ajan t edetessa, ja mallia sanotaan epdstabiiliksi.

Toisaalta, AR( p )- malli voidaan kirjoittaa myds vektorimuotoon

Yt (bl (Z)p Et
~ . 1 =
Vi = - : O v+
Yt—p+1 0 0 1 0 0
= (i)i}t—l +ét ’
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jolloin huomautuksen 6.6 laskelmien mukaisesti saadaan

t—1
T AN o F
v=0

Téstd nahdddn, ettd matriisin & ominaisarvot maaradaviat AR( p )- mallin sta-
biilisuusominaisuudet.

Toisaalta voidaan helposti nahda, etta

¢1 — S ¢2 (,bp
det (i) — sI) = det 1 s 0 0 (—1)PHt gP ¢>(§) ;
0 0 1 —S

joten matriisin & ominaisarvot ja karakteristisen yhtélon ¢(1) =0 juuret ovat
samat.

(Edelld méaaritellyn @®- matriisin muotoisia matriiseja sanotaan companion- mat-
riiseiksi. ) I

Huomautus 6.8: Tarkastellaan nyt tapausta K >1, p>1. Myos VAR( p )-
malli (6.29) voidaan kirjoittaa huomautuksen 6.7 mukaisesti muotoon

Y;g @1 (Dp &t
~ . I ~
v, = - 0 O\ v+
Yiopi1 0 . 0 I 0 0
- (i)i}tfl +gt 5

jolloin néhdaén, etta ”blokki-companion”- matriisin @ ominaisarvot saadaan
yhtalon

q)l — sl (I)z ‘I)p
- — 1
det (& - s1) = det I S0 0 Rt oK deta ()
0 0 I —sI
ratkaisuina, jossa
O(L)=T—®L—...—D,LP

Talla tavalla lauseen 6.2 vaite on tullut todistetuksi.
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6.4 VAR- mallin muodon spesifiointi ja parametrien estimointi

Ajatellaan nyt, ettd havaintosarjaan Y, ...V, olisi tarkoitus sovittaa VAR( p )-
mallia (6.29). Voidaan helposti todeta, ettd havaintoaineiston maaraaman
likelihood- funktion logaritmi on muotoa

+log Ly, v, (P, %) ; (6.32)

jossa O=(®; .. @)

Lausekkeen (6.32) ensimmainen termi on puolestaan muotoa

log LYp+1 ,,,, Ynth-m,Yp(q)?E)

— 1 &
~ —Llog dets — = Y &7 : (6.33)
t=p+1

jossa e = ®(L)Y;

Mikali kuvattavat aikasarjat Y; ovat epastationadrisia, joudutaan paatelmaét tie-
tysti perustamaan yksinomaan ehdolliseen likelihood- funktioon (6.33). Jos taas
kuvattavan ilmion voidaan olettaa olevan ”stationaarisessa tilassa” jo havainto-
periodin alkaessa, voidaan paatelmat perustaa ”tarkkaan” likelihood- funktioon
(6.32).

Tarkastellaan seuraavaksi lausekkeen (6.32) optimointia parametrien & ja ¥
suhteen, kun X:lle ei ole asetettu mitaan etukéateisrajoituksia. Otetaan aluksi
kayttoon merkinnat

A
Z = (Yps1 v,) ja  X=|
Yioi o Y.,

Muotoillaan sitten (6.33) uudelleen kayttamalla ¥:n asemesta parametreina
matriisin A =X"! alkioita:
n—op 1 &
log L(®,A) ~ 5 log detA — it:]‘;la;Aet : (6.34)
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Muodon (6.34) perusteella on helppo huomata, etta

n—op 1 i 1 &
log L(®»,A) = ——— - ——— - (=1)"7 . A — = i€t , )
das; og L(®,A) B) Tot (-1) detA;; 5 t:Ep+1 Eti€tj (6.35)

jossa A;; tarkoittaa alkion a,;; alimatriisia. Toisaalta

1 it -
Torg U detdy = (A7) =0y

joten derivaattojen (6.35) nollakohdat vastaavat valintoja

1 n
0ij = R E Eti gtj i,j = 1, ...,K
pt:p+1

Téasta nahdaan, etta Y:n ML- estimaattoriksi saadaan jaannostermien kovari-
anssimatriisi

~ 1 n
Y = Z A
tlen (6.36)

Sijoittamalla $:n lauseke kaavaan (6.33) saadaan ”konsentroiduksi” likelihood-
funktioksi

_ N 1 . n
log Lax(®) =~ I 5 plog dety — 5‘51" (E_l Z ste:;)

t=p+1

- o1
:—n2plogdet2—§oK~(n—p) ,

joten @:n ML- estimaattori saadaan minimoimalla jaannostermien ”yleistetty
varianssi”  det.
Toisaalta (6.36):n mukaan

(n—p)S =(Z—-X®)(Z—-XP)
(6.37)
=Z'(I-X(X'X)"'X")Z
+[o - (x'X)'x'Z] (X'X) [® - (X'X)"'X'Z]

Matriisi (n—p)S voidaan siis hajottaa kahden ei- negatiivisesti definiitin matriisin

summaksi, joten
1

n —

dety > det

pZ’ (I-X(X'X)"'X")Z (6.38)
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kaikilla @®:n arvoilla.
Yhtasuuruus epayhtalossa (6.38) voidaan saavuttaa valitsemalla

d=(X'X)"'X'Z . (6.39)

Tastd muodosta on helppo tunnistaa tavallinen OLS- estimaattori, joten rajoitta-
mattoman VAR( p )- mallin parametrien (ehdolliset) ML- estimaattorit saadaan
tavallisina OLS- estimaattoreina.

Samalla nahdéaan, ettd saavutettu likelihood- maksimi on muotoa

log L(@,i) ~ D ;p log detS

b

~ 1 ~ ~

jossa X = (Z - X®)(Z - X®)
nor (6.40)
=— 7'(I-Px)Z
n—p

1 L
= E gta
n—

pt:p+1

Mikali (rajoittamattoman) VAR( p )- mallin puitteissa haluttaisiin testata hypo-
teesia
H,: ®,=0

)

(ts. ajatusta, ettd VAR( p—1 )- malli riittdisi aineiston kayttdytymisen kuvaa-
miseen), saataisiin LR~ testisuureeksi lauseke

detx(©)

-~ 6.41
detx (6.41)

—2log A= (n—p) log

jossa £ tarkoittaa ¥ ML- estimaattoria H,m (ts. VAR( p—1 )- mallin)
puitteissa.

Naiden alkuvalmistelujen jalkeen voidaankin hahmotella yksinkertainen proseduuri
VAR- mallin (6.29) kertaluvun p valitsemiseksi:

12 Sovitetaan aineistoon kasvaviin kertalukuihin v liittyvid VAR( v )- malleja
Y, =MV, + . 4+ MY, + e v=1,2,3,... (6.42)

OLS- estimointitekniikkaa kayttden. Korkeimman kertaluvun termien ker-
roinmatriisien estimaattoreista syntyvaa jonoa
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) v=12,.. (6.43)

sanotaan estimoiduksi osittaisristikorrelaatiofunktiokss.
Mikili aineistoon sopisi VAR( p )- malli, pitdisi estimoitujen &{”- matrii-
sien olla ldhella nollaa kaikilla v > p.

Toinen (parempi) tapa sopivan p:n valitsemiseksi olisi testata sekventiaa-
lisesti eri kertalukujen riittavyytta LR- testisuureiden (6.41) avulla. Mer-
kitdin mallien (6.42) OLS- residuaaleja symboleilla & (t=v+1,...n) ja
niista laskettuja kovarianssimatriiseja symboleilla

1N )
S(V) = m Z é\l(f ) gﬁ ) VvV = 1,2,
t=v+1

Box ja Tiao ovat ehdottaneet testisuureiden modifiointia muotoon

det S(v—1)

myv)=(n—-v—-15—-v-K) log det S0 )

(6.44)

20

joiden pitaisi noudattaa asymptoottisesti 3% - jakaumaa, mikali v = p+1.
Kannattaa siis etsié sellaista kertalukua v, jolle m(v) ei endd saisi (x% -
jakaumaan verrattuna) kovin suurta arvoa. Samalla S(v)- matriisien dia-
gonaalielementit antavat kasityksen mallin ja havaintojen vélisen yhteen-
sopivuuden paranemisesta ”yhtaloittdain” mallin kertaluvun kasvaessa.
Térkein VAR( p )- malliin (6.29) siséltyvéa oletus koski virhetermien ”ko-
hinaominaisuutta”

g ~ iddx(0,%) , (6.45)

jonka vallitessa ”autokovarianssimatriisien” FEe,e; . pitaisi olla nollia kai-
killa 7 +# 0. Tarkastelemalla jaannostermien ) vastaavia ”ristikorrelaa-
tioestimaatteja”

. —1 1 =) ) . _1
(dlag S(I/)) 2. m Z gﬁ ) <§§+)T . (dlag S(l/)) 2 (646)
t=v+1

erilaisilla 7:n arvoilla 7 =1,2,... voidaan yleensa muodostaa jonkinlainen
kasitys virhetermien kohinaoletuksen (6.45) realistisuudesta (ja tata kautta
koko VAR~ mallin realistisuudesta).
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Huomautus 6.9: Edella kuvattua VAR- kertaluvun valintastrategiaa voidaan
kayttad (sopivasti modifioituna) hyvéiksi myés VARMAX- mallien (6.27) spesi-
fioinnin yhteydessa. i

Esimerkki 6.2 Seuraavilla sivuilla on tutkittu ns. ostovoimapariteettiteorian

ja ns. (kattamattoman) korkopariteettiteorian realistisuutta seuraamalla US-

dollarin ja D- markan vaihtokurssin kehitysta kuukausittain vuosina 1973-1981.

Koska US dollarin kaltaisia suuria valuuttoja kaytetdan myos erdanlaisina ”sijoi-

tuskohteina”, on tarkasteluun otettu mukaan (ns. kilpailevien assettien teorian

mukaisesti) my6s kullan hinnan kehitystd kuvaava muuttuja. Muuttujien seli-

tykset ovat seuraavat:

RUSDE = dollarin eurokorko
EXCHRAT = dollarin hinta D- markoissa logaritmoituna ja differensoituna
DLGOLD = kullan hinta unssilta logaritmoituna ja differensoituna
WPIUS = monimutkainen lineaarikombinaatio Yhdysvaltain tukkuhintaindek-
sin logaritmoidun differenssin (inflaatiovauhdin) viivéstetyista ar-
voista
WPIGER = monimutkainen lineaarikombinaatio Saksan tukkuhintaindeksin lo-

garitmoidun differenssin (inflaatiovauhdin) viivéstetyistd arvoista

Estimointitulosten perusteella on paddytty VAR( 3 )- malliin, jonka puitteissa

vain pieni osa potentiaalisista vaikutussuhteista nayttaa olevan taman aineiston

perusteella havaittavissa. Estimointitulokset osoittavat, ettei vaihtokurssien ja

inflaatiovauhtien valilta 16ydetty oikeastaan mink&dénlaista yhteyttd. Sen sijaan

dollarin eurokoron ja valuuttojen vaihtokurssin valinen yhteys nayttaa joko yksi-

suuntaiselta ( korot — vaihtokurssit ) tai sitten vuorovaikutus toiseen suuntaan

( vaihtokurssit — korot ) toimii erittdin nopeasti (selvésti kuukautta nopeam-

min).

Kullan unssihinnan kuukausi muutokset

A
[ [~ DIGold

3

2

. U/\V ’ \Nv\f AVANVW\/A“ V/\\JA

1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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D-markan ja US dollarin vaihtokurssimuutokset

| [-— Cdidol
.06
.04~
02+

-.02-

N
—
= |
A
—= |
—

-04f

1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

. US dollarin eurokorko
;

1751
15+

1251

75

1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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EQ( 1) Estimating the unrestricted reduced form by OLS
The present sample is: 1974 (1) to 1981 (7)

URF Equation 1 for RUSDE

Variable Coefficient Std.Error
RUSDE_1 1.2533 0.12341
RUSDE_2 -0.18351 0.18384
RUSDE_3 0.090123 0.17845
RUSDE_4 -0.094337 0.12249
Cdldol_1 -18.500 6.7889
Cdldol_2 2.3211 6.1728
Cdldol_3 -6.2594 6.1376
Cdldol_4 -7.6393 6.1666
D1Gold_1 5.2788 1.6172
D1Gold_2 6.0298 1.6443
D1Gold_3 -1.7020 1.7191
D1Gold_4 -3.1433 1.8053
WPIUS_1 -16.793 11.315
WPIUS_2 -3.5621 11.566
WPIUS_3 18.863 11.783
WPIUS_4 -35.353 11.387
WPIGER_1 34.749 28.632
WPIGER_2 -79.083 49.152
WPIGER_3 98.637 49.178
WPIGER_4 -30.984 27.198
Constant -0.61464 0.45487

\sigma = 1.08325 RSS = 82.13961757

URF Equation 2 for Cdldol

Variable Coefficient Std.Error
RUSDE_1 0.011095 0.0022424
RUSDE_2 -0.0075205 0.0033405
RUSDE_3 -0.00023990 0.0032425
RUSDE_4 -2.2129e-005 0.0022257
Cdldol_1 -0.070982 0.12336
Cdldol_2 0.10506 0.11216
Cdldol_3 -0.16695 0.11152
Cdldol_4 -0.19365 0.11205
D1Gold_1 0.010207 0.029386
D1Gold_2 -0.015468 0.029878
D1Gold_3 -0.097701 0.031236
D1Gold_4 -0.066594 0.032803
WPIUS_1 -0.22453 0.20560

99

t-value

.156
.998
.505
.770
. 725
.376
.020
.239
.264
.667
.990
.741
.484
.308
.601
.105
.214
.609
.006
.139
.3561

t-value

.948
.261
.074
.010
.575
.937
.497
.728
.347
.518
.128
.030
.092

t-prob
0.0000
0.3216
0.6151
0.4438
0.0081
0.7080
0.3113
0.2196
0.0017
0.0005
0.3255
0.0860
0.1423
0.7590
0.1139
0.0027
0.2290
0.1121
0.0488
0.2585
0.1810

t-prob
0.0000
0.0275
0.9412
0.9921
0.5669
0.3522
0.1389
0.0884
0.7294
0.6063
0.0026
0.0461
0.2785

(using Ppp.in7)



WPIUS_2 -0.072242 0.21017
WPIUS_3 -0.10236 0.21410
WPIUS_4 -0.34275 0.20691
WPIGER_1 1.1799 0.52026
WPIGER_2 -1.2373 0.89312
WPIGER_3 0.75320 0.89359
WPIGER_4 -0.20924 0.49421
Constant -0.029651 0.0082653

\sigma = 0.0196833 RSS = 0.02712019792

URF Equation 3 for D1Gold

Variable Coefficient Std.Error
RUSDE_1 -0.016524 0.0091913
RUSDE_2 0.0025044 0.013692
RUSDE_3 0.0081735 0.013291
RUSDE_4 0.0028659 0.0091230
Cdldol_1 -0.13704 0.50564
Cdldol_2 0.27945 0.45975
Cdldol_3 0.38325 0.45712
Cdldol_4 -0.020444 0.45928
D1Gold_1 -0.095239 0.12045
D1Gold_2 -0.070963 0.12247
D1Gold_3 0.085866 0.12803
D1Gold_4 0.067596 0.13445
WPIUS_1 -0.026030 0.84271
WPIUS_2 1.1489 0.86145
WPIUS_3 1.1190 0.87757
WPIUS_4 0.75767 0.84811
WPIGER_1 -1.5564 2.1325
WPIGER_2 -2.4277 3.6608
WPIGER_3 2.5939 3.6627
WPIGER_4 -0.79040 2.0257
Constant 0.048545 0.033879

.344
.478
.657
.268
.385
.843
.423
.587

t-value

-1.
0.
0.
0.

-0.

.608

.838

.045

.791

.579

.671

.503

.031

798
183
615
314
271

1.334
1.275
0.893

\sigma = 0.0806794 RSS = 0.4556415007

URF Equation 4 for WPIUS

Variable Coefficient Std.Error
RUSDE_1 0.00053086 0.0013162
RUSDE_2 0.00047448 0.0019607
RUSDE_3 -0.0014729 0.0019032
RUSDE_4 0.0018611 0.0013064
Cdldol_1 -0.058578 0.072405

100

.730
.663
.708
.390
.433

t-value

0.
0.
-0.
1.
-0.

403
242
774
425
809

0.7321
0.6341
0.1021
0.0264
0.1703
0.4022
0.6733
0.0006

t-prob
0.0765
0.8554
0.5406
0.7544
0.7872
0.5453
0.4047
0.9646
0.4318
0.5641
0.5046
0.6167
0.9754
0.1866
0.2065
0.3747
0.4679
0.5094
0.4812
0.6976
0.1563

t-prob
0.6879
0.8095
0.4416
0.1587
0.4212



Cdldol_2
Cdldol_3
Cdldol_4
D1Gold_1
D1Gold_2
D1Gold_3
D1Gold_4
WPIUS_1

WPIUS_2

WPIUS_3

WPIUS_4

WPIGER_1
WPIGER_2
WPIGER_3
WPIGER_4
Constant

\sigma =

URF Equation 5 for WPIGER

Variable
RUSDE_1
RUSDE_2
RUSDE_3
RUSDE_4
Cdldol_1
Cdldol_2
Cdldol_3
Cdldol_4
D1Gold_1
D1Gold_2
D1Gold_3
D1Gold_4
WPIUS_1
WPIUS_2
WPIUS_3
WPIUS_4
WPIGER_1
WPIGER_2
WPIGER_3
WPIGER_4
Constant

\sigma =

0.011553

0.00474854

-0.0056033 0.065834 -0.085
-0.058987 0.065458 -0.901
-0.00091165 0.065768 -0.014
0.00087929 0.017248 0.051
-0.0020341 0.017537 -0.116
-0.015633 0.018334 -0.853
-0.0036537 0.019253 -0.190
0.39397 0.12067 3.265
0.068971 0.12336 0.559
0.012247 0.12566 0.097
-0.095204 0.12145 -0.784
0.14204 0.305637 0.465
-0.12322 0.52421 -0.235
-0.032282 0.52449 -0.062
0.012523 0.29007 0.043
-0.0013577 0.0048513 -0.280
RSS = 0.009343046698
Coefficient Std.Error t-value
-0.00092993 0.00054097 -1.719
0.00016944  0.00080588 0.210
0.00056538  0.00078225 0.723
0.00027984  0.00053695 0.521
0.0067054 0.029760 0.225
-0.0090523 0.027059 -0.335
0.013892 0.026905 0.516
-0.015393 0.027032 -0.569
-0.0098479 0.0070894  -1.389
0.0096467 0.0072079 1.338
0.014072 0.0075357 1.867
0.0063185 0.0079136 0.798
0.076912 0.049599 1.5561
-0.048322 0.050702 -0.953
0.041089 0.051651 0.796
0.023604 0.049917 0.473
1.4298 0.12551 11.392
-0.56965 0.21546 -2.644
-0.0021385 0.21558 -0.010
0.053105 0.11923 0.445
-0.00042938 0.0019940 -0.215
RSS = 0.00157840247
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0.9324
0.3706
0.9890
0.9595
0.9080
0.3967
0.8500
0.0017
0.5779
0.9226
0.4357
0.6433
0.8149
0.9511
0.9657
0.7804

t-prob
0.0900
0.8341
0.4722
0.6039
0.8224
0.7390
0.6072
0.5709
0.1692
0.1851
0.0660
0.4273
0.1255
0.3438
0.4290
0.6378
0.0000
0.0101
0.9921
0.6574
0.8301



correlation of URF residuals

RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
RUSDE 1.0000
Cdldol 0.27795 1.0000
D1Gold 0.088890 -0.078658 1.0000
WPIUS -0.24993 -0.19307 0.083372 1.0000
WPIGER -0.21827 0.035923 -0.0030511 0.20332 1.0000

standard deviations of URF residuals
RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
1.0832 0.019683 0.080679 0.011553 0.0047485

loglik = 1544.5362 logl|\Omegal = -33.9458 |\Omegal = 1.80928e-015 T = 91
ok kA K
logl|Y’Y/T| = -26.6055

R"2(LR) = 0.999351 R"2(LM) = 0.560806
correlation of actual and fitted

RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
0.97122 0.70389 0.55969 0.66931 0.97800

EQ( 2) Estimating the unrestricted reduced form by OLS (using Ppp.in7)
The present sample is: 1974 (1) to 1981 (7)

URF Equation 1 for RUSDE

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob
RUSDE_1 1.1842 0.12700 9.325 0.0000
RUSDE_2 -0.26416 0.17946 -1.472 0.1452
RUSDE_3 0.099038 0.12757 0.776 0.4400
Cdldol_1 -11.783 6.6119 -1.782 0.0788
Cdldol_2 3.5314 6.3239 0.558 0.5782
Cdldol_3 -8.0852 6.1882 -1.307 0.1954
D1Gold_1 3.9464 1.6530 2.387 0.0195
D1Gold_2 4.82561 1.6276 2.965 0.0041
D1Gold_3 -0.89431 1.7486 -0.511 0.6105
WPIUS_1 -10.017 11.595 -0.864 0.3904
WPIUS_2 -6.8925 12.184 -0.566 0.5733
WPIUS_3 7.5172 11.532 0.652 0.5165
WPIGER_1 6.5388 28.876 0.226 0.8215
WPIGER_2 -35.195 48.040 -0.733 0.4661
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WPIGER_3 40.920 28.018 1.460
Constant -0.39104 0.45048 -0.868
\sigma = 1.14646 RSS = 98.57728528

URF Equation 2 for Cdldol

Variable Coefficient Std.Error t-value
RUSDE_1 0.010488 0.0022328 4.697
RUSDE_2 -0.0099512 0.0031552 -3.154
RUSDE_3 0.0018323 0.0022430 0.817
Cdldol_1 0.056761 0.11625 0.488
Cdldol_2 0.12988 0.11119 1.168
Cdldol_3 -0.21845 0.10880 -2.008
D1Gold_1 -0.0047070 0.029063 -0.162
D1Gold_2 -0.026027 0.028617 -0.909
D1Gold_3 -0.085227 0.030744 -2.772
WPIUS_1 -0.087678 0.20387 -0.430
WPIUS_2 -0.11371 0.21422 -0.531
WPIUS_3 -0.18944 0.20276 -0.934
WPIGER_1 0.78240 0.50770 1.541
WPIGER_2 -0.75511 0.84463 -0.894
WPIGER_3 0.32645 0.49261 0.663
Constant -0.024160 0.0079204 -3.050
\sigma = 0.0201569 RSS = 0.03047265271

URF Equation 3 for D1Gold

Variable Coefficient Std.Error t-value
RUSDE_1 -0.015626 0.0087209 -1.792
RUSDE_2 0.0047689 0.012324 0.387
RUSDE_3 0.0085369 0.0087605 0.974
Cdldol_1 -0.25950 0.45405 -0.572
Cdldol_2 0.24307 0.43427 0.560
Cdldol_3 0.35488 0.42496 0.835
D1Gold_1 -0.075736 0.11351 -0.667
D1Gold_2 -0.051811 0.11177 -0.464
D1Gold_3 0.087412 0.12008 0.728
WPIUS_1 -0.10744 0.79626 -0.135
WPIUS_2 1.2350 0.83671 1.476
WPIUS_3 1.4627 0.79195 1.847
WPIGER_1 -1.0858 1.9830 -0.548
WPIGER_2 -2.3292 3.2989 -0.706
WPIGER_3 1.5344 1.9240 0.797
Constant 0.042188 0.030935 1.364
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0.1483
0.3881

t-prob
0.0000
0.0023
0.4166
0.6268
0.2465
0.0483
0.8718
0.3660
0.0070
0.6684
0.5971
0.3531
0.1275
0.3742
0.5096
0.0032

t-prob
0.0772
0.6999
0.3330
0.5694
0.5773
0.4063
0.5067
0.6443
0.4689
0.8930
0.1441
0.0687
0.5856
0.4823
0.4277
0.1767



\sigma =

0.0787288

URF Equation 4 for WPIUS

RSS = 0.4648671751

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob
RUSDE_1 0.00041058 0.0012692 0.323 0.7472
RUSDE_2 -8.8351e-005 0.0017936 -0.049 0.9608
RUSDE_3 0.00081647 0.0012750 0.640 0.5239
Cdldol_1 -0.031644 0.066081 -0.479 0.6334
Cdldol_2 -0.016739 0.063203 -0.265 0.7919
Cdldol_3 -0.078806 0.061847 -1.274 0.2065
D1Gold_1 0.0033556 0.016520 0.203 0.8396
D1Gold_2 0.0018775 0.016267 0.115 0.9084
D1Gold_3 -0.015713 0.017476 -0.899 0.3715
WPIUS_1 0.40428 0.11589 3.489 0.0008
WPIUS_2 0.062061 0.12177 0.510 0.6118
WPIUS_3 -0.011992 0.11526 -0.104 0.9174
WPIGER_1 0.15476 0.28860 0.536 0.5934
WPIGER_2 -0.13743 0.48012 -0.286 0.7755
WPIGER_3 -0.019060 0.28002 -0.068 0.9459
Constant -0.00058012 0.0045023 -0.129 0.8978
\sigma = 0.011458 RSS = 0.009846485165

URF Equation 5 for WPIGER

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob
RUSDE_1 -0.00080203 0.00051343 -1.562 0.1225
RUSDE_2 0.00031284  0.00072553 0.431 0.6676
RUSDE_3 0.00057288  0.00051576 1.111 0.2702
Cdldol_1 0.00024951 0.026731 0.009 0.9926
Cdldol_2 -0.014770 0.025567 -0.578 0.5652
Cdldol_3 0.011116 0.025018 0.444 0.6581
D1Gold_1 -0.0093275 0.0066828 -1.396 0.1669
D1Gold_2 0.0088789 0.0065803 1.349 0.1813
D1Gold_3 0.012272 0.0070695 1.736 0.0867
WPIUS_1 0.075235 0.046878 1.605 0.1127
WPIUS_2 -0.043355 0.049260 -0.880 0.3816
WPIUS_3 0.054072 0.046624 1.160 0.2498
WPIGER_1 1.4613 0.11674 12.517 0.0000
WPIGER_2 -0.61178 0.19422 -3.150 0.0023
WPIGER_3 0.063640 0.11327 0.562 0.5759
Constant -0.00024214 0.0018212 -0.133 0.8946
\sigma = 0.00463499 RSS = 0.00161123728
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correlation of URF residuals

RUSDE Cdldol D1Gold
RUSDE 1.0000
Cdldol 0.36093 1.0000
D1Gold 0.040608 -0.10025 1.0000
WPIUS -0.20320 -0.15800 0.070936
WPIGER -0.22714 0.014167 0.0073866

standard deviations of URF residuals
RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS
1.1465 0.020157 0.078729 0.011458

loglik = 1527.6622 1log|\Omegal = -33.575 |\Omegal
KKK KKK K
logl|Y’Y/T| = -26.6055

R"2(LR) = 0.99906 R~"2(LM) = 0.535718

correlation of actual and fitted
RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS
0.96535 0.65810 0.54712 0.64671

Chi~2(25) = 33.6 [0.1167]
ok ko Kok ok ok ok ok

WPIUS WPIGER
1.0000

0.18887 1.0000
WPIGER

0.0046350

= 2.6216e-015 T =

WPIGER
0.97754

EQ( 3) Estimating the unrestricted reduced form by OLS (using Ppp.in7)

The present sample is: 1974 (1) to 1981 (7)

URF Equation 1 for RUSDE

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob
RUSDE_1 1.1671 0.11294 10.334 0.0000
RUSDE_2 -0.16597 0.11850 -1.401 0.1652
Cdldol_1 -12.744 6.2385 -2.043 0.0444
Cdldol_2 1.9820 6.0269 0.329 0.7431
D1Gold_1 4.1919 1.5219 2.754 0.0073
D1Gold_2 4.6271 1.5754 2.937 0.0043
WPIUS_1 -9.2068 11.433 -0.805 0.4230
WPIUS_2 -3.4477 11.076 -0.311 0.7564
WPIGER_1 -12.616 23.814 -0.530 0.5977
WPIGER_2 24.127 23.471 1.028 0.3071
Constant -0.15891 0.42792 -0.371 0.7114
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\sigma =

URF Equation 2 for Cdldol
Coefficient

Variable
RUSDE_1
RUSDE_2
Cdldol_1
Cdldol_2
D1Gold_1
D1Gold_2
WPIUS_1
WPIUS_2
WPIGER_1
WPIGER_2
Constant

\sigma =

URF Equation 3 for D1Gold
Coefficient

Variable
RUSDE_1
RUSDE_2
Cdldol_1
Cdldol_2
D1Gold_1
D1Gold_2
WPIUS_1
WPIUS_2
WPIGER_1
WPIGER_2
Constant

\sigma =

1.13792

0.0211801

RSS =

0.0079747
-0.0063821
0.098100
0.073361
-0.0016427
-0.021996
-0.11781
-0.17776
0.51896
-0.17725
-0.019672

-0.015142
0.013820
-0.43877

0.28440

0.0031103

-0.057370

-0.041567

1.7898
-1.6395
0.064974
0.039636

0.0794134 RSS

URF Equation 4 for WPIUS

Variable
RUSDE_1
RUSDE_2
Cdldol_1
Cdldol_2
D1Gold_1
D1Gold_2
WPIUS_1
WPIUS_2

Coefficient
-3.0337e-005

0.00096207
-0.029087
-0.039234
0.0039513
0.0038828

0.40535
0.071695

103.5882832

Std.Error
0.0021021
0.0022056
0.11612
0.11218
0.028327
0.029323
0.21280
0.20616
0.44326
0.43687
0.0079649

Std.Error
0.0078816
0.0082698

0.43537
.42061
.10621
.10995
.79789
LT7297
1.6620
1.6380
0.029864

O O O O O

= 0.5045188749

Std.Error
0.0011195
0.0011747
0.061842
0.059745
0.015087
0.015617
0.11334
0.10980
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t-value

RSS = 0.03588767809

.794
.894
.845
.654
.058
.750
.554
.862
171
.406
.470

t-value

.921
.671
.008
.676
.029
.522
.0562
.316
.987

0.040

.327

t-value

.027
.819
.470
.657
.262
.249
577
.653

t-prob
0.0003
0.0049
0.4007
0.5150
0.9539
0.4554
0.5814
0.3911
0.2452
0.6860
0.0156

t-prob
0.0583
0.0986
0.3166
0.5009
0.9767
0.6032
0.9586
0.0231
0.3269
0.9685
0.1882

t-prob
0.9784
0.4152
0.6394
0.5133
0.7941
0.8043
0.0006
0.5156



WPIGER_1 0.17458 0.23607 0.740 0.4617
WPIGER_2 -0.16706 0.23267 -0.718 0.4748
Constant 0.00043772 0.0042420 0.103 0.9181
\sigma = 0.0112803 RSS = 0.01017956608

URF Equation 5 for WPIGER

Variable Coefficient Std.Error t-value t-prob
RUSDE_1 -0.00052712 0.00046188 -1.141 0.2572
RUSDE_2 0.00065477  0.00048462 1.3561 0.1805
Cdldol_1 -0.015650 0.025514 -0.613 0.5413
Cdldol_2 -0.014695 0.024648 -0.596 0.5527
D1Gold_1 -0.0074307 0.0062242 -1.194 0.2361
D1Gold_2 0.0076372 0.0064430 1.185 0.239%4
WPIUS_1 0.082606 0.046758 1.767 0.0811
WPIUS_2 -0.018531 0.045297 -0.409 0.6836
WPIGER_1 1.4643 0.097394 15.035 0.0000
WPIGER_2 -0.54365 0.095991 -5.664 0.0000
Constant -0.00033231 0.0017501 -0.190 0.8499

\sigma = 0.00465377 RSS = 0.001732604581

correlation of URF residuals

RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
RUSDE 1.0000
Cdldol 0.37164 1.0000
D1Gold 0.049333 -0.13916 1.0000
WPIUS -0.17262 -0.081120 0.046725 1.0000
WPIGER -0.20959 -0.056772 0.070470 0.15488 1.0000

standard deviations of URF residuals
RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
1.1379 0.021180 0.079413 0.011280 0.0046538

loglik = 1508.4335 1log|\Omega| = -33.1524 |\Omegal = 4.00039e-015 T = 91
Kok Kok KK
loglY’Y/T| = -26.6055

R"2(LR) = 0.998565 R"2(LM) = 0.486271
correlation of actual and fitted

RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
0.96356 0.57650 0.48947 0.63131 0.97582
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Chi~2(25) = 38.4 [0.0423] =*
5 3k 3k 5k >k 5k %k %k >k %k >k %k k

EQ( 4) Estimating the unrestricted reduced form
The present sample is: 1974 (1) to 1981 (7)

URF Equation 1 for RUSDE

Variable Coefficient Std.Error t-value
RUSDE_1 1.0217 0.038702 26.398
Cdldol_1 -11.923 6.2066 -1.921
D1Gold_1 4.1728 1.6027 2.604
WPIUS_1 -14.236 10.471 -1.360
WPIGER_1 5.8532 6.9378 0.844
Constant -0.089056 0.42588 -0.209

\sigma = 1.216 RSS = 125.6859523

URF Equation 2 for Cdldol

Variable Coefficient Std.Error t-value
RUSDE_1 0.0020572  0.00069198 2.973
Cdldol_1 0.17756 0.11097 1.600
D1Gold_1 0.0010684 0.028655 0.037
WPIUS_1 -0.32310 0.18721 -1.726
WPIGER_1 0.31136 0.12404 2.510
Constant -0.022830 0.0076146 -2.998

\sigma = 0.0217416 RSS = 0.04017939837

URF Equation 3 for D1Gold

Variable Coefficient Std.Error t-value
RUSDE_1 -0.0011405 0.0026394 -0.432
Cdldol_1 -0.51848 0.42328 -1.225
D1Gold_1 0.012136 0.10930 0.111
WPIUS_1 0.91834 0.71408 1.286
WPIGER_1 -1.1205 0.47314 -2.368
Constant 0.039484 0.029044 1.359

\sigma = 0.0829286 RSS = 0.5845574332
URF Equation 4 for WPIUS

Variable Coefficient Std.Error t-value
RUSDE_1 0.00088351 0.00035340 2.500
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t-prob
0.0000
0.0581
0.0109
0.1776
0.4012
0.8349

t-prob
0.0038
0.1133
0.9703
0.0880
0.0140
0.0036

t-prob
0.6668
0.2240
0.9118
0.2019
0.0201
0.1776

t-prob
0.0143

(using Ppp.in7)



Cdldol_1
D1Gold_1
WPIUS_1

WPIGER_1
Constant

\sigma = 0.01

URF Equation
Variable
RUSDE_1
Cdldol_1
D1Gold_1
WPIUS_1
WPIGER_1
Constant

\sigma = 0.00
correlation o

RUSDE
Cdldol
D1Gold
WPIUS
WPIGER

standard devi
RUSDE
1.2160

loglik = 1469
)k kk

loglY’Y/T| =
R"2(LR) = 0.9

correlation o
RUSDE
0.95561

Chi~2(25b) =

-0.058320 0.056674 -1.029 0.3064
0.0062793 0.014634 0.429 0.6690
0.48659 0.095610 5.089 0.0000
0.024886 0.063350 0.393 0.6954
0.00027449 0.0038888 0.071 0.9439
11035 RSS = 0.01047954319
5 for WPIGER
Coefficient Std.Error t-value t-prob
0.00015059  0.00017602 0.856 0.3946
-0.048399 0.028227 -1.715 0.0901
-0.0036735 0.0072888 -0.504 0.6156
0.16360 0.047620 3.435 0.0009
0.93534 0.031552 29.644 0.0000
-0.0026729 0.0019369 -1.380 0.1712
553027 RSS = 0.002599634953
f URF residuals
RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS
1.0000
0.37530 1.0000
-0.063134 -0.21113 1.0000
-0.17698 -0.10960 0.072635 1.0000
-0.21501 -0.088004 0.079096 0.19980
ations of URF residuals
Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
0.021742 0.082929 0.011104 0.0055303
.5461 log|\Omega| = -32.2977
okokokok
-26.6055

96628 R"2(LM) = 0.437784

f actual and fitted
Cdldol D1Gold
0.50250 0.34488

77.8 [0.0000] *x*
*okokk

WPIUS
0.61712

WPIGER
0.96350

WPIGER

1.0000

|\Omega| = 9.4033e-015 T = 91



EQ( 5) Estimating the model by FIML
The present sample is:

Equation 1 for RUSDE

Variable
RUSDE_1

Cdldol_1
D1Gold_1
D1Gold_2
Constant

\sigma =

Equation
Variable
RUSDE_1
RUSDE_2
D1Gold_3
Constant

\sigma =

Equation
Variable
RUSDE_1
WPIUS_2
Constant

\sigma =

Equation
Variable
WPIUS_1

Constant

\sigma =

Equation
Variable
WPIGER_1
WPIGER_2
Constant

Coefficient
1.0122
-11.425
3.7343
5.9551
-0.20792

.1524

for Cdldol
Coefficient
0.0075098
-0.0051460
-0.074820
-0.022666

.0210819

for D1Gold
Coefficient
-0.0031986
1.1221
0.025898

.0850231

for WPIUS
Coefficient
0.52904
0.0089889

.0113438

for WPIGER
Coefficient
1.5148
-0.57406
0.0015376

Std.Error
0.032344
5.0248
1.2958
1.2697
0.33854

Std.Error
0.0016959
0.0016863

0.024861
0.0060777

Std.Error
0.0023557
0.63841
0.024976

Std.Error
0.084918
0.0019959

Std.Error
0.081695
0.081997

0.00081303
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(using Ppp.
1974 (1) to 1981 (7)

t-value
31.296
-2.274
2.882
4.690
-0.614

t-value
4.428
-3.052
-3.010
-3.729

t-value
-1.358
1.758
1.037

t-value
6.230
4.504

t-value
18.542
-7.001
1.891

in7)

t-prob
0.0000
0.0254
0.0050
0.0000
0.5407

t-prob
0.0000
0.0030
0.0034
0.0003

t-prob
0.1780
0.0823
0.3026

t-prob
0.0000
0.0000

t-prob
0.0000
0.0000
0.0619

HCSE
0.042691
4.5619
1.4704
1.6170

HCSE
0.0012593
0.0012346

0.026270

HCSE
0.0025887
0.66217

HCSE
0.13232

HCSE
0.10473
0.10314



\sigma = 0.00475296
loglik = 1483.5682 1log|\Omega| = -32.6059 |\Omegal = 6.90939e-015 T = 91
Kok Kok KK

LR test of over-identifying restrictions: Chi~2(63) = 88.1878 [0.0198] =

correlation of residuals

RUSDE Cdldol D1Gold WPIUS WPIGER
RUSDE 1.0000
Cdldol 0.42213 1.0000
D1Gold -0.055484 -0.25004 1.0000
WPIUS -0.19972 -0.13792 0.072756 1.0000
WPIGER -0.27644 -0.098505 0.11789 0.16599 1.0000

Vector portmanteau statistic for 5 lags and 91 observations: 110.7

RUSDE correlogram
Portmanteau statistic for 5 lags and 91 observations: 8.468
Autocorrelation coefficients

0.24912 0.10282 0.092139 -0.10083 -0.0088295

Cdldol correlogram
Portmanteau statistic for 5 lags and 91 observations: 4.774
Autocorrelation coefficients

0.15204 0.079471  -0.028591 -0.11549 0.086046

D1Gold correlogram
Portmanteau statistic for 5 lags and 91 observations: 1.646
Autocorrelation coefficients

0.089866 -0.031741 0.058133 0.045227 0.055526

WPIUS correlogram
Portmanteau statistic for 5 lags and 91 observations: 0.9872
Autocorrelation coefficients

0.054185 0.027653 0.060579 -0.0092225 0.055112

WPIGER correlogram
Portmanteau statistic for 5 lags and 91 observations: 2.698
Autocorrelation coefficients

0.044288 -0.016623 0.074092 0.11237 -0.089637
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Huomautus 6.10: Palataan viela lopuksi VAR~ mallien stabiilisuusominaisuuk-
siin. Merkitaan karakteristisen yhtalon (6.30) itseisarvoltaan suurinta juurta
symbolilla spax. JOS | smax |< 1, sanotaan mallia lauseen 6.2 tuloksen mukaisesti
stabiiliksi. Jos taas | smax |> 1, sanotaan mallia huomautuksen 6.6 mukaisesti
epastabiiliks.

Jos taas smax =1, on siis det ®(1) =0 ja matriisi

(1) =1—-® —...—d,

on singulaarinen. Mallin (6.29) mukaan odotusarvoista EY; muodostuva vek-
torijono toteuttaa ”differenssiyhtalon”

(L) BY, =0 t=1,2,..

Nain ollen ”pitkan tahtaimen tasapainotiloina” Y, = lim ;.. EY; tulevat kysy-
mykseen kaikki ne vektorit Y, € RX, joille

(I—® —...— B))Yao = B(L) Yoo =0 . (6.47)

Naihin kysymyksiin palataan seuraavassa luvussa, jossa kaikkien mahdollisten
tasapainotilojen Y, = lim ;.. FY; muodostamaa joukkoa tullaan kutsumaan
{Y;}- prosessin attraktorikst.

Jos siis VAR( p )- prosessi on stabiili (| smax |< 1), siséltdd attraktori vain yhden
pisteen (origon). Epdstabiiliin malliin liittyvalla prosessilla taas ei ole attraktoria
lainkaan.

JoS smax =1 on c - kertainen karakteristisen yhtélon (6.30) juuri (¢ > 1), muo-
dostuu attraktori kaikista yhtalon (6.47) ratkaisuista, ts. lineaarikuvauksen ®(1)
ytimesta Y(®(1)). Attraktori muodostaa siis R¥:n ¢ - ulotteisen alivaruuden. I

7 Yhteisintegroituvuusteorian perusteet

Tassé luvussa tutkitaan trendipitoisten aikasarjojen valisia riippuvuuksia. VAR-
mallit (6.29), joissa smax = 1, tarjoavat trendipitoisten sarjojen kuvaamisessa ai-
van uusia mahdollisuuksia. Eraissa tapauksissa voidaan yksikkojuuria sisaltavien
VAR- mallien avulla kuvata (yhdessé ja samassa mallissa) niin vertailtaviin aika-
sarjoihin sisaltyvat trendit, sarjojen valiset lyhyen tahtaimen vuorovaikutukset
kuin sarjojen valiset pitkan tahtdimen tasapainorelaatiotkin.
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Tarkastellaan muuttujakokonaisuutta 2, = (v} X/) (Z, € R?, Y; € R¥ ja
X, € R™ , p=K+m ), jossa Y- muuttujat ajatellaan endogeenisiksi ja X;-
muuttujat eksogeenisiksi.

Maaritelmé 7.1: Stokastista prosessia {Z;} sanotaan trendipitoiseksi, jos prosessi
{Z,+ W} on epastationaarinen, olipa W mika yksittainen satunnaismuuttuja
tahansa. i

Maaritelmé 7.2: Trendipitoisen sarjan {Z;} sanotaan olevan integraatioastetta
d (Z, ~1(d)), jos

vi-Yz, - EZ,)
on trendipitoinen, mutta
v Z; — BEZ;)

on stationddrinen. (Téssd d € N on jokin luonnollinen luku ja V=1-1L tar-
koittaa differenssioperaattoria.) i

Maééritelma 7.3: Integraatioastetta d olevaa prosessia {Z;} (d > 1) sanotaan
yhteisintegroituneeksi astein d,b (Z; ~ C(d,b)) yhteisintegraatiovektorina g € R?,
jos

87 ~ Id—b) b>1

Maaritelmé 7.4: Oletetaan, etta yksiulotteiset satunnaismuuttujat e, ...,e, ovat
toisistaan riippumattomia ja samalla tavalla jakautuneita (g, ~i.i.d., ¢t =1,..,n)
ja etta Ee; = 0. Tarkastellaan kumulatiivisia summia

Wy =€1+ ... & t:1,2, . (71)

Tyyppia (7.1) olevia prosesseja {w;} sanotaan random walk- prosesseiksi. i

Huomautus 7.1: On helppo huomata, ettd prosessi {w;} ei ole stationaérinen,
vaan trendipitoinen maaritelman 7.1 mielessa. Toisaalta Vw; =¢; on varmasti
stationaarinen, joten w; ~ I(1). Random walk- prosessit voidaan tietysti ajatella
maééritellyiksi AR( 1 )- mallin

Wy = Wg—1 + E¢ y Er ~ 1.9.d. (71/)
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avulla. Mallin (7.1") karakteristisen yhtalon ainoa ratkaisu olisi luonnollisesti
smax = 1, joten random walk- prosessia {w;} tarkastelemalla voi samalla ymmar-
taa, millaisia kehityspiirteitd AR- ja VAR~ prosesseihin liittyy, mikali spax = 1.
Eréds huomion arvoinen w;- sarjan ominaisuus on sen pitka muisti:

E(wt+7— | U)t) = Wt kaikilla T=1,2,.. R

joten w;:n "regressiokerroin” w;y,:ta ennustettaessa ei lahestykdan nollaa 7:n
kasvaessa. Stationééristen sarjojen yhteydessd néin aina tapahtuu (autokorre-
laatiot — 0 vertailtavien havaintojen aikaeron kasvaessa), joten station&érisia
sarjoja voidaan pitaa ”lyhytmuistisina”. i

Maaritelma 7.5: Jos malliin (7.1’) lisdtdén vakiotermi (5 #0),
wi=wi_, +5+¢e g ~i.i.d.(0,0%) | (7.2)

kutsutaan syntyvaa {w;}- prosessia nimella random walk with drift. i

Huomautus 7.2: Mallin (7.2) mukaan

wi =wk+5-t+ (e1+ ... + &) , gt ~id.d.(0,0%) t=1,2,.. (7.2")

joten w; =¢e; + ... +& :n lisaksi w;:hen voi sisaltya lineaarinen, deterministinen
trendi. Sarjojen w; ja w; tyypillisisd aikauria on yritetty havainnollistaa
oheisissa kuvioissa.
Jos verrataan mallin (7.2') antamaa kasitystd kuvattavan aikasarjan tulevasta
kehityksesta mallin

Yt = Yo+ 0 -1+ Ky ; ke ~1(0) Eri =0 (7.3)

antamaan kasitykseen, huomataan, etta malli (7.2') on eraassa mielessa valjempi
ja sisaltaa vahemman sarjan tulevaa kehitysta koskevia oletuksia. i

Huomautus 7.3: Tarkastellaan kaksiulotteista aikasarjaa, jonka komponentit ovat

muotoa
Yo = Pwy + K1y
(7.4)
Yor = Wi + Kot

jossa w; ~ I(1) ja ki, ke ~ 1(0). Talloin ilmeisesti

(1 =) () = Bt =)+ s = ) ~ 1O

114



Kuva 7.1: Tyypillinen

random walk- prosessin aikaura (ei driftid)
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joten yhtalolla (7.4) madaritelty sarja Y; = (y1; w2 ) olisi yhteisintegroitunut
(Y; ~ I(1,1)) mééritelmén 7.3 mielessa.

Nahdaan siis, etta sarjat ovat yhteisintegroituneita ainakin silloin, kun niiden
trendiosat (stokastiset ja deterministiset) ovat lineaarisesti toisistaan riippuvia.

Maaritelméa 7.6: Jatkuva-aikaista p- ulotteista stokastista prosessia {B(f)}
(0 << 1) sanotaan p- ulotteiseksi (standardoiduksi) Brownin liikkeeksi, jos
se toteuttaa seuraavat ehdot:
1° B(0)=0
20 Jos 0<t <..<ft <1, ovat lisiykset (B(t2) — B(t1)),...,(B(tx) — B(tx_1))
toisistaan rippumattomia ja

B(t;) — B(tj—1) ~ N,(0 , (t; —t;—1)I) j=1,..,k

3° B(t)- realisaatiot ovat jatkuvia todenndkoisyydella 1. i

Huomautus 7.4: Brownin liikke B(f) toimii erdanlaisena random walk- prosessin
asymptoottisena miniatyyrikuvana, silla jos diskreettiaikaiset prosessit wiy, ..., wpt
ovat toisistaan riippumattomia ja tyyppia (7.1), on keskeisen raja-arvolauseen
mukaan

1 1 Win Wpn

7n —ﬁ(osl o,

)" SEPS (0, ) (7.5)

kun n — .
Jos ¢ on mielivaltainen luku valilta [0,1], voidaan méaaritelld prosessi

_ 1 \ wiy Wpt \/
_'r%ll»noo % Z(Usl Usp)

jossa [tn] =max {v € N'| v < in} , ts. suurin kokonaisluku, joka on <in .
Tuloksen (7.5) perusteella kaavalla (7.6) maaritelty jatkuva-aikainen prosessi
{B(t)} on p- ulotteinen Brownin liike.

Koska VAR- prosessin kiytos muistuttaa random walk- prosessin kaytosté, mikéali
smax = 1, voidaan siis Brownin liikettd pitdd my6s VAR- prosessin ”asymptootti-
sen kaytoksen miniatyyrikuvana” tilanteessa spax = 1. i
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Huomautus 7.5: Ajatellaan, ettd vektorin 7, komponentit olisivat yhteisin-
tegroituneita maaritelméan 7.3 mielessa, ts. Z; ~ C(d,b). Talloin on muistettava,
etta yhteisintegraatiovektoreita g, joille

3%, ~ I(d—b) :

saattaa 10ytya useampia. Toisistaan lineaarisesti riippumattomien yhteisinteg-
raatiovektoreiden lukumaaraé sanotaan {Z;}:n yhteisintegraatioasteeksi. i

Lause 7.1 (Grangerin esityslause) : Jos Z, ~ C(1,1) ja {Z}:m yhteisintegraatio-
aste on r, niin

1° Sarjalle Z; on loydettavissi VARMA- esitys

O(L)Zy = p+ 0(L)ey , (7.7)
jossa
OL)=1—-dL—..— 0L~ on matriisipolynomi ,
cov(es,er4) =0 kaikilla v£<0
6(L)y=1-6,L—...—6,L7 on skalaaripolynomi ja

rank(®(1)) =r

(Apulauseen 1.1 mukaisesti talléin on olemassa p x r- matriisit o ja g
siten, ettd ®(1) = —ap’.)

2 Malli (7.7) voidaan esittdd myos virheenkorjausmallin (ks. luku 4.3)

muodossa
VZt = —‘b(l)Zt,l + F1VZt,1 + ...+ Fk,1VZt,k+1 + 12 + 9(L)€t ) (78)
jossa
k
(1) =1->» & =-af ja
j=1
Ij=—(®j41+... + Py) j=1..,k-1

Todistus: Puuttumatta esitystavan (7.7) johtamiseen todetaan vain (7.7):n ja
(7.8):n valinen yhtapitavyys:

(7.8) =

k k—1 k
Zy =Zia—(I=Y ®)Z 11— ( > (2 - th1)> + u+0(L)e,

j=1 j=1 \v=j+1
=017 1+ ...+ QL1+ un+ 9(L)€t

== (7.7)
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Huomautus 7.6: Varsin usein voidaan olettaa (ainakin, jos & on valittu riittdvan
suureksi), ettd ¢=0. T&ll6in siis lauseen 7.1 mukaan

Zy ~ C(1,1)
<= 7, :lle on olemassa VAR- esitys
< 7 :lle on olemassa virheenkorjausesitys (7.8)

Myo6s muunlaisia esitystapoja C(1,1)- prosesseille voidaan johtaa, mutta VAR-
ja ECM- esitykset ovat osoittautuneet tulkinnallisesti hyodyllisimmiksi. i

Huomautus 7.7:  Oletetaan jatkossa koko ajan, ettd ¢ = 0. Jos parametrit
B (ts. yhteisintegroituvuusrelaatiot) tunnettaisiin muodossa (7.8), voitaisiin lo-
put parametrit o,T'y,...,I'v_; ja u estimoida OLS:illa.

Toisaalta p:n alkiot voitaisiin luonnollisesti estimoida minimoimalla lauseketta

tr (5' > (2 - 2) (2 - 2) ﬁ) , (7.9)
t=1

kunhan g:n sarakkeet on sopivasti normitettu. Huomattakoon, etta (7.9):n mi-

nimointi vastaa OLS:in kayttoa, kun Z;:n komponentteja "selitetaédn” toisillaan.

Kaiken kukkuraksi voidaan todistaa, etta jos Z;:n komponenteissa on lineaarinen

trendi, patee erain lisdehdoin tulos

plim nt=% (vec(BOLS) - Vec(6)> =0 kaikilla §>0 . (7.10)

n—oo

Tama tarkoittaa, ettd g:n OLS- estimaattorit tarkentuvat huomattavasti tavano-
maista nopeammin. (Yleensdhian am (6 —6) “YEP" N(0,%).) T&td ominaisuutta
voidaan kutsua vaikkapa superkonsistenssiksi.

Tulokseen (7.10) vedoten Engle ja Granger ovat ehdottaneet seuraavaa menet-
telya:

1° Estimoidaan 1. yhteisintegroituvuusrelaatio OLS:illa ”selittamalla” jotakin
Z;:n komponenttia kaikilla muilla komponenteilla, ts. rajoitetaan yksi g:n
komponentti ykkoseksi ja estimoidaan mallin

B'Zi = p+ ki

paremetrit OLS:illa. Talletetaan jadnnostermit 7.

2° Testataan jaannostermien stationaarisyytta Durbin-Watson- testisuureella
(ts. von Neumannin suhteella (3.2)). Nollahypoteesina on, ettd &, ei ole
stationaarinen, ts. etta

H,: p1)=1

(Nollahypoteesin vallitessa d- testisuureen odotetaan tietysti olevan hyvin
pienen.)
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3° Jos nollahypoteesi hylataan, katsotaan, etta sarjat ovat yhteisintegroitu-
neita, jolloin T';- parametrit sekd o- parametrit voidaan estimoida OLS:illa
mallista (7.8).

Kohdassa 2° ehdotetun Durbin-Watson- testin asemesta voidaan kayttaa myos
ns. taydennettya Dickey-Fuller- testia, jossa mallista

VRt = ¢Ri—1 + 01 VRi—1 + ... + Ok—1VRi—g41 + &4

estimoidaan OLS:illa ¢- parametri ja perustetaan yhteisintegroituvuuden tes-
taaminen osamaaraan R
¢orLs

var(¢oLs)

Huomautuksessa 7.7 esitetyn menettelyn asemesta voidaan mallin (7.8) pa-
rametrit estimoida myos ML- periaatteella, kunhan virhetermien ¢, jakauman
muoto on tarkemmin spesifioitu (Johansen). Malliin (7.8) liittyvid parametrisia
hypoteeseja voidaan samalla testata LR- periaateella, joten ML- lahestymistapa
on eraissa suhteissa edella esitettya menettelya houkuttelevampi. Taydennetaan
aluksi mallia (7.8) (¢ =0) mahdollisilla kausidummyilla muotoon

VZt =K + F1VZt_1 + ..+ Fk_1VZt_k.+1 + HZt_l + \I/Dt + &4
(7.11)
I =af (o ja B ovat pxr— matriiseita)

jossa D, tarkoittaa tarvittavista kausidummyista koostuvaa vektoria. Huomat-
takoon, etta malli (7.11) voidaan yhta hyvin kirjoittaa muotoon

VZt =W + F’l‘VZt,1 + ...+ F271VZt7k+1 + Hthk + \I/Dt + &t
(7.11')
Jossa I =T;+I ja IH=af

Jos malli (7.11) (tai (7.11)) tdydennetdén virhetermien normaalisuusoletuksella

e~ NID,(0,%) (7.12)
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voidaan osoittaa, etta parametrien p,T%,....T5 |, ¥, a,3 ML- estimaatit voidaan
loytaa seuraavalla proseduurilla:

1° ”Selitetadn” VZ;:td ja Z;_,:ta muuttujilla VZ,4,..,VZ,_, ja D; seka
vakiolla. Talletetaan saadut OLS- residuaalit vektoreihin E° ja E®.
Lasketaan naiden residuaalien kovarianssimatriisit

1 ) 0 -
Siy=— Y EEY  ij=ok . (7.13)
t=1

2°  Kullakin kiintealld g:n arvolla saadaan o:n ML- estimaatit kaavasta

a(B) = Sk [8'SkkB) " : (7.14)

Toisaalta p:n ML- estimaatit saadaan ratkaisemalla p. asteen ominaisar-
voyhtalo

det(p2 Skr — Sngo_jSok) =0 (7.15)

p*:n suhteen. Merkitédn ratkaisuja symbolein 77 >...>p2 >0 ja vastaavia
ominaisvektoreita symbolein Vi,...,V,, ts.

P2SieVi = ShiSo ok Vi i=1,.p

Talloin
B=(Vi .. V) : (7.16)

Lisaksi voidaan osoittaa, etta

—2 log Lmax(@,3) =n log detSo, + n Y log (1—p) : (7.17)
=1

7

3° Parametrien yx,T7,..,T;_;, ¥ lopulliset ML- estimaatit saadaan ”selittamalla
muuttujaa VZ; —ap' 7z, selittajilla vz, 4,..,VZ,_ 1 ja D;. Estimointi-
menetelméana kaytetdan OLS:ia.

120



Huomautus 7.8:  Mallin (7.11") parametrien estimointi ML- periaatteella mer-
kitsee itse asiassa ns. kanonisen analyysin kayttoa: Muodostetaan differenssien
VZ, residuaaleista E'° ja tasojen Z,_, residuaaleista E*) sellaiset lineaari-
kombinaatiot «/,E” ja B/E", joiden vilinen korrelaatio

Of/lsokﬁl
\/allsooal : ﬁiskkﬁl

olisi mahdollisimman suuri. Lagrangen kertojatekniikkaa kayttaen on helppo
todeta, etta tama tavoite johtaisi yhtaloihin

Sokﬁl - 2)\1‘S‘ooa1 =0
Sékal — 2)\25}%ﬂ1 =0
) Soor; =1

B8k =1 )

joista yhdistamalla saadaan
1 / —1
T SokSo0 SokB1 — 2A2SkkB1 = 0

eli
(P*Skk — SpSoo Sok)Br1 =0,
jossa on merkitty p? =4\ \o.

Maksimikorrelaatiota haettaessa paadytaan siis ominaisarvoyhtaloon (7.15) seka
vastaavaan ominaisvektoriin f;, joka toteuttaa ehdon

P2 kB = SheSot Sorb1

Talloin tietenkin )
a1 = Ks@lsokﬁl ,

1
1 = a/lsoooq = Wﬁisgkso_olsfﬂcﬁl
ja
/ 1 /7 Q/ —1
a1Sok51 B 7 P1S0kS00 Sok/P1
VS0t - B Sk \/ﬁﬂiséks(;}sokgl - B, Sk 51

o ﬁisékso_olsokﬂl o
B1Skkb1 p1

Tisté syystd pi:td sanotaan muuttujablokkien E” ja Ef
maéiseksi) kanoniseksi korrelaatioksi.

Tamén jilkeen voidaan hakea o, ja B, siten, ettd muuttujien o4E ja gLEX
valinen korrelaatio maksimoituisi ehdoilla o}S,,a1 =0 ja B5SwB1 =0, jne. i

M viliseksi (ensim-
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Huomautus 7.9:  FErilaisia TII- matriisin astetta r koskevia hypoteeseja voi-
daan testata tuloksen (7.17) avulla seuraavasti:
Jos yleismallina pidetéén rajoittamatonta VAR( & )- mallia

H: O(L)Zy = p+ VDy + &4 , g ~ NID,(0,%) ( rank(1T) < p )
ja halutaan sen puitteissa tutkia ECM- mallin (7.11)
H,: rank(IT) < r (r <p)

realistisuutta, saadaan LR- testisuureeksi (7.17):n mukaan

p
-2 log A=-n Z log (1 —p?) . (7.18)
1=r+1

Tata suuretta kutsutaan yleensa trace- testisuureeksi syista, jotka ilmenevéat seu-
raavista lauseista. I

Lause 7.2: Hypoteesin H, vallitessa suureet np;,,,...np. lahestyvat yhteisja-
kaumaltaan ominaisarvoyhtalon

det </\ /0 BB di — /0 B [dB@H)]' - /O [dB(#)] B(E)’)zo (7.19)

ratkaisujen \q,..,\,—, yhteisjakaumaa, jossa B(#) tarkoittaa standardoitua
(p — r)- ulotteista Brownin liiketta. .

Kuten tunnettua, on nelidmatriisin jélki (trace) laskettavissa po. matriisin omi-
naisarvojen summana. Toisaalta

log (1-p7) = —p; : (7.20)

kun p? on pieni, joten lauseen 7.2 seuraukset testisuureen (7.18) jakauman
kannalta voidaan muotoilla vaikkapa seuraavasti:

Lause 7.3: Hypoteesin H, vallitessa testisuureen (7.18) asymptoottinen kayt-
taytyminen on samanlaista kuin suureen

tr (/01 [dB({)] B - Uol B()B(iY df]

122

-1

. / 1 B(D) [dB(E)]’> , (7.21)
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jossa B(f) tarkoittaa standardoitua (p —r)- ulotteista Brownin liiketta. i

Huomautus 7.10:  Suureiden (7.21) kayttdytyminen eri (p — r):n arvoilla on
kartoitettu simuloimalla. Tarkeimmat prosenttipisteet ilmenevat oheisista tau-
lukoista.

Huomautus 7.11:  Mikali halutaan tutkia sisiakkaisten hypoteesien

H,: rank(IT) = r r=1,..,p—1

uskottavuuksia sekventiaalisesti, olisi hypoteesia H,_; hypoteesin H, puitteissa
testaava LR- testisuure muotoa

—2log A=-nlog (1-75%) ~ np2 . (7.22)

TAaté testisuuretta sanotaan Amax- testisuureeksi ja sen jakaumataulukot on nii-
nikaan muodostettu simuloimalla lauseen 7.2 tuloksen mukaisesti. i

Huomautus 7.12:  Mallin (7.11) vakiovektori u € R? voidaan tietysti aina
parametroida uudelleen muotoon

p=af, +ary ; (7.23)

jossa vektorit 8, € R" ja v € RP™" toimivat uusina parametreina. Tulkinnallisesti
B, tarkoittaisi attraktoriin
Bo+B2Z=0 (7.24)

liittyvaa vakiotermié, kun taas o,y edustaisi VZ;:n kehitysta kuvaavan VAR-
mallin "muita vakioita”. Jos a v # 0, olisi siis alkuperaisissa Z;- muuttujisa
lineaarisia trendeja. Mikali tallaisia trendeja e: haluta sisallyttaa malliin, on il-
meisesti vaadittava, etta v=0, ts. etta a,u=0. Taman rajoituksen huomioon
ottaminen kuitenkin muuttaa testisuureiden (7.18) ja (7.22) otantajakaumia
jonkin verran. (Ks. oheiset taulukot.) I
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Table 1:
Percentile points of the trace- and Anax- test statistics
Unrestricted (0/‘ p#0)

p—r 0.50 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99

;\max
0.447 1.699 2816 3.962 5.332 6.936
6.852 10.125 12.099 14.036 15.810 17.936
12.381 16.324 18.697 20.778 23.002 25.521
17.719 22113 24.712 27.169 29.335 31.943
23.211 27.899 30.774 33.178 35.546 38.341

T = W N =

trace
0.447 1.699 2816 3.962 5.332 6.936
7.638 11.164 13.338 15.197 17.299 19.310
18.759 23.868 26.791 29.509 32.313 35.397
33.672 40.250 43.964 47.181 50.424 53.792
52.588 60.215 65.063 68.905 72.140 76.955

QL = W N =

Table 2: X
Percentile points of the trace- and Anax- test statistics
Restriction o p=0 (i.e. p=ap,)

p—r 050 0.80 0.90 0.95 0975  0.99

5\max
3.474 5877 7.563 9.094 10.709 12.740
8.337 11.628 13.781 15.752 17.622 19.834
13.494 17.474 19.796 21.894 23.836 26.409
18.592 22,938 25.611 28.167 30.262 33.121
23.817 28.643 31.592 34.397 36.625 39.672

U = W N =

trace
3.474 5877 7.563 9.094 10.709 12.740
11.381 15.359 17.957 20.168 22.202 24.988
23.243 28.768 32.093 35.068 37.603 40.198
38.844 45.635 49.925 53.347 56.449 60.054
58.361 66.624 71.472 75.328 78.857 82.969

T = W N =
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Huomautus 7.13:  Jos mallissa (7.11) (tai (7.11)) halutaan testata hypoteesia,
jonka mukaan X, olisi heikosti eksogeeninen A:n suhteen (X, € RP~K | v, € RX),
pitaisi «:n ilmeisesti olla muotoa

H,: «a= (aoy) (a, on K x r— matriisi), (7.25)

koska muuten pg:t esiintyisivat myos likelihood- hajotelmien

LYth,l]:t—l( ' ):LYtlxhj:t—l( : ) LXtI-;Et,—l( . )

jalkimmaisissa termeissd. (Merkinndlla F,_; tarkoitetaan informaatiojoukkoa,
joka koostuu hetkeen ¢ -1 mennessé saaduista havainnoista.) Jos nimittdin
VX;- muuttujia kuvaavissa (7.11):n yhtaloissa esiintyisi «- parametreja, voitai-
siin - VXy:n lyhyen téhtdimen vaihteluista eristdéd tasapainotilaan (ts. g:aan)
liittyvaa informaatiota, jolloin X;- sarja e: olisi heikosti eksogeeninen.
Hypoteesia H, voidaan testata tavanomaisella LR- testisuureella, joksi (7.17):n
mukaan saadaan

~2 log A =n Y {log (1 - pg,;) —log (1-757)}
=1

(7.26)

asympt. 2
~ X(p—K)-r

Huomautus 7.14: Jos oletetaan, etteivat jotkin Z;- vektoriin sisaltyvat heikosti
eksogeeniset tekijat osallistu ”tasapainorelaatioihin”

Bo+ B Zi =0 (7.27)

lainkaan, on (- matriisin vastaavat vaakarivit vain rajoitettava nolliksi. Taman
kaltaisia hypoteeseja voidaan testata tavanomaisilla LR~ testeilld huomautuksen
7.13 tapaan. I

Esimerkki 7.1:  Seuraavassa eriitd tuloksia artikkelista Johansen & Juselius
(1992): ”Testing structural hypotheses in a multivariate cointegration analysis
of the PPP and the UIP for UK” | Journal of Econometrics, vol. 53, ss. 211-244.
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Tarkastellaan seuraavia muuttujia:
Lpwmf; «— tukkuhintaindeksi Englannissa vuosineljanneksella ¢ logaritmoi-
tuna
Lpf6;, «—— kuuden Englannin kauppakumppanin tukkuhintaindeksin paino-
tettu keskiarvo logaritmoituna
Le; «— FEnglannin punnan vaihtokurssi (valuuttakoriin verrattuna) lo-
garitmoituna
rtb; «— korkotaso Englannissa logaritmoituna (log (1 +0.01 7))
reu; «—— eurodollarin korko samalla tavalla transformoituna
difpo; «— Oljyn reaalihinnan logaritminen muutos

Niputetaan viisi ensiksi mainittua muuttujaa vektoriksi
Lpwm f;
Lpf6:
Zt = L@t
’I‘tbt
ret

ja sovitetaan aineistoon mallia

VZi=u+1T1VZi_1+C, difpor+ Crdifpor_1 +11Z;_o+ VD; + & ,

e~ NID5(0,%)

jossa D, merkitsee kolmesta kausivaihteludummysta koostuvaa vektoria.

Yhteisintegraatioasteen valintaan
liittyvat testit

Amax- testi

i 72 —nlog (1—7%) Amax- testisuureen
0.95- fraktiili

1 0.407 31.33 33.18
2 0.285 20.16 27.17
3 0.254 17.59 20.78
4 0.102 6.48 14.04
5 0.083 5.19 3.84
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trace- testi

i p? —n>b_.. . log (1—p2) trace- testisuureen
0.95- fraktiili

1 0.407 80.75 68.68
2 0.285 49.42 47.21
3 0.254 29.26 29.34
4 0.102 11.67 15.34
) 0.083 5.19 3.84

Trace- testin mukaan sopiva yhteisintegraatioaste voisi olla r=2 (tai r =1).
Yhteisintegraatiovektorit olisivat

~1.073 ~0.297
~ 0.975 ~ 0.340
Bi=| 1000 By=| 1.000

3.620 ~10.480

2.028 9.788

Esimerkkina hypoteesien testaamisesta tutkitaan, voitaisiinko Englannin kaup-
pakumppaneiden keskimmaraisen hintason logaritmia Lpwf6, pitaa heikosti ek-
sogeenisena «a:n ja B:n suhteen. Kun yhteisintegraatioasteeksi on valittu r =2,
saa testisuure (7.26) muodon

(1—0.400) (1 —0.285)
—2log A =60-1 . ~ 0.68
©8 ©8 ((1 ~0.407)  (1—0.285) ’
joka on x3- jakaumaan verrattuna varsin pieni. Nain ollen muuttujaa Lpwf6,

voidaan hyvalla omallatunnolla pitaa heikosti eksogeenisena. i

Huomautus 7.15:  On ehdottomasti syytd huomata, ettd jos yhteisintegroitu-
vuusvektoreita fi,..., 3. on useampia (r > 1), liittyy mallin (7.11’) parametreihin
seuraava identifioituvuusongelma:
Olkoon A mika tahansa epésingulaarinen r» x r- matriisi. Tall6in mal-
liin (7.11") sisaltyva 1II = o@'- matriisi voidaan yhta hyvin kirjoittaa
muotoon II = adA~!. Ap', joten yhteisintegroituvuusvektorisysteemeita
B=(p .. PBr) ja BA vastaa tasmalleen sama tilastollinen malli (7.11").
Tasta johtuu, ettei ”pitkan tahtaimen tasapainorelaatioita”

8 Z, = vakio

ja
AR Z, = vakio
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voida havaintojen valossa erottaa toisistaan. Tasta huolimatta niiden tul-
kinnat saattavat olla taysin erilaiset.

Téasta johtuu, etta - vektoreiden mielekas tulkinta edellyttaa riittavaa maaraa
rakenteellisia rajoituksia, jotta avoimiksi jatetyt parametrit olisivat identifioita-
vissa ja jotta ne pystyttaisiin havaintojen avulla estimoimaan. I

Seuraava maaritelma tarjoaa erdaan keinon tutkia, milloin 3- vektoreille asetetut
rajoitukset riittéavit takaamaan jaljelle jadvien parametrien identifioituvuuden:

Maaritelmé 7.7:  Ajatellaan, ettd yhteisintegroituvuusvektoreille gi,...,3. ase-
tetaan rajoitukset

R;3; =0 i=1,.,1 (7.28)

jossa R; on taysiasteinen p x k- matriisi. (Rajoitusten yhteism&arad on siis
ki 4 o+ k)
Olkoon H;=R;, ,ts. R.H;=0, jossa H; on tdysiasteinen p x (p— k;)- matriisi

(i =1, ...,1").

Mikali jokaiselle i:n arvolle, jokaiselle k=1,....r —1 ja jokaiselle indeksijoukolle
Jk:{il,...,ik | 1< <. <y, <r; Z'V#i YV v= 1,...,kj}

patee

rank(R/H;, .. RH;, )>k , (7.29)

sanotaan rajoituksia (7.28) yleisesti identifioiviksi (generically identifying rest-
rictions). i

Huomautus 7.16: Maaritelman 7.7 ehtojen tayttymista voidaan katevimmin
tutkia seuraavaan tapaan:

1° Jos r=2, ovat ehdot (7.29) voimassa, jos
ri.; = rank (R.H;) > 1 kun i,j=1,2 ; i#j
2° Jos r =3, joudutaan tutkimaan seuraavien ehtojen voimassaoloa:
ri; =rank (R;H;) > 1 kun i,j=1,2,3 ; i#j

rigm =rank (R, (H; Hn))>2 jossa (i,j,m) on mika tahansa (7.30)
lukujen (1,2,3) permutaatio . '
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Ehdossa (7.30) esiintyvan matriisin aste voidaan katevimmin selvittaa hakemalla
symmetrisen matriisin

Gijm = (H; Hy) (I - Hi(H{H;)"'H}) (H; Hp)
ominaisarvot. On nimittdin helppo nahda, etta

rank(Gi.jm) =rank (R, (H; Hp,))

Huomautus 7.17:  Yhteisintegroituvuusvektoreihin g, ..., 3. liittyva identifioi-
tuvuusongelma voidaan periaatteessa ratkaista kirjoittamalla p x r- matriisi g

muotoon 4o
ﬂ = <ﬁoo> s

jossa (° on r x r- matriisi ja $°° on (p—r) x r- matriisi. Huomautuksen 7.15
merkintoja kayttaen A- matriisiksi voidaan valita vaikkapa A = (3°)~!, jolloin

, I
BA' = <ﬂ°°6"‘1> . (7.31)

Tata (- matriisin muotoa kutsutaan redusoiduksi muodoksi, koska systeemin
"tasapainorajoitteet” tulevat ilmaistuiksi siten, ettd r ensimmaistd Z;,- vekto-
rin komponenttia on ”ratkaistu” (p —r):n viimeisen elementin suhteen. (Té&ta
esitystapaa kayttad mm. PCFIML tulostuksessaan.)

Muotoa (7.31) olevat rajoitteet p° =1 ovat kyllakin yleisesti identifioivia, mutta
kovin harvoin tulkinnallisesti mielenkiintoisia. i

Huomautus 7.18:  Vaikka g- vektoreihin liittyvia identifioituvuusongelmia ei
olisikaan juurta jaksain ratkaistu, voidaan erilaisia p- vektoreita koskevia hy-
poteeseja testata LR- testisuureen (7.17) avulla varsin helposti. Testisuureen
—2log A asymptoottinen otantajakauma on talloin nimittain x3- tyyppinen. Re-
ferenssijakauman vapausasteiden lukumaara maaraytyy hypoteesissa eliminoitu-
jen (oleellisten) parametrien lukumédrian mukaisesti. Koska oleellisten g- para-
metrien lukuméaran laskeminen on hieman konstikasta, voidaan eri hypoteeseihin
liittyvia parametrimaaria laskeskella esim. seuraavan ajattelutavan mukaisesti:

Vapaaseen (rajoittamattomaan) r- ulotteiseen A- avaruuteen liittyvien
oleellisten parametrien lukumaara on - (p —r).

Tama voidaan nahda seuraavasti:

Euklidisen avaruuden R? r- ulotteisen aliavaruuden 1. ortonormeerattu
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kantavektori maaraytyy (p—1) parametrin avulla, koska kyseisen kanta-
vektorin komponenteista yksi ratkeaa normitusehdon perusteella. Toisen
kantavektorin valintaan liittyy vastaavasti (p —2) parametria, koska jal-
jella olevia suuntia on yhta vahemman kuin 1. kantavektoria valittaessa.
Talla tavalla nahdaan, ettd r:n kantavektorin valintaan liittyy yhteensa
(p—1)+...+(p—r) parametria. Valittua koordinaatistoa voidaan toisaalta ro-
tatoida mielivaltaisesti itse avaruutta siirtdméattd. Koska vastaavasti (edelld
esitetyn jarkeilyn mukaisesti) - ulotteisen avaruuden r:n kantavektorin
valintaan liittyy (r—1)+..+1+0 parametria, saadaan RP:n r- ulotteisen
aliavaruuden paikan maaraavien oleellisten parametrien kokonaismaaraksi
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Z(p—i) - Z(i—l) =r-(p—r) . (7.32)

i=1 i=1

Huomattakoon, etta tulos on symmetrinen r:n ja (p —r):n suhteen. Nain taytyy
ollakin, silla - avaruuden paikka voidaan yhta hyvin ilmaista sen ortogonaalisen
komplementin (ts. Z;- prosessin attraktorin) avulla. i
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