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Luku 1

Metriikka ja metrinen avaruus

Maiiritelmd 1.1. Olkoon X # 0 joukko. Kuvaus d : X x X — R on metriikka
joukossa X, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(M1) d(z,2z) < d(z,y) + d(y, z) kaikilla z, y, z € X (kolmioepapyhtalo),

(M2) d(z,y) = d(y, x) kaikilla z,y € X,

(M3) d(x,y) = 0josjavainjos z = y.

Jos d on metriikka joukossa X, niin pari (X, d) on metrinen avaruus.

Huomautus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus.

1. d(z,y) > 0 kaikilla z,y € X.
2. Metriikka on yleensd talla kurssilla jonkin normin (kts. Maaritelma 2.1) in-
dusoima.

3. Kuvausd : X xX — R on semi-metriikka (pseudo-metriikka), jos d toteuttaa
ehdot (M1) ja (M2) sekd ehdon
(M4) d(z,x) = 0 kaikillaz € X.

Esimerkki. 1. Pari (R",d,) on metrinen avaruus, kun asetetaan
& 1/2
2
de(z,y) = (D |z —y;*) ",
j=1

missd ¢ = (z1,...,%4),y = (Y1,-..,Yyn) € R™. Tatd metriikkaa sanotaan
euklidiseksi metriikaksi. Erikoistapauksena n = 1, jolloin de(x,y) = |z — y|.
2. Olkoon C[0,1] = {f :[0,1] — R : f onjatkuva }. Normi

[ flloo = sup |f(t)]
te[0,1]

indusoi metriikan de (f, 9) = || f — glloc joukkoon C0, 1].
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Merkintéjd. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, z € X ja r > 0. Silloin

B(z,r) ={y € X : d(=,
B(z,r) ={y € X : d(,

B(z,r) ={y € X : d(z,y) = r} on z-keskinen r-siteinen pallonkuori.

y) < r} on avoin z-keskinen r-siteinen pallo,

y) < r} on suljettu z-keskinen r-sateinen pallo,

)

Maiiritelmid 1.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruusja A C X. Joukko A on avoin, jos

jokaista x € A kohti on olemassa sellainen r = r(x) > 0, ettd B(x,r) C A. Joukko
A on suljettu, jos X \ A on avoin.

Maiiritelmid 1.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Pisteen x € X ympdristé on
joukko U C X siten, ettd B(z,r) C U jollakin r > 0. Joukko B(z,r), missd r > 0,
on pisteen z palloympdristo. Piste = on joukon A C X sisédpiste jos on olemassa
r > 0 siten, etti B(z,r) C A. Joukon A sisus A = int(A) on joukon A sisépisteiden
muodostama joukko.

Nyt int(4) C Ajaint(A) on joukon A suurin avoin osajoukko.

Maiiritelmd 1.4. Joukon X topologia T on kokoelman joukon X osajoukkoja siten,
ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

(Tl) DerjaX er.
(T2) Jos O, € 7 jokaiselle a € I, niin Uy 10, € T.
(T3) JosOj €7,1<j<n,niinN7_,0; € 7.

Talla kurssilla tarkastellaan yleensd metriikan d indusoimaa topologiaa

74 = {U : U on avoin avaruudessa X }.

Maiiritelmid 1.5. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Piste x € X onjoukon A kasaan-
tumispiste, jos jokaiselle pisteen x ympaéristolle U 1oytyy y € A siten, ettd x # y ja
yeU.

Maiiritelmd 1.6. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Avaruuden (X, d) jono (x,)5%,
suppenee kohti pistettd x € X, jos jokaiselle ¢ > 0 on olemassa n. € N siten,
ettd d(z,,z) < e jokaiselle n > ne. Jos jono (x,)52; suppenee kohti pistettd z,
merkitdan lim,,_.. z, = z tai z,, — x, kun n — oo.

Huomautus Olkoon (X, d) metrinen avaruus, (z,)52,; avaruuden (X,d) jono ja
x € X. Téalloin lim, .o, , = x jos ja vain jos jokaiselle pisteen = ympéristolle U
on olemassa n. siten, ettd x,, € U kaikille n > n.. Tdma on vield yhtdpitdvaa sen
kanssa, ettd jono (d(zy, z))5%, suppenee kohti nollaa avaruudessa (R, d.).

Maadritelmd 1.7. Joukon A sulkeuma on joukko
A= {z € X : z onjoukon A kasaantumispiste} U A.

Avaruuden X osajoukko A on tihed avaruudessa X, jos A = X.
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Huomautus Metrisen avaruuden (X, d) osajoukko A on tihed avaruudessa X jos
javainjos B(z,r) N A # (aina, kun z € X jar > 0. Tamé on vield yhtapitivaa sen
kanssa, ettd U N A # () jokaiselle avaruuden X avoimelle epétyhjille joukolle U.

Maiiritelmid 1.8. Metrinen avaruus (X, d) on separoituva jos silld on numeroituva
tihed osajoukko.

Esimerkki. 1. Avaruus (R, d.) on separoituva, silli R = Q.
2. Avaruus (R",d.) on separoituva, kun d. on euklidinen metriikka. Olkoon
x = (z1,...,2,) € R"jae > 0 annettuja. Valitaan jokaiselle 1 < j < n
sellainen ¢; € Q, ettd |z; — ¢;| < &/y/n. Talloin ¢ = (q1,...,¢n) € Q" ja

n

2
5 g
§ |a:,J _ q] 1/2 § ; 1/2 . ; )1/2 —c.

Jj=1
Siis z € Qn. Lisdksi Q™ on numeroituva, koska Q on numeroituva.

Lause 1.9. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Oletetaan, ettd on olemassa ylinume-
roituva kokoelma U/ avaruuden X avoimia pistevieraita epatyhjia osajoukkoja (eli
UNV =0kaikilla U,V € U, U # V). Talloin (X, d) ei ole separoituva.

Todistus. Tehdaan vastaoletus ja oletetaan, ettd (X, d) on separoituva. Talloin siis
X = A, missd A = {aj,as,...} on numeroituva. Jos U € U, niin U on avoin ja
epatyhja. Vastaoletuksen perusteella voidaan kiinnittdd indeksi nyy € N siten, ettéd
an,, € U. Voidaan siis méaéritelld kuvaus f : i — N siten, ettd f(U) = ny. Nyt f on
injektio: Jos U,V € U, U # V, niin U NV = (). Siten ay,,, # ay,,, eli ny # ny. Tastd
seuraisi ettd U/ on numeroituva, mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. O

Maiiritelmid 1.10. Metrisen avaruuden (X, d) osajoukko A on rajoitettu, jos on ole-
massa x € X jar > 0siten, ettd A C B(x,r).

Huomautus Metrisen avaruuden (X, d) osajoukko A on rajoitettu jos ja vain jos
d(A) = sup{d(z,y) : x,y € A} < 0.

Talloin lukua d(A) sanotaan joukon A halkaisijaksi.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa z € X ja r > 0joille A C B(z,r). Talloin
d(z,y) < d(z,z) + d(z,7) < 2r kaikille z,y € A, joten d(A) < 2r. Toisaalta, jos
§ =d(A) < oo, niin A C B(x,0 + 1) mille tahansa z € A. O

Lause 1.11. Olkoon (X, d) metrinen avaruus.
a) Jos (z,) on avaruuden X suppeneva jono, niin joukko {z, : n € N} on
rajoitettu. Lisdksi jonon (z,,)52 ; raja-arvo on yksikéasitteinen.

b) Jos z, — xjay, — yavaruudessa X kun n — oo, niin d(z,,yn) — d(z,y)
avaruudessa R.
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Todistus. a)  Oletetaan, ettd x,, — z. Olkoon € > 0. T4lloin on olemassa n. € N
siten, ettd d(z,, ) < € aina, kun n > ne. Siis z,, € B(z, ) aina, kun n > n,,
joten {z,, : n € N} on rajoitettu.

Oletetaan, ettd x,, — « ja z,, — y joillekin x,y € X. Olkoon ¢ > 0 ja valitaan
ne € Nsiten, ettd d(x,,,z) < £/2ja d(xy,y) < €/2 aina kun n > n.. Talloin

d(z,y) < d(z,zp) + d(zyn,y) <&, kunn > n..

Téssd € > 0 on mielivaltainen, joten taytyy olla z = y.

b)  Olkoone > 0. Télloin 10ytyy n. € Nsiten, ettd d(z,, z) < ¢/2jad(yn,y) < &/2
jokaiselle n > n.. Jos n > n., niin d(zp, yn) < d(xn, ) + d(z,y) + d(y, yn)-
Tésta saadaan d(zy,, yn) — d(z,y) < d(zn,x) + d(yn,y) < € kaikille n > n..
Vastaavasti d(z,y) —d(zy, r) < ¢ kaikille n > n., joten |d(zy,, yn)—d(z, y)| < €
jokaiselle n > n.. O

Maiiritelmid 1.12. Metrisen avaruuden (X, d) jono (x,)%2; on Cauchy-jono jos jo-
kaiselle ¢ > 0 on olemassa n. € N siten, ettd d(z,,z,,) < ¢ kaikille n,m > ne.
Toisin sanoen, jono (z,,)>2; on Cauchyn jono, jos d(zy, zn,) — 0, kunn,m — oo.

Lause 1.13. Jokainen metrisen avaruuden suppeneva jono on Cauchy-jono.

Todistus. Tama seuraa suoraan kolmioepayhtalosta. O

Maiiritelmid 1.14. Metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen jos jokainen avaruuden
X Cauchy-jono suppenee johonkin avaruuden X pisteeseen.

Esimerkki. 1. (R",d.) on tdydellinen (n > 2 seuraa avaruuden R taydellisyy-
destd).
2. R\ {0} ei ole taydellinen euklidisella metriikalla d.(z,y) = |z — y|.
3. Olkoon C[—1,1] = {f : [-1,1] = R: f onjatkuva } ja asetetaan

1
af0) = [ 150~ g(0).
—1
T&lloin d; on metriikka avaruudessa C[—1, 1] . Jokaiselle n € N maaritellaan

0, kunte [-1,-1]U[L,1]
fat)=4nt+1 kunte[-1 0]
—nt+1 kunte€ [0, 2]
Nyt
! 2
di(fn,0) Z/ | fn(t)|dt = - 0, kun n — oo,
-1

joten f,, — 0 metrisessd avaruudessa (C[—1, 1], dy).
Toisaalta, jos avaruudessa C[—1, 1] mééaritellddan metriikka kaavalla

doo(f,9) = sup [f(t) —g(t)],
te[—1,1]
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niin
doo(fn,0) = sup |fn(¢)| =1 jokaiselle n € N.
te[—1,1]

Jono ()52, eisiis suppene kohti nollafunktiota avaruudessa (C[—1, 1], doo)-

Osoitetaan, ettd avaruus (C[—1,1],d;) ei ole taydellinen. Olkoon f,(t) = t*/(2»+1)
kunn € Njat € [-1,1]. Huomaa, ettd koska 2n + 1 on pariton jokaiselle n € N,
niin funktio f, on hyvin méaaritelty myos kun ¢ < 0. Koska

1
Ay (fur fin) = / Fult) — fon(t)dt

—2/|fn ()[dt

2n +1 2nt2 2m + 1 2m42
|/ t2n+1

tam+ 1|

! 2n+ 2 2m+2
B |[4n — 4m)|
- (2n+2)(2m +2)

Im —n

mn

1 1
S - +_7

m n

saadaan, ettd di(fy, fm) — 0, kun n,m — co. Néin ollen (f,,)52; on Cauchyn jono
avaruudessa (C[—1, 1], d;). Toisaalta, jono (f,,)32; ei suppene tdssd avaruudessa.
Tehdddn vastaoletus: On olemassa f € C[—1, 1] jolle di(fn, f) — 0, kun n — oc.
Talloin

2n+1
2n+2

1 1 1
J1ro-vide< [0 sl [ 101t < i (h )+ 055 0
kun n — oo, joten funktion f jatkuvuuden nojalla f(¢) = 1 jokaiselle ¢ € [0, 1]. Vas-
taavasti ndhdaan, ettd f(¢t) = —1 jokaiselle ¢t € [—1, 0], mutta tastd seuraa ristiriita

—1=f(0)=1.
Lause 1.15. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon A C X epityhjd. Talloin

a) 1z € Ajosja vain jos on olemassa jono (r,)5°; siten, ettd z,, € A jokaiselle
n € Njalim, . z, = .

b) A on suljettu jos ja vain jos z € A jokaiselle avaruuden X jonolle (z,,)2%,,
jolle z,, € A kaikilla n € Njalim,, .o z, = .

Todistus. (a) Oletetaan, ettd z € A. Jos € A, niin jono ()3, missd x, = x
jokaiselle n € N, on etsitty jono. Oletetaan, ettd x ¢ A. Tdlloin = on joukon
A kasaantumispiste, joten jokaiselle n € N on olemassa =, € AN B(z,1/n).
Selvisti x,, € Ajokaiselle n € Nja z,, — x, kunn — oc.
Oletetaan sitten, ettd on olemassa jono (z,,)22 ; siten, ettd z,, € A jokaiselle
n € Njax, — z,kunn — co.Jos x € A, niin z € A. Voidaan siis olettaa, ettd
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x ¢ A. Olkoon £ > 0 ja olkoon n. € N siten, ettd x,, € B(z,¢) kunn > n..
Tallsin 2 on joukon A kasaantumispiste, eli z € A.

(b) Oletetaan, ettd A on suljettu. Olkoon (z,,)32 ; jono joukossa A joka suppenee
kohti pistettd © € X. Oletetaan, ettd © ¢ A, jolloin z € X \ A. Koska X \ A
on avoin, on olemassa € > 0 siten, ettd B(x,e) C X \ A. Olkoon n. € N siten,
ettd d(zy,, z) < ¢ kaikille n > n.. Téllgin z,, € B(z,e) C X\ Akunn > n,, eli
Zn ¢ Akun n > n.. Tdmd on ristiriita, joten taytyy olla z € A.

Oletetaan, ettd « € A jokaiselle avaruuden X jonolle (x,,)5; jolle x,, € A jo-
kaiselle n € Nja x,, — z, kunn — oco. Olkoon zo € X \ A. Pitdisi 10ytdd e > 0
siten, ettd B(zg,c) C X \ A. Oletetaan, etti tillaista ¢ > 0 ei ole olemassa.
Talloin jokaiselle n € N on olemassa x,, € B(xo,1/n) N A. Nyt z,, € A jokai-
selle n € Nja z,, — xo, kun n — oo, joten oletuksen nojalla zy € A. Tamé on
ristiriita, joten taytyy loytya ¢ > 0 siten, ettd B(xo,e) € X \ A. Talloin X \ A
on avoin, eli A on suljettu. O

Maiiritelmd 1.16. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, A C X ja (U;)e1 perhe avaruu-
den X osajoukkoja. Jos A C U1 U;, niin perhe {U; };c1 on joukon A peite. Jos tassa
K C Ijamyds A C UjerU;, sanotaan, ettd {U; }icx on peitteen {U, };cr alipei-
te. Osajoukon A peitettd sanotaan avoimeksi peitteeksi, jos U; on avoin jokaiselle
1€l

Maiiritelmid 1.17. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X. Joukko A on kom-
pakti jos jokaisella joukon A avoimella peitteelld on &ddrellinen alipeite.

Lause 1.18. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X. Seuraavat ehdot ovat yh-

tapitavia:

a)  Joukko A on kompakti.

b)  Jokaisella joukon A darettomalla osajoukolla on kasaantumispiste, joka kuu-
luu joukkoon A.

c)  Jokaisellajoukon A pisteiden jonolla on osajono, joka suppenee kohti jotakin
joukon A pistetta.

Todistus. a) = b) Oletetaan, ettd A on kompakti. Olkoon D joukon A &éreton os-
ajoukko. Jos mikddn = € A ei ole joukon D kasaantumispiste, niin jokaiselle x € A
on olemassa &, > 0 siten, ettd B(z,e,) N D C {z}. Koska A on kompakti, voidaan
valita darellinen joukko {x1,...,z,} C Asiten, ettd A C U2 | B(x;, &4, ). Téalloin

DCDN (U?le(xi,exi)) =, (D N B(xi,exl)) C {x1,... 20}
Tama on mahdotonta, koska D on ddreton. Taytyy siis olla, ettd b) patee.

b) = ¢) Oletetaan, ettd joukon A jokaisella darettomalld joukolla on kasaantumis-
piste. Olkoon (z,,) jono joukon A pisteitd. Jos joukko {z, : n € N} on &irelli-
nen, niin jokin sen pisteistd saadaan darettoman monella luvun n arvolla, joten
saadaan joukon A pistettd kohti suppeneva osajono. Muussa tapauksessa joukolla
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{zy, : n € N} on oletuksen nojalla kasautumispiste = € A. Lauseen 1.15 todistuksen
nojalla saadaan, etté jokaiselle k£ € N joukko B(z,1/k) sisaltaa darettdoman monta
jonon pistettd (Harjoitustehtdvi). Nyt voidaan valita induktiivisesti luvut nj € N,
k € N, siten, etti ny < no < ng < ...jaz,, € B(x,1/k)jokaiselle k € N. Jonolle
(T, )32, patee z,, — z, kun k — oo.

¢) = a) Oletetaan, ettd jokaisella joukon A pisteistd koostuvalla jonolla on osajono,
joka suppenee kohti jotain joukon A pistetta. Olkoon {U; };cr joukon A mielivaltai-
nen avoin peite. Pitdd siis osoittaa, ettd perheelld {U;},c1 on ddrellinen alipeite.

Viite 1: On olemassa r > 0 siten, ettd jokaista y € A vastaa i € I jolle B(y,r) C U,.

Tehdaan vastaoletus. Talloin voidaan jokaiselle n € N valita y,, € A siten, ettd
joukko B(yn,1/n) ei sisilly mihinkaan joukoista U;, ¢ € I. Oletuksen (c) nojalla
jonolla (y,,)22; on osajono (z,)22; joka suppenee kohti joukon A pistettd. Siis,
Zn — 2z € Akunn — oco. Nyt z € U, jollekin iy € I ja koska U;, on avoin, 1oytyy
e > 0,jolle B(z,¢e) C U,,. Valitaan ng € Nsiten, ettd d(z,, z) < /2 aina, kunn > ny.
Valitaan sitten N > ng siten, ettd 1/N < /2. Talloin B(zy,1/N) C B(z,e) C Uy,
silld jos y € B(zn,1/N), niin

d(y,z) < d(y,zn) +d(zn,2) <1/N+e/2<e/24+¢e/2=c¢.
Téamaé on kuitenkin ristiriita, koska zy on alussa muodostetun jonon (y,, )22 ; piste.

Viite 2: Jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa dérellinen joukko {z1,...,z,} C A siten,
etta

i=1

Tehdéan jélleen vastaoletus: On olemassa € > 0 siten, ettd mikéddn darellinen koko-
elma e-palloja, joiden keskipisteet ovat joukossa A4, ei peitd joukkoa A. Konstruoi-
daan induktiolla jono seuraavasti: Olkoon y; € A mielivaltainen. Tamén jalkeen
valitaan

y2 € A\ B(y1,¢€), y3 € A\ [B(y1,¢) U B(ya,€)], etc.

Néin muodostetulle jonolle pétee d(yy, ym) > € kaikille n,m € N, n # m. Tama on
ristiriita oletuksen (c) kanssa, joten vastaoletus on vaara.

Osoitetaan nyt, ettd alussa valitulla joukon A peitteelld {U;};c; on ddrellinen ali-
peite. Olkoon r > 0 kuten viitteessa 1. Viitteen 2 mukaan on olemassa déarellinen
joukko {z1,...,x,} C Asiten, ettd A C U?_, B(xy, 7). Viditteen 1 mukaan jokaiselle
ke€{l,...,n}onolemassa i; € I,jolle B(xy,r) C U;,. Talloin

Ui,

s

AC U B(zg,r) C
k=1

k=1

ja haluttu alipeite on 16ydetty. O
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Maaritelmd 1.19. (a) Metrisen avaruuden X osajoukko A on relatiivikompak-
ti, jos sen sulkeuma A on kompakti, eli jos A sisiltyy johonkin kompaktiin
joukkoon.

(b) Metrisen avaruuden X osajoukko A on prekompakti, jos jokaisella € > 0 on
olemassa joukon A peite ddrellisen monella e-sateiselld pallolla B(x, ), missa
x € A

Lause 1.20. Kompakti metrinen avaruus X on separoituva.

Todistus. Lauseen 1.18 viitteen 2 mukaan jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa déarelli-
nen joukko {z1,...,z,} C X siten, ettd

XQ B(CC,L‘,FJ).

-

i=1

Erityisesti jokaiselle ¢ = 1/k, missd k € N, on olemassa avaruuden X &éarellinen
oukk (k) (k) . N
joukko {z1", ...z, } siten, ettd

n(k) . 1

- S, ).

X - iL:Jl B(’rl ) k)
Joukko A = {x§k> :k €N, 1<1i<n(k)} on numeroituva. Osoitetaan, ettd joukko
A on tihed avaruudessa X. Olkoon U C X avoin. Valitaan z € U ja r > 0 siten, ettd
B(z,r) C U.Olkoon k € N sellainen, ettd 1/k < r. Téalloin = € B(mgk), 1/k) jollain
1 < i < n(k), joten wgk) € B(z,1/k) C B(z,r) C U.Siis A on avaruuden X tihed
osajoukko. O

Lause 1.21. Olkoot (X, d) taydellinen metrinen avaruus ja A C X sen osajoukko.
Télloin seuraavat ehdot ovat yhtéapitavia:

(a) A on relatiivikompakti.

(b) A on prekompakti.

(c) Jokaisellajoukon A pisteiden jonolla on osajono, joka suppenee avaruudessa
X.

Todistus. (a) < (b) Lauseen 1.18 nojalla.
(c) = (b) seuraa Lauseen 1.18 todistuksesta.

(b) = (a) Olkoon {U,};c 7 joukon A mielivaltainen avoin peite. Oletetaan, ett4 talla
peitteelld ei ole ddrellistd alipeitetta. Koska A on prekompakti, on olemassa sellai-
nen aérellinen joukko {mgl), ce m%ll)} C A ettd

ni
Ac | B,
k=1
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Jollekin k, 1 < k < n4, perheelld {U; },c s eiolejoukon A; := AﬂB(wfcl), 1) aarellista
alipeitettd (muuten myos joukolle A = UL, (AN B(:vfcl), 1)) saataisiin &dérellinen

alipeite.) Koska A; on prekompakti (harjoitustehtdva), niin on olemassa sellainen

aéarellinen joukko {x?), e ,xﬁi)} C Ay, etta
g L
2
A C kL_JlB(xk '5):

Taas on olemassa k € N siten, ettd 1 < k < ng ja perheelld {U,;};c s ei ole joukon
Ay = Ay N B(z\?,1/2) adrellista alipeitetta. Nain jatkamalla saadaaan induktiolla
jono joukkoja A1 O Az O As D ..., joista mitddn ei voida peittaa dérellisen monella
joukoista U;, i € J,jajoille

2
d(z,y) < - aina, kun z,y € A,,. (%)

Valitaan jokin piste z,, € A,, jokaiselle n € N. Koska z,,, € A,, kaikilla m > n, jono
(25,)22, on epdyhtdlon (x) nojalla Cauchyn jono. Téten raja-arvo z = lim, . @y,
on olemassa ja x € A. Koska A C U;c 7U;, niin z € U, jollekin iy € J. Koska Uy,
on avoin, on olemassa § > 0 siten, ettd B(z,d) C Uj,. Valitaan ny € N siten, etta
d(xn,x) < §/2aina, kun n > ng. Valitaan sitten p > ng siten, ettd 2/p < §/2. Talloin
A, C B(z,0) C Uy, silldjos y € Ay, niin

Siis joukko A, voitiin peittdd jopa yhdelld joukolla U;,, mikéa on ristiriita konstruk-
tion kanssa. Taten ehdon (a) taytyy olla voimassa. O

Lemma 1.22. Jokainen metrisen avaruuden (X, d) kompakti osajoukko on suljettu
ja rajoitettu.

Todistus. Oletetaan, ettdi A C X on kompakti. Jos # € A, niin on olemassa jono
(@n)52, siten, ettd x, € Ajokaiselle n € Nja z, — x, kunn — oo. Télloin x € A
Lauseen 1.18 nojalla, joten A = A ja A on suljettu. Jos A ei ole rajoitettu, niin on
olemassa jono (z,,)22; joukon A pisteitd siten, ettd d(x,,y) > n kaikille n € N ja
y € X. Téllaisella jonolla ei voi olla suppenevaa osajonoa. Tama on ristiriita, joten
joukon A taytyy olla rajoitettu. O

Huomautus. Kaanteinen tulos ei pade.

Esimerkki. Joukko A = {¢g € Q : 0 < ¢ < 2} on suljettu avaruudessa (Q, |-|), silld
A =10,2] N Q. Selvésti A on rajoitettu. Joukko A ei kuitenkaan ole kompakti, silld
jos esimerkiksi (¢,)S; on jono joukon A pisteit siten, ettd ¢, — /2 kunn — oo,
niin mik&an jonon (g, )52 ; osajono ei suppene joukossa A. (Tama seuraa siitd, ettd
jokainen jonon (g,)%%; osajono suppenee kohti pistettd /2 avaruudessa (R, |-|),
joten raja-arvon yksikéasitteisyyden nojalla joukossa A ei voi olla minkdén jonon
(gn)32, osajonon raja-arvoa.)
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Lause 1.23 (Heine-Borel). Avaruuden (R", d.) osajoukko A on kompakti jos ja vain
jos A on suljettu ja rajoitettu.

Todistus. Analyysi II. O

Maiiritelma 1.24. Olkoot (X, d) ja (Y, d’) metrisid avaruuksia. Kuvaus f : X —» Y
on jatkuva pisteessd x € X, jos jokaista ¢ > 0 vastaa sellainen § = d(e, z), ettd
d'(f(z), f(y)) < € aina, kun d(z,y) < ¢. Funktio f on jatkuva avaruudessa X jos f
on jatkuva jokaisessa pisteessd z € X.

Lause 1.25. Olkoot (X,d) ja (Y, d’) metrisid avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on
jatkuva pisteessd zo € X jos ja vain jos f(z,) — f(xo) avaruudessa Y aina, kun
T, — xo avaruudessa X.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on jatkuva pisteessd zo € X. Olkoon ¢ > 0. Tal-
16in on olemassa § > 0 siten, ettd d'(f(x), f(z0)) < ¢ aina, kun d(z,z¢) < ¢. Jos
lim,, oo T, = o, niin on olemassa n. € N siten, ettd d(x,,x0) < § aina, kun
n > n.. Talloin d'(f (z,), f(z0)) < € aina, kun n > n,, joten lim,, . f(x,) = f(z0).

Oletetaan sitten, ettd lim,, .o f(z,) = f(z0) aina, kun (z,,)32; on avaruuden X jo-
nojolle lim,,_.o =, = zo. Tehddédn vastaoletus: f ei ole jatkuva pisteessa z¢. Talloin
on olemassa ¢ > 0jota kohti ei ole olemassa § > Ojolle d'(f(z), f(xo)) < € aina, kun
d(z, o) < 4. Erityisesti, jos n € Nja § = 1/n, niin on olemassa x,, € B(zo, 1/n) jol-
le d'(f(xy), f(x0)) > . Néin saadulle jonolle (z,,) patee d(z,,zo) < 1/n jokaiselle
n € N, joten lim,, .o &, = xo. Koska d'(f(x,,), f(x0)) > €jokaiselle n € N, niin jono
(f(xn))52, ei voi supeta kohti pistettd f(xo). Tama on ristiriita, joten vastaoletus
on vaara. O



Luku 2

Normiavaruudet ja Banachin avaruudet

Olkoon X vektoriavaruus (eli lineaariavaruus) skalaarikuntana K = R tai C.

Mairitelmid 2.1. Kuvaus p : X — R, on normi avaruudessa X, jos

(N1) p(x 4+ y) < p(z) + p(y) kaikilla z, y € X ("kolmioepayhtdld”)

(N2) p(az) = |a|p(z) kaikilla z € X, o € K ("homogeenisuus”)

(N3) p(x) = 0josja vainjos z = 0 (avaruuden X nolla-alkio)

Merkitdan p(x) = ||x||. Paria (X, ||-||) sanotaan normiavaruudeksi.

Huomautus. 1. Normin || médrittely edellyttaa, ettda maarittelyjoukko X on
vektoriavaruus: . + y € X kunz,y € Xjaaz € X kunz € X, a € K.

2. Kuvaus p : X — Ry on semi-normi avaruudessa X, jos p toteuttaa ehdot

(N1) ja (N2). Talloin p(0) = p(0-0) = |0[p(0) = 0ja {z € X : p(x) = 0} on
avaruuden X vektorialiavaruus.

3. Kuvaus d : X x X — Ry, d(z,y) = || — y||, on metriikka avaruudessa X.
Erityisesti ||z|| = d(z,0).

Todistus. Kaikilla z,y,z € X,
dz,2) = |lz =zl = lz —y +y -zl < llo =yl + [ly — 2[l = d(z, y) + d(y, 2),
joten (M1) on voimassa. (N2) implikoi ehdon (M2). Edelleen,

d@,y) =lz—yl=0ez-y=0czx=y,

joten myos (M3) on voimassa. O
Lause 2.2. Jos normiavaruuden X Cauchy-jonolla (z,,)52; on osajono (z,;)52, jo-
ka suppenee kohti vektoria y € X, niin my0s alkuperdinen jono (z,, )52, suppenee
kohti vektoria y.

Todistus. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Valitaan n. € N siten, ettd ||z — ;|| < /2
kaikilla k,j > n.. Koska x,; — y, on olemassa indeksi j. € N siten, ettd kaikilla
J > je patee n; > n.ja ||z, —y| < e/2. Talloin

2 =yl < llen = @n; [l + llzn; —yll <e

11
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kaikilla n > n.. Siis z,, — y. O

Maiiritelmd 2.3. Vektoriavaruuden X normit ||-|| ja ||-||” ovat ekvivalentit, jos on
olemassa vakiot ¢1, co > 0 siten, ettda

allzl <zl < coll=|
kaikille z € X.

Ekvivalentit normit maaraavat samat avoimet ja suljetut joukot, suppenemisen jne.
(Harjoitustehtava.)

Esimerkki. Olkoon X joko R" tai C"ja x = (x1,...,%,). Nyt

2l = O _lexP)/?,1 < p < o0
k=1

o} = max ||

ovat normeja avaruudessa X. Nama normit ovat ekvivalentteja. Todistamme koh-
ta, ettd aarellisulotteisen normiavaruuden kaikki normit ovat ekvivalentteja.

Maiiritelmid 2.4. Normiavaruus (X, ||-||) on Banach-avaruus jos se on taydellinen,
ts. jokainen avaruuden (X, ||-||) Cauchy-jono suppenee.

Esimerkki. 1. Olkoon A # () joukko ja
B(A) =B(A,K) ={f: A— K: f on rajoitettu kuvaus }.

Asetetaan
[ flloo = sup|f(t)|, kun f € B(A).
teA

Tassa (f + g)(t) = f(t) + g(t) ja (af)(t) = af(t) kun f,g € B(A,K) ja
a € K. On helppo todeta, ettd niilld operaatioilla varustettuna B(A4,K) on
vektoriavaruus. Osoitetaan, ettd ||-||o on normi avaruudessa B(A4,K): Ol-
koot f,g € B(A,K) jat € A. Talloin

(F+ 9O = 1) +g®] < [fO] + 9@ < [ Flloc + llglloos

joten
1f + glloo = supl(f + 9) )] < [l Flloo + llgllec,

eli (N1) on voimassa. Olkoon « € K. Tallgin

[(af)(®)] = lal[£ ()], joten [[aflloc = sup|(af)(t)] = || sup|f(#)] = [e][|.f]loo-
teA teA

eli (N2) on voimassa. Koska

| flloc = sup|f(t)] =0« f(t) =0kaikillat € A < f = 0 (nollafunktio),
teA

niin myos (N3) toteutuu.
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2. My®os avaruuksissa R” ja C" voidaan maééritelld normi edellisen kohdan eri-

koistapauksena: Télloin A = {1,...,n} ja saadaan normi
@]l = sup{|z1],...,[xnl} = sup |zil,
1<i<n

missd x € K"® = {(z1,...,z,) : x; € Kkaikille 1 <i <n}.
3. Kun A = N, merkitdaan

0 := BN,K) ={z = (z,,)521 : N> K: z(i) = x;, ||7]0o = sup|z;| < oo}.
ieN

Annetuista normiavaruuksista saadaan muodostettua uusia avaruuksia monella
tavalla. Esimerkiksi seuraavalla periaatteella.

Lause 2.5. Jokaisen normiavaruuden (X, ||-||) vektorialiavaruus £ on normiava-
ruus (avaruuden X indusoimalla normilla varustettuna).

Esimerkki. Olkoon X = ¢°°. Seuraavat jonoavaruudet ovat sen vektorialiava-
ruuksia:

c=A{zx=(zn)52 : zn € Kkaikillan € N, lim z, on olemassa}

n—oc

co ={z = (2,)2 : &y, € Kkaikilla k € N, lim z, = 0}.

Molemmissa normina toimii siis ||z|| = sup,,en|Zn|.

Lause 2.6. Jos A on epéatyhja joukko, niin (B(A, K), ||-||ec) on Banachin avaruus.

Todistus. Todistus perustuu skalaarikunnan K taydellisyyteen. Olkoon siis ( f3)2 ,
Cauchyn jono avaruudessa B(A4, K). Olkoon € > 0ja t € A mielivaltainen. Nyt on
olemassa m. € N siten, ettd || fx — fjlloo < € kaikille k, j > m.. Siis, jos k,j > m,,
niin

[fe(®) = [ < Ik = filloo < (*)

Taten skalaarijono (f%(t))72, on Cauchyn jono avaruudessa K jokaiselle ¢ € A.
Koska K on tdydellinen, jono (f%(t))3, suppenee jokaiselle ¢ € A. Mdaritellaan
funktio f joukolta A avaruudelle K seuraavasti: f(¢) = lim;_.o fx(¢) kaikille t € A.

Nyt riittda osoittaa, ettd f € B(A,K)ja |[|fx — fllec — 0 kun £ — oo. Kédytetddn
epayhtiloa (x), joka patee tasaisesti jokaiselle ¢ € A. Pidetddn siind k > m. seka
t € A kiintednd ja annetaan j — oo. Talloin

Jin [i(t) = f5(0O] = [F(t) = F()],
joten epayhtalostd (x) seuraa, ettd

lfe(®) — ft)] <e, kunt € Ajak > me.
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Tasta saadaan

FOI < 1F@) = fe@)] + | fe(®)] < € + ([ frlloo kaikilla t € A,

eli f € B(A,K). Edelleen,
[ = flloo = sup|fi(t) — f(#)] < € kaikilla k > m.,
teA

eli fr — favaruudessa B(A4,K). O

Erikoistapauksissa A = {1,...,n}ja A = N saadaan

Seuraus 2.7. (a) Avaruus (K", |-|lec), [#[lcc = Supj<;<y|2i|, on Banachin ava-
ruus.
(b) Avaruus (£*°, ||-||oc) on Banachin avaruus.

Mairitelmi 2.8. Olkoon 1 < p < oo. Talloin

= = (za)i2 : 2]y = O _leal?)'/P < oo},

n=1

Téssd siis z, € K kaikillan € N.Jos = (2,)021,y = (yn )52y € P ja a € K, niin
maaritellaan x + y = (x, + yn )52y ja ax = (axy,)5e,. Avaruus

= {z= ()2 <z = Jail < oo}
i=1

on itseisesti tai absoluuttisesti suppenevien sarjojen avaruus. On helppo todeta,
ettd ||-]|; on normi. Vaikeammin késiteltivia ovat muut (P-avaruudet, 1 < p < oo.

Lemma 2.9 (Holderin epayhtélo). Olkoot 1 < p, ¢ < oo siten, ettd % + % =1,elip
ja g ovat (toistensa) duaalieksponentteja. Jos x = ()22, € P jay = (yn)o2, € 9,

niin
o0 o0 o0
> eyl < O lal?)POlykl ).
k=1 k=1 k=1

Todistus. Olkoot A :=plnaja B := ¢glnb, misséd a, b > 0. Koska eksponenttifunktio
on konveksi (eli e?*+(1=0y < te* 4 (1 —t)e¥ kunt € [0,1]), saadaan

joten

Josnytz € (P jay € (9 siten, ettd ||z|, = ||yllq = 1, niin

00 1 10
D lwnllyel < =Y lalP + = lywl? = =1
k=1 pk‘,:l qk‘,:l

+

SRR
SEE
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Voimme olettaa, ettd 0 # z € P ja 0 # y € (9. Olkoot =’ = z/||z|,ja v’ = y/||yllq
jolloin ||z, = [[y'll = 1. Nyt

N
Z%mumm .
eli -
S Jeruel < Nzl 191l
k=1

O
Kun osoitamme, ettd avaruudet /P, 1 < p < oo ovat normiavaruuksia, tarvitsemme

seuraavan arvion, jota sanotaan Minkowskin epdyhtéloksi kun 1 < p < oo.

Lause 2.10. Olkoon 1 < p < co. Talloin

Dl 4wl P < Jaal)YP QO lwal) P

i=1 i=1 i=1
kaikille z = ()52, y = (y:);2, € ¢*.
Todistus. Tapaus p = 1 on helppo. Olkoot p > 1ja ¢ = 52, jolloin 1/p+1/q = 1.
Jos a,b > 0, niin

(a +b)? < (2max{a, b})? = 2P(max{a, b})? < 2P(a? + bP).
Tamén avulla saadaan
i+ yal” < (lza + [wa)” < 27| P + |wil)
kaikilla i € N, joten 2 |x; + y;|P < oo. Toisaalta,
i+ il? = i + valles + wilP 7 <l + yelP F Jyallzs + pel P

Edelleen, (|z; + v;[P~1)? = |@; + yil?, joten >, (Jo; + y:|P~1)? < oo. Néin ollen
((z; +y:)P~ 122, € (4. Holderin epdyhtilon nojalla

[ee] [ee] oc
Z|$z +yil? < Z EARETE T L +Z il |zi 4yl P
i—1 i_ N O

[S44 €l [S44 €l

< llp(Y i+ il 1PNV |y (D s + yal 2P D)

i=1 i=1
= allp (Y _lei +wl) Y+ lyllp(D_lwi + yal?) 4
i=1 i=1

= (lllp + Iyl + |2/

Koska p/q = p — 1, saadaan ||z + y[, < [lz[, + [yl - L
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Lause 2.11. Avaruus (¢?,-||,) on normiavaruus, kun 1 < p < co.

Todistus. Olkoon x = (z;)521,y = (y:)52; € . Talloin z + y = (x; + ;)24 ja
Lauseen 2.10 mukaan

lz +yllp = Q_lei +5al”)? < Qi)Y+ Qlwal) 7 = llzllp + 1yl
i=1 i=1 i=1

Erityisesti z + y € (P ja (N1) pétee. Jos a € K, niin

o0 o0
laz|lp = (3 lawil?) !/ = o O |2:l?) /P = [af |2,
=1 =1

eli (N2) on myos voimassa. Edelleen,

0=|lzllp = _|z:")"/? © z; = 0 kaikillai € N < z = (0,0,0,...),

i=1

eli (N3) on voimassa. O

Huomautus

1.0 CPCliCegCl>®kunl <p<gq<oo.
2. Vektorit e,, = (0,0,...,0,1,0,0,...) € ¢?,1 < p < oo, ovat lineaarisesti

riippumattomia, joten dim ¢” = oo kaikille 1 < p < co.
Esimerkki. Avaruus (¢!, ||-/«) ei ole taydellinen, kun

|2]|oo = sup|z;| kaikille x = (z;)52, € £*.
ieN

Ratkaisu: Olkoon z(™ = (1,4,1,...,1/0,0,...) kun n € N. Selvasti (") € ¢!
kaikilla n € N. Toisaalta, kaikilla n,p € N patee
1 1
[z — P =  sup == — 0 kaikilla p € N, kunn — oo.
nti<i<ngp i N +1

Nain ollen (z(™)_; on Cauchyn jono avaruudessa (¢!, |||« ). Osoitetaan seuraa-
vaksi, etti ei ole olemassa sellaista y = (y;)%2, € (!, ettd

2 = y]loo — 0kunn — oco.

Tehdaan vastaoletus: On olemassa sellainen y = (y;)%°, € (', ettd (™) — y sup-
normissa. Jonon (™))%, koordinaatit ovat muotoa

T )
0 ,7>n.

Kaikilla indekseilld ¢ € N patee

|~’17£n) — il < 2" = ylloo — 0, kunn — oo.
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Siksi L1
yi= lim z{™ = lim ~ ==, kuni € N,
n—o0 n—oo 1 1

Toisaalta )77, 1 = oo, eliy = (y;)%2, ¢ ¢!, mikd on ristiriita. Nain ollen (¢*, ||-|o)
ei ole taydellinen.

Lause 2.12. Olkoon X Banachin avaruusja M C X suljettu aliavaruus. Talloin M
on taydellinen, eli Banachin avaruus, avaruuden X indusoimassa normissa.

Todistus. Olkoon (x,)52 ; Cauchyn jono avaruudessa M. Talloin jono ()52 ; on
Cauchyn jono myos avaruudessa X. Koska X on tdydellinen, on olemassa z € X
siten, ettd z,, — = kun n — oo. Koska M on suljettu ja z,, € M kaikillan € N,
saadaan z € M (Lause 1.15), joten M on taydellinen O

Lause 2.13. Normiavaruuden X tiaydellinen aliavaruus M on suljettu avaruudessa
X.

Todistus. Olkoon z € M mielivaltainen. Lauseen 1.15 nojalla 16ytyy jono (z,,)3,

avaruudessa M siten, ettd z,, — z kun n — oo. Tallgin (z,,)32, on Cauchyn jono
avaruudessa X Lauseen 1.13 nojalla ja siten myos avaruudessa M. Avaruuden M
taydellisyyden nojalla on olemassa y € M siten, ettd z,, — y kun n — oo. Raja-
arvon yksikésitteisyyden nojalla (Lause 1.11) y = z,joten M = M ja M on suljettu.

O

Seuraus 2.14. Olkoon M Banachin avaruuden X vektorialiavaruus. Talloin M on
Banachin avaruus jos ja vain jos M on suljettu avaruudessa X.

Esimerkki. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja
C(X)=CX,K)={f: X - K: fonjatkuva }.

Jos f,g € C(X)ja A € K, niin pisteittdin mééaritelty summafunktio f + g € C(X)
ja pisteittdain méaaritelty skalaarilla kerrottu funktio A\f € C(X), eli C(X) on vekto-
riavaruus. Merkitaan

BC(X) = BC(X,K) = B(X,K) N C(X,K),

eli BC(X) on jatkuvien ja rajoitettujen kuvausten X — K avaruus. Siis BC(X) on
avaruden B(X) aliavaruus.

Kysymys: Onko BC(X) C B(X) suljettu normin ||-||o, suhteen?
Lemma 2.15. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja ¢ € X. Télloin vektorialiavaruus
BCy(X) ={f € B(X) : f onjatkuva pisteessda t} C B(X)

on suljettu normin ||-||oc suhteen.
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Todistus. Olkoon g € BCy(X) ja e > 0. Talloin on olemassa h € BCy(X) siten,
etd ||lg — hllo < /3. Koska h on jatkuva pisteessd ¢, on olemassa ¢ > 0, jolle
|h(t) — h(u)| < /3 aina kun d(¢,u) < 6. Nyt saadaan

lg(t) — g(w)| < |g(t) = h(t)] + |h(t) = h(u)| + |h(u) — g(u)| <&
<llg—hlle <e/3 <llg—hlle

aina kun d(t,u) < 4. Siis g on jatkuva pisteessd t, joten g € BCy(X). Nain ollen
BC(X) on suljettu. O

Seuraus 2.16. Avaruus (BC(X),||'|ls) on Banachin avaruus.

Todistus. Nyt
BC(X) = (] BCi(X)
tex
on suljettu avaruudessa B(X). Viite seuraa Lauseesta 2.12, koska (B(X), |-||«) On
Banachin avaruus. O

Seuraus 2.17. Jos X on kompakti metrinen avaruus, niin (C'(X), ||-/|ec) on Banac-

hin avaruus. Erityisesti (C[0, 1], ||-||oo) on Banachin avaruus.
Todistus. Harjoitustehtdvan mukaan C(X) = BC(X). O
Esimerkki. 1. Avaruudet ¢ ja ¢o ovat Banachin avaruuksia sup-normin suh-
teen.
Todistus. Harjoitustehtava. O
2. Olkoon

b
LP[a,b] ={f : [a,b] — K : f on mitallinen ja / |f(®)|Pdt < o0}
Avaruus (L?, ||-||p) on Banachin avaruus, kun

b
11y = ( / )Pty V.

Todistus. Analyysi IIL O

Vektoriarvoisista sarjoista

Maiiritelmd 2.18. Olkoon (X, ||-||) normiavaruus ja z; € X jokaiselle k € N. Sarja
> he, @k, suppenee avaruudessa X, jos osasummien jono s, := y_,_, ) suppenee
kohti vektoria x € X, eli

llsn, — s|]| = 0 kun n — co.
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T&llin sarjan summa on s ja titd merkitddn s = > ;- z,,. Edelleen, sanomme,
ettd avaruuden X sarja Y ,- , @) on absoluuttisesti suppeneva jos sarja > o, ||zx||
suppenee.

Esimerkki. Olkoon
en =(0,0,...,0, 1 ,0,0,...) € *kunn € N.
~

Suppeneeko sarja Y 7 | < avaruudessa (2? Entd suppeneeko sarja } 7 | <= abso-

n=1 n
luuttisesti avaruudessa ¢2?

Ratkaisu. Olkoon = = (1)22,. Nyt € (2, koska 37> | ;< oo, joten sen summa
> | & = . Nimittdin

n=1 n
m
11 1
Z—”z s =y, —,0,0,...)
—n '273 m
ja
1 1 >
|z = smll2 = ||(0,...,0, ——, ——, .. )]|2 = ( Z )2 50, kun m — oo.
~—— m+1 m+2 I

m kpl

Sarja )~ | = ei ole absoluuttisesti suppeneva avaruudessa (*:

1 > 1
z{:” 2 _'ZE: —|lenl2 :::E: 0 = 00.

n= 1 n=1

Taydellisyyden ja absoluuttisesti suppenevien sarjojen vélilld on tarkea yhteys.

Lause 2.19. Normiavaruus X on Banachin avaruus jos ja vain jos jokainen avaruu-
den X absoluuttisesti suppeneva sarja >, , ) suppenee avaruudessa X.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd X on Banachin avaruus. Olkoon >_;° | z;, absoluut-

. . . . . o0 . m
tisesti suppeneva sarja, eli sarja ) ,_, ||k | suppenee. Jos n,p € Nja sy, =, =
kaikille m € N, niin

n+p

Isnip = ool = 13 2 = Zxku

n+p

A

k=n+1
n+p

> llzl

k=n+1

IN

[ee]
Z |zk]] — 0, kunn — oo.
k=n+1

IA
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Tésta seuraa, ettd (s,,)52 ; on Cauchyn jono avaruudessa X, joten se suppenee.

Oletetaan sitten, ettd jokainen avaruuden X absoluuttisesti suppeneva sarja sup-
penee avaruudessa X . Olkoon ()52 ; Cauchyn jono avaruudessa X. Lauseen 2.2
nojalla riittda 1oytda suppeneva osajono (z,, )52, . Konstruoidaan se induktiivises-
ti:

Koska (z,,)32, on Cauchyn jono, on olemassa ny € N siten, ettd |z, — 74| < 2
kaikilla p, ¢ > ng. Oletetaan, ettd on valittu luvut ng < n; < ... < n; siten, ettd

1

PYES! kaikilla p,g > ngjak =0,1,..., 4.

||xp - mq” <

Valitaan seuraavaksi n;41 € N. Koska ()52 ; on Cauchyn jono, on olemassa sel-
lainen n;1 € Nsiten, ettd n; 11 > njja

1 i
lzp — 24| < 52 kaikilla p, ¢ > nj41.

Merkitaan yo = xp,, y; = Tn; — Tn,_, kunj =1,2,.... Talloin
1
1951l = llen; = an; s | < 55
kaikilla j = 1,2,...,silld n; > n;_; ja arvio saadaan valitsemalla p = n;, ¢ = n;_.

Sarja %, y; on absoluuttisesti suppeneva, silla

[ee] 00 1
> _llwsll < llyoll + > 55 < oo
=0 j=1

Oletuksen mukaan sarja )72 y; suppenee. Merkitaan y = > y;. Taman sarjan
osasummille patee

k
Z Yj = Tpy + (Tny = Tng) + o+ (Tny, — Tny_,) = Tn,, kaikilla k € N.
=0

Nain ollen jonon ()22 osajono (x,, )52, suppenee kohti pistettd y € X, joten X

on taydellinen Lauseen 2.2 nojalla. O

Esimerkki. Avaruus (R, |-|) on tdydellinen. Olkoon ;- , a; absoluuttisesti (itsei-
sesti) suppeneva sarja avaruudessa R. Merkitaadn by, = |ag| — ag, kun k € N. Télloin

0 < by < 2|ag] kaikilla k € N, joten

>0, bi suppenee. Koska ay = |ai| — by kaikille k € N, seuraa téstd, ettd sarja
> e, ai suppenee myoskin. Nain ollen R on tdydellinen Lauseen 2.19 nojalla.

Lause 2.20. Jonoavaruus (7, ||-||,) on Banachin avaruus kaikilla 1 < p < cc.
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Todistus. Olkoon Y °°  z(™) absoluuttisesti suppeneva sarja avaruudessa ¢?, eli
5% [|2(™ |, < oo. Vektorin jonolle z(™ = (z\)22 | € (7 pitee

e < (Y |z P)P = ||z ||, kaikille k € N,

k=1
joten

Z|x | < ZHm(”)H < oo kaikilla £ € N.

n=1

Koska K on taydellinen, seuraa tistd, ettd skalaarisarja ), ; :L’fc") suppenee. Mer-

kitdan y, = 3°°° | 2\™ jokaiselle k € N.
Viite: ||y — >0 _ ™|, — 0, kunr — ocojay = (yx)3, € ¢P.

Olkoon ¢ > 0. Koska >_°°  ||=(™)||, suppenee, on olemassa m € N siten, ettd

> 2™, <e.

n=m+1

Olkoot i,7,s € N, m < r < s. Tallin

i|yk - ixin”p = lim i|im Zx(n P < lim Z| Z ](gn)|p.
k=1 n=1 8700 5—00

k=1 n=1 k=1 n=k+1
Toisaalta,
o0 S r s o
k=1 n=r+1 n=r+1 n=r+1 nert1

Kun s — oo, saadaan
Sl => 2™ |P < ¢? kaikillai € Njar > m.
k=1 n=1

Antamalla siis ¢ — oo ndhdaan, etta

ly =3 2™ n =3y~ S 2| < e,
n=1 k=1 n=1
kun r > m. Siis jono
(yk B Z xgcm) 00
k=1

Koska ¢P on normiavaruus, saadaan tastd, ettd

m.

Y= (Ur)iz1 = (yr — Z k1+(zml(cn))zo=1€£p-,
n=1
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ja edelleen

||y—2x(“’)|| <ekunr >m.

n=1

Siis -°° | (™ suppenee avaruudessa ¢?, joten ¢” on taydellinen Lauseen 2.19 no-
jalla. O

Adrellisulotteisista normiavaruuksista

Olkoon (X, ||-|]|) normiavaruus skalaarikuntana K. Silloin kuvaukset (z,y) — z+y,
XxX—X,(\2)— X, Kx X — X,jaz— |z||, X — RT, ovat jatkuvia.

Todistus. 1. Oletetaan, ettd x,, — xja y, — y avaruudessa X . Talloin

[(@n +yn) = (@ + Yl < 20 — 2] +[lyn —yll = 0

kun n — oo, joten ,, + Yy, — =+ ¥.
2. Oletetaan, ettd \,, — X avaruudessa K ja z,, — z avaruudessa X. Talloin

IAnzn — Azl < | An2n — Anz|| + || Az — Az]]
= |[Aalllzn — 2| + [An = Alllz]| — 0

kun n — oo, joten A\, z, — Az.
3. Helposti ndhdééan, ettéa

izl = llylll < llz =yl kaikille z,y € X,

joten

Hlznll = llzll| < [lzn — =]

jasiten ||z,| — |z|| avaruudessa R jos x,, — x avaruudessa X.

O

Lemma 2.21. Olkoon (X, ||-||) normiavaruus. Jos {z1,...,2,} C X on lineaarisesti
riippumaton vektorijoukko, niin on olemassa v > 0 siten, etta

laa| 4 ...+ an] < 9llaazs + ... anxy, | kaikilla aq, ..., ap € K.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd |a1| + ... + |a,| = 1. Olkoon

¥ = inf{||a1x1 +.. anan : Z|al| = 1}
i=1
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T&lloin on olemassa jono

Yk = Zagk)xi siten, ettd Z|a§k)| = 1 jokaiselle k € Nja ||yx]| — 7, kunn — oc.
i=1 i=1

Koska |a1(.k)| < 1 kaikilla k£ € N, on olemassa osajono (agk’))fi | siten, ettd o' — 3,
kuni =1,...,n. Selvisti |a| — |8, joten

n
; (k1)
1B1] + ...+ Bl Zlkﬂz;'% D=1
im
Koska {z1,...,z,} on lineaarisesti riippumaton, tdsta seuraa, ettd
x =121+ ...+ By # 0ja |z > 0.
Normi ||-|| on jatkuva, joten
) k) Y
. . k . Ky
S | = i 3 ol = i 35 a*2s) = 13 izl =l
i= 1= 1=

Toisaalta, ||y, || — vja ||z|| = v > 0. Talldin my6s 4 = 1/ > 0ja

1
M <|larz1 + ... + apzy| kun |ai| + ... + |ay| = 1.
Jos ai,...,a, € K ovat mielivaltaisia ja ainakin yksi a; # 0, niin muodostamme
luvut
aj .
—j=1,...,n
lax| + ... + |
ja vaite seuraa. O
Lause 2.22. Olkoon (X, ||-||) darellisulotteinen normiavaruus. Jos {e1,...,e,} on

(k)

avaruuden X kanta, niin jono (yj), missd y, = >, o, e;, suppenee kohti vekto-

riay =) ., a;e; josja vainjos a; — a; jokaisella 1 <i < n.

Todistus. Jos a* — a; jokaisella 1 < i < n, niin Y7, a!fe; — 3> ae; koska

laskutoimitukset ovat jatkuvia.
Oletetaan, ettd y;, — y, kun £ — co. Lemman 2.21 nojalla
~ (k k
Sl — i < ull(@f? —an)er + ...+ (@) — an)en|| = pllyx — .
i=1
mista vaite seuraa. O

Seuraus 2.23. Jos ||-|| ja ||| ovat &&rellisulotteisen normiavaruuden X normeja,
niin ne ovat ekvivalentit.

Todistus. Harjoitustehtava. O
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Lause 2.24. Olkoon (X, ||-||) ddrellisulotteinen normiavaruus. Jokainen suljettu ja
rajoitettu joukko avaruudessa X on kompakti.

Todistus. Olkoon {ey,...,e,} avaruuden X kanta. Olkoon A C X suljettu ja rajoi-
tettu. Edelleen, olkoon (y) jono joukossa A. Tallin

Yk = Zagk)ei ja llykl| < v kaikillak =1,2,....
i=1
Lemman 2.21 nojalla on olemassa p > 0 siten, ettd

SlaPl < ul > aMenll = ullyrll < py kaikilla k =1,2, ...

i=1 i=1

Niéin ollen on olemassa osajono (agk’))[’il joka suppenee kohti jotain lukua 3; jo-
kaisellei = 1,2,..., kun ! — oco. Lauseen 2.22 nojalla

n
Yk, — E Bie; avaruuden X normissa .
i=1

Koska A on suljettu, saadaan >, f;e; € A, joten A on kompakti. O

Lause 2.25. Jokainen &érellisulotteinen normiavaruus on taydellinen.

Todistus. Olkoot (X, ||-||) d4rellisulotteinen normiavaruus ja (z,,)22; avaruuden X
Cauchyn jono. On helppo ndhda, ettd jono (z,)52 ; on rajoitettu. Lauseen 2.24 to-
distuksesta seuraa, ettd jonolla (z,,)52 ; on suppeneva osajono. Talloin Lauseen 2.2
mukaan alkuperdinen jono (z,)32, suppenee, eli X on taydellinen. O

Lause 2.26 (Rieszin lemma). Olkoon X normiavaruusija Y C X aito suljettu vek-
torialiavaruus sekd v € R, 0 < v < 1. Talloin on olemassa z, € X siten, ettd

lzv]l = 1ja ||y — x| > v kaikillay € Y.
Todistus. Olkoon z € X \ 'Y # () ja olkoon
d = inf ||z — z||.
z€Y

Té&lloin on olemassa jono (z,, )52, siten, ettd z, € Y jokaiselle n € Nja ||z —z,| — d,
kun n — oo. Koska Y on suljettu, taytyy olla d > 0. Nyt d/v > d, joten on olemassa
z €Y siten, ettd

d<|z—z| <d/v.



LUKU 2. NORMIAVARUUDET JA BANACHIN AVARUUDET 25

Olkoon z, = ﬁ Osoitetaan, ettd z, on vaitetty vektori. Nyt ||z, || = 1 ja jokai-
selle y € Y pétee

Iz —yll = |l r—r — ]
Y lz — 2|
le =zl llze—z flz—z|
1
Zm||$—(z+||ff—z||y)||
—_————
2%
1%
—d
~ 4
= .

|

Lause 2.27. Normiavaruus X on &édrellisulotteinen jos ja vain jos jokainen suljettu
ja rajoitettu avaruuden X osajoukko on kompakti.

Todistus. Jos X on aarellisulotteinen, niin viite seuraa Lauseesta 2.24. Oletetaan,
ettd dim X = oo. Olkoon z; € X siten, ettd ||z1]] = 1 ja olkoon Y7 = span {z1}.
Talloin Y7 # X ja Lauseen 2.25 nojalla Y; on taydellinen, joten Y; on suljettu ava-
ruudessa X Lauseen 2.13 mukaan. Rieszin Lemman nojalla on olemassa z2 € X
siten, ettd ||z2|| = 1ja ||z — 22| > 1/2 kaikilla x € Y3, eli erityisesti ||x1 — z2] > 1/2.
Olkoon Y, = span {z1,z2}. Taas Yo # X ja Y3 on avaruuden X suljettu aliava-
ruus. Rieszin Lemman nojalla on siis olemassa 3 € X siten, ettd ||zs| = 1 ja
|z — x| > 1/2 kaikille x € Y5, eli erityisesti ||z1 — x3]| > 1/27a ||x2 — 3] > 1/2.
Niin jatkamalla saadaan jono (z,,)22 ; siten, etta

1
|z || = 1 kaikilla n € Nja ||z, — @ || > B kaikilla m # n.

Téllaisella jonolla ei voi olla suppenevaa osajonoa, joten avaruuden X suljettu yk-
sikkopallo ei ole kompakti. O



Luku 3

Banachin kiintopisteperiaate

Maiiritelmid 3.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruusija T : X — X kuvaus. Jos on
olemassa sellainen vakio k € R, ettd 0 < k < 1ja

d(T(x),T(y)) < kd(z,y) kaikilla z,y € X,
niin kuvausta T sanotaan kontraktioksi.

Huomautus 3.2. Kontraktio 7" : X — X on jatkuva.

Todistus. Jos ¢ > 0, niin d(T'(z),T(y)) < kd(z,y) < € aina, kun d(z,y) < 0, missa
b =c¢/k. O

Lause 3.3 (Banachin kiintopisteperiaate). Olkoon (X, d) taydellinen metrinen ava-
ruusja T' : X — X kontraktio. Silloin on olemassa tdsmailleen yksi z € X, jolle
T(x) = z (z on siis kuvauksen 7" kiintopiste).

Todistus. Olkoon zy € X mielivaltainen ja méaritelladn jono (z,) induktiivisesti
asettamalla

ZTnt1 = T(xy), n €N, (%)

Jos k, 0 < k < 1, on sellainen, ettd d(T(z), T (y)) < kd(z,y) kaikilla z,y € X, niin
jokaiselle m € N pétee

AT, Tmr1) < k™d(xo,x1). (%)

Tama ndhdééan induktiolla: (xx) patee selvasti arvolla m = 1, ja jos (xx) patee jolla-
kin arvolla m, niin

d<xm+17xm+2) = d(T<xm>v T<xm+1>)
< kd(@m, Tmt1)
< k™ d(x0, 1)

26
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Siis kaikille n, p € N pétee

d(xn» xn—i—p) S d(xn» xn—l—l) + ...+ d(xn+p—1» xn—l—p)
n+p—1

S d(mo,l’l)( Z k])

p—1

= k"d(zo, 1) (D> _K)

=0

< krd(zo,21) (D k)

=0

= k"d(x0,x1)

T ()

Olkoon € > 0. On olemassa sellainen n. € N, etti

k’n

——d(xg,21) < ekunn > ng,

1—k
joten epayhtalon (+) nojalla d(zy,, £n4p) < € aina, kun n > n. jap € N. Taten (z,,)
on Cauchyn jono ja se suppenee, koska X on tdaydellinen. Olkoon x = lim,,_.oq Zp,.
Koska T on jatkuva, niin

T(x) = lim T(zy,) = lim 2,411 =,
eli  on kuvauksen T kiintopiste. Toisaalta, jos myos y € X on kuvauksen T kiin-
topiste, niin
d(z,y) = d(T(x), T(y)) < kd(z,y),

eli0o < (1 —k)d(z,y) <0.Koska k < 1, taytyy olla d(x,y) =0, eliz = y. O

Huomautus Yll4 olevassa todistuksessa kiintopiste = 16ytyi iteroimalla:

= lim T(xy,), missd , = T(zp—1)=...= (T o...T)(xo)
n—oo N, s’
n kpl

ja xzo € X oli mielivaltainen. Epayhtélostd (+) saadaan virhearvio, kun annetaan
luvun p kasvaa rajatta:

k’n

1—-k

d(x,To...0T(x0)) <

n kpl

d(iEo, I )
Esimerkki 3.4. Tarkastellaan integraaliyht&loa

b
fl@) = A / K(z,y)f(w)dy + g(x),

missd ¢ : [a,b] — Rjaydin K : [a, )] X [a,b] — R ovat annettuja jatkuvia kuvauksia.
Edelleen, f on etsimdmme funktio ja A on mielivaltainen parametri.
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Nyt on olemassa M > 0 siten, ettd | K (z,y)| < M kaikilla z,y € [a, b]. Tarkastellaan
kuvausta " : (Cla, 0], [|[[oc) — (Cla, b], [[-l|oc),

b
T(x) = A / K(z,9)f (0)dy + 9(z).
Olkoon f1, fo € Cl|a, b]. Talloin

d(Tf1,Tf) = THi —Tf
= Dax [T fi(z) — T fo(2)]

IN

b

max (A [ K@) - falds)

M ma [ () — fo()|(b— a)
=AM (b = a)llfr = fallo
= [AM (b — a)d(f1, f2).

Niin ollen T on kontraktio jos [A\|M (b — a) < 1, eli jos

Al < ;.

M(b—a)

Talloin Lauseen 3.3 nojalla yhtalolla 7' f = f, siis alkuperiisella integraaliyhtalolla,

IN

on ratkaisu f € Cla, b]. Lisdksi ratkaisu on yksikésitteinen.
Esimerkki 3.5. Valitaan edellisen esimerkin integraaliyhtalon ytimeksi
K(z,y) =2y, 0 <z,y <1,
seka olkoon annettu funktio g(x) = 1. Silloin
1
f@) =142 [ uf)dy, = < 0.1
0

Koska M = max, ,cjo,1)|K(x,y)| = 1, yhtdlolla on Banachin kiintopistelauseen
nojalla ratkaisu ainakin kun A < 1. Selvisti f(0) = 1ja

1
£@) = [ty =
0
joten f(z) = MAx + Bja B = 1. Sijoittamalla ndhdaan, ettd jos
1
Mz +1-— )\x/ y Ay + D)dy =1, z € [0,1],
0

niin

1 M
ja
3 1
A=35=x
Siis 3
wi
f(x)—6_zx+1.

Integraaliyhtalo siis ratkeaa kun A # 3. Kun A = 3, ratkaisua ei ole olemassa.



Luku 4

Hilbertin avaruudet

Olkoon H vektoriavaruus skalaarikuntana K = R tai C.

Maiiritelma 4.1. Kuvausta (- | -) : H x H — K sanotaan sisdtuloksi, jos seuraavat
ehdot ovat voimassa:

(S1) (y|=z)=(z|y)aina, kunz,y € H.

(82) (z]=x)>0aina, kunz € H.

(S3) (x| x)=0josjavainjos x = 0.

($4) (z+yl|z)=(z|2)+ (y]=2)aina, kunz,y,z € H.

(S5) (Az|y) =A(r|y)aina, kunz,y € Hja A € K.
(H

Paria (H, (- | -) sanotaan sisédtuloavaruudeksi.

Ominaisuuksien (S4) ja (S5) nojalla sisatulo on ensimmaisen tekijan suhteen line-
aarinen. Ominaisuuksista (S1), (54) ja (S5) seuraa, etta

(z | My +pz) =Nz | y) +a | y)

aina, kun z,y,z € H ja A\, p € K. Sisatulo on siis toisen tekijan suhteen kon-
jugaattilineaarinen. Edelleen, (0 | y) = (x | 0) = 0 kaikille z,y € H, koska

200[y)=(2-0]y) =(0]y).

Merkitaan
|z|| ==/ (z | z), z € H.

Talloin ||z| > 0 kaikilla x € H ja ||z|| = 0josja vainjos (z | z) = 0, eli ||z]| = 0
tasmalleen silloin kun z = 0. Jos A € Kja z € H, niin

Az = V(x| Az) = /A= | 2) = VAR [l2]|* = [Al]l2]].
Jos vield ndytamme, ettd ||-|| toteuttaa kolmioepayhtélon, on se normi.
Lause 4.2 (Cauchy-Schwarzin epayhtdlo). Sisituloavaruudessa H pétee
(@ [9)] < ll=[lllyl kaikilla z,y € H.

Yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos vektorit = ja y ovat lineaarisesti riippuvia.

29
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Todistus. Voidaan olettaa, ettd x # 0 ja y # 0. Jokaisella A € K pétee

0<(z+ My |z+ Ay
=(@|2)+ Xz |y)+ Ay | 2)+ M| y)
= [lz]® + Az [ y) + Az | y) + AP [lyl1>.
Valitaan

_ (@ly)
IEN

On hyva huomata etta tapauksessa K = R tdimd on polynomin

A 2?4 2M( | y) + A2yl
minimikohta. Nyt saadaan

Iyl lylI* Iyl

Tastd saadaan |(z | y)|? < ||z?||y||> mistd ensimmaéinen viite seuraa. Yhtasuuruus

0 < [lzf* -2

on voimassa jos ja vain jos 0 = ||z + Ay||. Taméa on yhtdpitavad sen kanssa, etta
z + Ay = 0, eli yhtasuuruus on voimassa jos ja vain jos « ja y ovat lineaarisesti
riippuvia. O
Lause 4.3. Jokainen sisdtuloavaruus on myos normiavaruus, kun normi mééritel-
laén kaavalla

lz|| = v/(z | x) ainakun x € H.

Todistus. Edella néhtiin, ettd (N2) ja (N3) ovat voimassa. Riittda siis todeta, ettd
kolmioepayhtélo on tosi. Olkoon z,y € H. Nyt

lz+yl*=(x+y|z+y)
=@lz)+(@ly)+(@|y)+Wly)
= ||2?|| + 2Re(z | y) + [|ylI?

Koska jokaiselle kompleksiluvulle z patee Rez < |z, niin Cauchy-Schwarzin epa-
yhtélon nojalla saadaan

lz+yll* < llzl? + 2[(2 | 9)I* + [ly]]?
< ll2ll® + 20z llyll + llylI?
= (lzll + lly)*.

Ottamalla nelidjuuri saadaan ||z + y|| < ||z|| + ||y||, joten ||-|| on normi. a
Sisdatulon maaraama normi on sikali erikoinen, ettd se toteuttaa ns. suunnikasyh-

tdlon
Iz +yl® + lz — ylI*> = 2l + 2]y ]I*.
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Tama todetaan seuraavasti:

lz+ylP+lz—yll’=@+ylz+y)+@—y|z—y)
=@lz)+@|y)+ylz)+Wly)
+(@|z)—(x]y)—(yl2)+(yly)

= 2||[|* +2]ly[I*.
Kééntden, jos normi ||-|| toteuttaa suunnikasyhtdlon, niin voidaan osoittaa, etta
kaava .
(@ y) = 7(le+yll* = llz =y +illz + iy)* — illz — iyl)
madrittelee sisitulon ja ||z||? = (x | z). Tdma on ns. polarisaatiokaava (reaalisessa

tapauksessa sen vastine on (z | y) = 1(||lz + y[|? — ||z — y||?)).

Lause 4.4. Olkoon H sisatuloavaruus. Jos z,, — = ja y, — y avaruudessa H, niin
(n | yn) — (x| y) avaruudessa K, ts. (- | -) : H x H — K on jatkuva kuvaus.

Todistus. Oletetaan, ettd ||z, — z|| — 0ja ||yn — y|| — 0 kun n — oco. Talldin

[(@n [ yn) = (& [Y)| = [(@n | yn) = (@ | yn) + (2 | yn) — (z [ y)]
<|(&n =z | yn)| + [(z [ yn — )]
< lzn = zlllynll + I2[llyn — yll
< lzn — 2| M + [l lyn — vl

jollekin M > 0, silld jono (y,) on suppenee ja on siten rajoitettu. T4astd ndhdaan,
ettd |(zn, | yn) — (x| )| = 0 kunn — co. O

Jos erityisesti (H, (- | -)) on tdydellinen normin ||z|| = /(z | =) suhteen, eli Banac-
hin avaruus, sanomme ettd (H, (- | -)) on Hilbertin avaruus.

Esimerkki. 1. Josz = (21,...,2,) € K"jay = (y1,...,yn) € K”, niin kuvaus

CC | y § TiY;
on vektoriavaruuden K" sisitulo. Vastaava normi

lzll2 = V(z [ 2) = V212 + ... |22

on avaruuden K" tavallinen Euklidinen normi.

2. Avaruudessa

={x=(2)2; :z; €Kja Z|£Ez|2 < o0}

i=1
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maaritelldan sisatulo kaavalla

(x]y) = Zmzm kunz = (2;)2, € la, y = (:)52, € (2. (%)

i=1

Sisdtulon midarama normi on

Izl = (3 Jail?) "%, kune = (2,32, € €.
=1

Tieddmme, ettd timan normin suhteen ¢2 on taydellinen, eli (¢2, |-||2) on Hilbertin
avaruus.

Lemman 2.9 nojalla saadaan jokaiselle n € N
S - 1/2 /e 1/2 0o 00
> wmm < (O lwil?) / O lwil?) ? < oo, kuna = (22,5 = (1) € 2,
i=1 i=1 i=1

joten sarja >_i° | z;7; suppenee avaruudessa K ja (x) on jarkeva.

Esimerkki. Avaruus

0 ={(z:)32, 17 €KVi € Nja ) || < o0}

i=1
varustettuna normilla

[ee]
lzlls =) el
i=1

on Banachin avaruus. Avaruus (¢!, ||-||1) ei kuitenkaan ole Hilbertin avaruus. Ol-
koon ey = (1,0,0,...) € *jaes = (0,1,0,0,...) € ¢. Tallsin

ller + e2fly = fler —ealls = 2ja flex]1 = [[e2]1 =1

joten
ller + e2llf + ller — ea|f =22+ 22 =8 # 4 = 2(||er[|T + [le=1?).

Siispa (¢, ||-||1) ei ole sisdtuloavaruus.

Mairitelma 4.5. Sisdtuloavaruuden H vektorit « ja y ovat ortogonaaliset (eli kohti-
suorat), merkitadan x L y,jos (z | y) = 0. Liséksi, jos ||z|| = |ly|| = 1, niin vektoreita
2 ja y sanotaan ortonormaaleiksi.

Lause 4.6 (Pythagoras). Olkoon H sisatuloavaruus. Jos {z1,...,2,} C H ja vekto-
ritz;, 1 <1i < k, ovat kesken&dn ortogonaaliset, eli z; L x; kun ¢ # j, niin

o1+ zal® = 21 + .+

Todistus. Harjoitustehtava. O
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Maiiritelmid 4.7. Olkoon H sisatuloavaruus ja olkoon S C H, S # (). Joukkoa
St ={ze H:(z|y)=0kaikilley € S}
sanotaan joukon S ortogonaaliseksi komplementiksi.

Lause 4.8. Olkoon H sisdtuloavaruus ja olkoon S C H epétyhjd. Talloin joukko
S+ on avaruuden H suljettu aliavaruus.

Todistus. Selvisti 0 € S+. Olkoot z1,22 € St jaa € K. Jos y € S, niin
(azy + 22 |y) = a(z1 | y) + (22 | y) = 0.
Taten azy + x2 € S*ja S+ on avaruuden H aliavaruus.

Osoitetaan nyt, ettd S* on suljettu. Olkoon = € SL. Tilloin on olemassa jono
(2,,)22, joukon S+ vektoreita siten, ettd z,, — x. Olkoon y € S. Nyt (z,, | y) =0
jokaiselle n € N, joten sisatulon jatkuvuuden nojalla

(zy) = (lim z, |y) = lim (z, [y) = 0.

Niin ollen = € S+ ja siten S* on suljettu. O

On helppo todeta, etta

H- = {0} {0} = H
jos S1 C Sy, niin Sy C Si-

SN St C {0} (yhtasuuruus esim. jos 0 € S)

Jos L, M C H ovat avaruuden H lineaarisia aliavaruuksia, niiden summa
L+M:={l+m:leLmeM}
on myos lineaarinen aliavaruus.

Seuraavaksi alamme tarkastella minimointitehtdvida. Kun tilanteita mallinnetaan
Hilbertin avaruuksilla, tulee usein tehtavéksi selvittad, milla ehdoin joukosta 16y-
tyy normin minimoivia alkioita. On itse asiassa yllattavaa, ettd Hilbertin avaruuk-
sissa minimointitehtavéa ratkeaa suhteellisen yleisesti.

Olennainen ominaisuus tillaisissa minimointitehtidvissa on konveksisuus.
Muistetaan, ettd pisteiden z ja y vélinen yhdysjana on joukko

{z+tly—x):t€0,1]}={te+ (1 —t)y:t€[0,1]}.
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Vektoriavaruuden H osajoukko S on konveksi, jos pisteiden z,y € S vilinen yh-
dysjana aina siséltyy joukkoon S, eli jos

tr+ (1 —t)y € Saina, kunz,y € Sja0 <t <1.

Seuraava ns. miniminormilause on tdrked peruslause Hilbertin avaruuksien teo-
riassa ja silld on paljon kidyttoda myos optimointiteoriassa.

Lause 4.9 (Miniminormilause). Olkoon S # () Hilbertin avaruuden H suljettu kon-
veksi osajoukko sekd x € H. Silloin on olemassa tasmaélleen yksi alkio yo € S, jolle

[ = yol = nf{llz -yl : y € 5}

Todistus. Infimumin méaritelmidn mukaan on olemassa jono (y,)52; C S siten,
ettd ||z — yn|| — d ;= inf{||z — y| : y € S}, kun n — 0. Koska S on konveksi, niin
1/2(yn + ym) € S kaikille n,m € N, joten

1 .
e = 5@+ ym) | = d, eli |22 = (yn +ym) | > 2d.

Suunnikassddannon nojalla saamme

1y = ymll* = (yn — ) + (@ = ym)?
=2(||z - yn||2 + llz — ym||2) =2z — (ym + yn)||2
<2(f|lz - yn||2 + llz - ym||2> —4d®.

Koska 2(||z — ynl|> + ||z — ym||?) — 4d®> — 0 kun n,m — oo, niin (y,)3>, on Cauc-
hyn jono avaruudessa H. Koska H on tdydellinen, on olemassa yo € H siten, ettd
limy, 0o Y. = Yo. Koska S on suljettu, saadaan yo € S. Edelleen, koska normi |-|
on jatkuva funktio, niin

& —yoll = lim [lz —yn[| = d.
n—oo

Oletetaan, ettd y; € S on toinen vektori, jolle ||z — y1| = d. Télldin %(yo +y1) €S
ja suunnikassaannon nojalla saadaan

lyo = y1ll> < 20z = yol* + lla — yul|*) — 4d*.

Koska ||z — yo|| = dja ||z — 1| = d, niin |Jyo — y1]|*> < 0, joten yo = v1. a
Lemma 4.10. Olkoon M sisdtuloavaruuden H lineaarinen aliavaruus ja x € H.
Silloin z € M+ jos ja vain jos

|z — y|| > ||z| kaikillay € M.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd € M. Jos y € M, niin (z | ) = 0. Siis

lz = yl* = ll=l1 + 1y > Il
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eli [l —y[ > [|].-

Oletetaan sitten, ettd ||z — y|| > ||z|| jokaiselle y € M. Koska Ay € M aina, kun
y € Mja )€K, niin
lz = Ayl = [l]l.

Téassa
e —Xyl* = llzl* = Xz | y) — Ay | z) + APyl

joten
A y) = Az [y) + AP[yl* > 0.

Oletetaan, etta y # 0. Olkoon

@ly) ... ~ (x]y)
A= —"=="jolloin A = .
Tulz Tul?
Nyt saadaan
(@) @]y | @]y [ y)P
_ — + >0, eli <0.
llylI? lylI? lylI? llylI?

Siis (z | y) = 0 kaikillay € M, eli # € M*. (Tama pitee selvdsti myds kun
y=0.) O
Lause 4.11. Olkoon M Hilbertin avaruuden H suljettu vektorialiavaruus. Silloin

jokaisella vektorilla # € H on olemassa yksikésitteinen esitys © = y + z, missa
yE€ Mijaze Mt

Todistus. Jos M = {0}, niin lause on triviaali, koska M+ = H ja x = 0 + z kaikilla
x € H. Voidaan siis olettaa, ettd M # {0}. Olkoon x € H. Joukko M # () on
konveksi ja suljettu. Miniminormilauseen mukaan on olemassa y € M, jolle

|z — y|| <l — u| kaikilla uw € M.

Olkoon z := z —y, jolloin z = y+ 2. Koska M on lineaarinen aliavaruus, y +u € M
jokaiselle u € M, ja siten

Izl = llz =yl < llz = (y +w)| = llz —y —ul = [|z —u].

Néin ollen ||z|| < ||z — u|| kaikilla u € M, joten Lemman 4.10 nojalla z € M*.
Vektori x voidaan siis esittdd muodossa z =y + z missd y € M jaz € M*.

Oletetaan, ettd * = y + 2z = y; + 21, missd y,y; € M ja z,z; € M*. Talldin
Yy—y1=z2—21,y—y1 € Mjaz—z € M+, joteny—y; € MNM*tjaz—z € MNM*.
Selvasti M N M+ = {0},joten y = yy ja z = z;. O

Seuraus 4.12. Jos M on Hilbertin avaruuden H suljettu vektoriavaruusija M # H,
niin on olemassa z # 0, z € H, siten, ettd z € M=,
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Todistus. Koska H # M, niin on olemassa x € H siten, ettd x ¢ M. Lauseen 4.11
nojallax = y + z, missia y € Mjaz € M*.Jos z = 0, niin x = y € M, mikd on
ristiriita. Siispa z # 0. O

Jos L, M C H ovat Hilbertin avaruuden H vektorialiavaruuksia, sanomme, ettd H
on niiden suora summa ja kdytdimme merkintdd H = L ¢ M, mikdli L N M = {0}
ja jokaisella x € H on olemassa esitys =y + 2, missd y € Lja z € M.

Seuraus 4.13. Olkoon H Hilbertin avaruus ja M avaruuden H suljettu vektoriali-
avaruus. Talloin H = M & M.



Luku 5

Lineaariset operaattorit

Olkoot X ja Y K-kertoimisia normiavaruuksia. Kuvaus 7' : X — Y on lineaarinen
jos
T(azx + By) = oT'(z) + BT (y) kaikilla z,y € X, a, 8 € K.
Sanomme usein, ettd 7" on lineaarinen operaattori.
Jos X ja Y ovat normiavaruuksia, niin lineaarinen kuvaus 7' : X — Y on jatkuva

pisteessd xo € X jos jokaiselle € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etta

1Tz — Tx,| = ||T(x — zo)|| < € aina, kun ||z — x| < 4.

Huomautus. Identiteettioperaattori I : X — X, I(x) = x, on tietysti rajoitettu ja
samoin on nollaoperaattori 6 : X — Y, 6(zr) = 0 kaikilla z € X.

Lause 5.1. Olkoot X ja Y normiavaruuksia ja T : X — Y lineaarinen kuvaus.
Télloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(i) T on rajoitettu operaattori, ts. on olemassa C' < oo siten, ettd

|Tz|| < O] kaikilla z € X.

(i) T onjatkuva koko avaruudessa X.
(iii) 7T on jatkuva origossa.

Todistus. (i) = (ii) Oletetaan, ettd 7' # 6 on rajoitettu. Koska 7" # 6, eli Tx # 6
jollekin z € X, niin C' > 0. Olkoon ¢ > 0. Nyt

[Tz =Tyl = |T(x —y)| <Cllz -yl <e
kunz,y € Xja |z -yl <e/C.
(i) = (iii) Selva.

(iii) = (i) Oletetaan, ettd T on jatkuva origossa. Koska 7'(0) = 0, voimme valita
sellaisen § > 0, ettd

ITz|| = [Tz — T0|| < 1aina, kun ||z|| = ||z — 0] < 4.

37
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Valitaan luku M siten, ettd 0 < M < 4. Jos x € X, z # 0, niin olkoon y = ﬁaz
Talloin ||y|| = M < 4, joten

M . -
1Tyl = Tl <1, eli [T < M Hall.
Nain ollen 7" on rajoitettu. O
Huomautus. 1. Lineaarisen operaattorin 7' : X — Y kdénteisoperaattori T~" :

Y — X mairaytyy ehdoista 71T = Ix ja 7T~ = Iy.
2. Normiavaruuden X osajoukko A on rajoitettu jos ja vain jos

supl|jz|| < M < 0.
r€EA

Esimerkki. Olkoot X = (?jaY = ¢! seka

o0 1 (e}
To=T(xr)gz, = (Exk)k=l
Onko 7 rajoitettu operaattorina (> — ¢1? Olkoon z = (z1)§2, € ¢2. Talldin saadaan
Cauchy-Schwarzin epayhtdlon nojalla, etta

[ee)

1|$k| <( i 1/2 |x | 1/2
k 2

k=1 k:l

Siis [|7z(|1 = Y50 tlzk] < C|zll2, missa C = (o, &)/? = /% ja T on
rajoitettu.

Lemma 5.2. Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Lineaarinen operaattori 7 : X — YV
on rajoitettu jos ja vain jos

17| :=sup{||Tx| : x € X, ||z|| <1} < 0.

Todistus. Jos T on rajoitettu, niin on olemassa C' < oo siten, ettd |[Tz|| < C|z|
kaikilla z € X. Talloin ||| < C.

Oletetaan, etté | T']| < oco. Koska || 177 [| = 1 kaikilla z € X, z # 0, saadaan

T
T2l 1 < 17 Kaikilla & € X.
[l [l
Téstd saamme, ettd | Tz|| < ||T'||||x| kaikilla x € X, joten T on rajoitettu. O

Huomautus Lukua ||T'|| kutsutaan operaattorin 7" normiksi. Operaattorin normi
toteuttaa epayhtalon | Tz|| < ||T||||x| kaikilla z € X.

Kaikkien rajoitettujen lineaaristen operaattoreiden 7" : X — Y joukolle kdytamme
merkintdd L(X,Y). Lineaarikombinaatio AT" + 1S maaritelldan tietysti

(AT + pS)x = ATx + pSz jokaiselle x € X.
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On helppo todeta, etta AT + uS € L(X,Y) ainakun 5,7 € L(X,Y), joten L(X,Y)
on vektoriavaruus. Jos X =Y, niin L(X) := L(X, X).

Osoitetaan nyt, ettd operaattorinormi todella toteuttaa normiehdot. On selvé, ettd
[T >0ja
|IT| =0« Ter=0kun |z <1& T =0.

Edelleen,

AT = sup [(AT)z|l = sup [[ATz|| = [A] sup ||Tz|| = [A[|T']].
lzll<1 lz||<1 lz||<1
zeX zeX zeX

Lopuksi, jos T', S € L(X,Y), niin

IS+ T| = sup [Tz + Szl < sup ||zl + sup [[Sz|| = [T+ [S]].
l=ll<1 llzll<1 llzll<1
zeX zeX reX
Siis kyseessd on normi ja L(X,Y) on normiavaruus.
Lause 5.3. Jos X on normiavaruus ja Y on Banachin avaruus, niin L(X,Y") on
Banachin avaruus.

Todistus. Olkoon (T},) Cauchyn jono avaruudessa L(X,Y") ja z € X. Talloin pétee,
ettd
| Thx — Tzl = [(Th — Tw)z|| < [T — T ll||z|| kaikille n,m € N,

joten (T,,2)22; on Cauchyn jono avaruudessa Y. Koska Y on tdydellinen, tama
jono suppenee. Merkitddn 7'z := lim, . Ty, z. Helposti nahdaén, ettd ndin méaari-
telty funktio T  on lineaarinen. Pité4 siis osoittaa, ettd T" on rajoitettuja || 7,,—T'|| — 0
kun n — co.

Olkoon ¢ > 0. T&llgin on olemassa ng € N siten, ettd || T, — Trn|| < e kaikille
n,m >ng.Josz € X, ||z|| <1, niin

”Tnox - T.%'H = W}E}HOO”Tn()x - me” <e.
Kaikille n > ng pétee ||T;, — T'|| < 2¢, koska
[Tha — Txl| < | Thw — Tool| + | Tngx — Txl| < |To — Ty || +& < 2.

Siten ||T|| < ocja ||T5, — T'|| — 0, kun n — oo. O

Lause 5.4. Olkoot X ja Y normiavaruuksiaja 7 : X — Y on lineaarinen operaat-
tori. Jos X on &édrellisulotteinen, niin 7" on jatkuva.

Todistus. Olkoot ||-|| avaruuden X normija ||-||y avaruuden Y normi. Maaritellaan
lz]l1 = ||z|| + ||Tz||y jokaiselle z € X.

Viite: ||-||; on myos avaruuden X normi.
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Olkoot z,y € Xjaa € K.
(ND: lz+ylh = llz+yll+ T (@+y)lly < llel+lyl+1Tzly +[Tylly = lzli+lyl-
(N2): [lazly = lloz]| + |7 (az)lly = lalllz] + all|Tz]ly = |allz].

(N3):Jos ||z|ls = 0, eli ||z|| + ||Tz||y = 0, niin ||z|| = 0, ja siten 2 = 0. Toisaalta, jos
x = 0,niin Tx = 0,ja siten ||z|y = ||z|| + [|Tz|y = 0.

Koska X on aarellisulotteinen, normit ||-|| ja ||-||1 ovat ekvivalentteja avaruudessa
X, eli on olemassa M > 0 siten, ettd ||z|;1 < M]|z| jokaiselle x € X. Niin ollen
ITz||ly <|z| + || Tz|ly = ||lz||1+ < M|z|| kaikilla z € X, eli T on rajoitettu. O
Lause 5.5. Olkoot X, Y ja Z normiavaruuksiajaT € L(X,Y), S € L(Y, Z). Talloin
yhdistetty kuvaus ST € L(X, Z)ja |ST| < ||IS|[IT].

Todistus. On selvaa, ettd ST on lineaarinen. Jos z € X, ||z|| < 1, niin
18Tzl = [|S(T=)l| < IS Tl < ST,

mista vaite seuraa. O

Lause 5.6. Olkoot X ja Y normiavaruuksia ja 7" : X — Y lineaarinen bijektio.
Talloin 7-! : Y — X on lineaarinen ja 7~! on jatkuva jos ja vain jos on olemassa
M > Ositen, ettd | Tz|| > M||z| kaikille z € X.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd 7~! on lineaarinen. Olkoot 3,3’ € Y ja A\, u € K.
Olkoot z,z’ € X siten, ettd Tx = y ja Tz’ = y'. Koska T on lineaarinen, niin
T(A\x + px') = XTIz + pT2 = Ay + py', joten

T 'y 4 py') = Ao+ pa’ = NIy +uT ™1y

Oletetaan nyt, ettd 7~! on rajoitettu. Voidaan olettaa, ettd X # {0} ja Y # {0}.
Epéayhtalo || Tz|| > M|z|| on selvasti tosi, jos z = 0. Olkoon = € X, x # 0. Talloin

0 < llaf| = |77 7| < |77 Tall,

joten
Il

0<
11

< || T].
Voidaan siis valita M = 1/||771.

Oletetaan, ettd on olemassa M > 0 siten, ettd ||Tz| > M]||z| jokaiselle z € X.
Olkoon y € Y mielivaltainen. Olkoon = € X siten, ettd x = T~ 'y, eli Tz = y. Nyt

1 1
1=yl = llall < 7172l = 57 vl

Siten || 771 < 1/M, eli T~! on rajoitettu. a
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Huomautus Edellisessé lauseessa ei oletettu, ettd 7" on rajoitettu.

Olkoot X on normiavaruus, k € NjaT € L(X). Merkitaan
TF=ToTo...oT
S —
k kpl
Maiiritelmi 5.7. Olkoot X Banachin avaruusja 7' € L(X). Jos on olemassa rajoi-

tettu lineaarinen operaattori 7! : X — X, niin T on kdédntyvi operaattori.

Lause 5.8. Olkoot X Banachin avaruusjal € L(X).Jos |T|| < 1, niin operaattori
I — T on kédéntyvé ja

(I-T1T)" ZT"" (Neumannin sarja)
k=0

jasarja Y oo || 7| suppenee. Liséksi ||(I — 7)1 < (1 — ||T])~*
Todistus. Lauseen 5.5 nojalla || 7| < ||T'||* jokaiselle k € N, joten

ZIIT’“II < ZIITII’“ < 00, kun ||T'] < 1.
||T||

Koska L(X) on Banachin avaruus Lauseen 5.3 nojalla, niin saadaan Lauseen 2.19
nojalla, ettd sarja > ;- , 7% suppenee. Olkoon

S, = Z Tk jokaiselle n € N.
k=0
Talldin S = lim,, oo Sy, = limy 0o Y p_q T* € L(X). Lisdksi

(I-T)Sy =Y TH-> Tt =17 =5, (I-T),

k=0 k=0
joten

(I —1)S, —1I| <|T|""" = 0, kun n — oo.
Téaten (I — T')S = I ja vastaavasti S(I —T) = I, eli S = ZEO_O TF € L(X) on
operaattorin I — 1" kiédnteisoperaattorija ||(I — T)!|| < 1= ”T” O

Huomautus. Jos S,T € L(X) ovat kddntyvid, niin yhdistetty kuvaus ST on kdan-
tyvdja (ST)~! = T-1S~!. Tami seuraa yhtildista STT-157! = SS7! = [ ja
71818 =T-T=1.

Lause 5.9. Olkoon X Banachin avaruus. Jos T' € L(X) on kddntyvd ja S € L(X)
toteuttaa ||S|| < ||77!||7%, niin 7 — S on kidntyva.
Todistus. Jos T € L(X) on kddntyvé, niin 7' — S = T'(I — T—189). Oletuksen nojalla

1771 < ITHIS) < 1,
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joten Lauseen 5.5 nojalla I — 7~1S on kaintyva. Edellisen huomatuksen nojalla
my®ds operaattoritulo 7'(I — 7T-1S5) = T'— S on kddntyva. O
Esimerkki. Olkoon K : [0,1] x [0,1] — C jatkuva (ns. ydinfunktio). Asetetaan
jokaiselle f € CI0,1],

/ K(z,s)f(s)ds kaikilla z € [0,1].

Voidaan osoittaa, ettd T'f € C[0,1]. Edelleen on helppoa ndhdj, ettd f — T'f on
lineaarinen. Jos C[0, 1] varustetaan sup-normilla, niin 7" : C[0,1] — C[0, 1] on ra-
joitettu. Nimittdin, K on jatkuva kompaktissa joukossa [0,1] x [0,1] ja saa siind
suurimman arvonsa, joten on olemassa M < oo siten, ettd |K(z,s)| < M < o0
kaikilla z, s € [0, 1]. Ndin voimme arvioida

1
(Tf)(@)| < / K (2,9)|£(5)|ds < M| loe

ja |7 flloo < M||f|loo- Siis T on rajoitettu operaattori.

Viite: Jos M < 1, niin jokaisella g € C[0, 1] on olemassa yksikésitteinen f € C[0, 1]
siten, etta

/sz s)yds, elig=(I-1T)f
Olemme osoittaneet, ettd ||7'] < M < 1. Sovellamme Neumannin sarjaa operaat-

toriin —7, silld ||-T'|| = ||T|| < 1. Operaattori I + T' = I — (—T') on kdantyvé,
joten

4= (-1

k=0

(I+T)f =gjosjavainjos f = (I +1)~

Koska M < 1, niin voidaan my6s kéyttaa Banachin kiintopistelausetta (katso esi-
merkki, Luku 3).



Luku 6

Bairen kategorialause ja sen sovelluksia

Bairen kategorialause on yksi modernin analyysin perusperiaatteista. Tassa luvus-
sa todistamme tasaisen rajoituksen periaatteen eli Banach-Steinhausin lauseen so-
veltamalla Bairen lausetta.

Olkoon A epétyhja osajoukko metrisessd avaruudessa (X, d). Palautetaan mieliin,
etta
d(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Aloitamme Cantorin lauseella:

Lause 6.1. Olkoon (X, d) tdydellinen metrinen avaruus. Jos F;, C X on epatyhja
suljettu osajoukko jokaiselle n € N siten, ettd F; O F» D F3 O ...jad(F,) — 0 kun
n — oo, niin N2, £, koostuu tdsmalleen yhdesta pisteestd zp € X.

Todistus. Olkoon e > 0 ja valitaan ny € N siten, etta
d(F,) <ekunn > ng.

Valitaan jokin z,, € F, kaikilla n € N. Talloin d(z,,zm) < € kun n,m > ng, joten
(z5,) on Cauchyn jono avaruudessa X. Koska (X, d) on tdydellinen, on siis ole-
massa To = lim,_. z,. Kaikilla k¥ € N pitee, ettd osajono (zx, Tx+1, . ..) mydskin
suppenee kohti pistettd zo. Koska F}, on suljettu ja (zx, x41, - . .) sisaltyy joukkoon
Fy, seuraa ettd xo € Fj, kaikilla k = 1,2,.... Siis zg € N F}, := F. Kaikillay € F
patee

0 <d(xo,y) < d(F) <d(F,) — 0, kunn — oc.

Siis d(zo,y) = 0, joten o = y ja siten {xo} = N2 F,. O

Nyt voimme formuloida

Lause 6.2 (Bairen kategorialause). Olkoon (X, d) tdydellinen metrinen avaruus ja

X =U2  Fy,

43
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misséd F;, C X on suljettu jokaisella n € N. Silloin ainakin yksi joukoista F;, sisdltaa
suljetun pallon ja siten myos avoimen pallon. (Erityisesti sisus int F, # ().

Todistus. Viite: Jos suljettu joukko F' C X ei sisdlla yhtdaan suljettua palloa, niin
silloin jokainen suljettu pallo B(xo,r) siséltdd suljetun pallon jolla ei ole yhteisid
pisteitd joukon F' kanssa.

Valitaan z; € B(wo, %) siten, ettd x1 ¢ F. Nyt on olemassa 0 < r; < £ siten, ettd

B(x1,r1) N F =0, koska F on suljettu. Edelleen,
B(zy1,71) C B(xo,7)
silla jos © € B(zy,71), niin d(z, 20) < d(w,21) + d(z1,20) <71 + %r <r.

Tehddan nyt vastaoletus ja oletetaan, ettd milldadn n € Njoukko F, ei sisdlla suljet-
tua palloa.

Olkoon B'” mielivaltainen suljettu pallo. Talloin on edellisen véitteen nojalla ole-
massa suljettu pallo B siten, etta B ¢ B ja B
olettaa, ettd d(B'") < 1. Sovelletaan edellisté véitetta joukkoon B, jolloin 1oytyy
@ cgW® @ F, = (. Jatkamalla

cBY, B < 1iaB
tata konstruktiota saadaan jono (B" )52, suljettuja palloja siten, ettéd

N Fy = (. Tietysti voimme

suljettu pallo B siten, etta B
—=(n)

2...,d(F(n))HOkunnaoojaF(n)ﬂFn:‘Z)

ja kaikille n € N. Lauseen 6.1 nojalla ﬂ;’leg(n) = {zo}, joten xzy ¢ F, kaikilla
n € N. Tasta seuraisi, ettd X # US>, F,,, miké on ristiriita oletuksen kanssa. O

Lause 6.3 (Tasaisen rajoituksen periaate eli Banach-Steinhausin lause). Olkoot X
Banachin avaruus, Y normiavaruus ja {7, }acs kokoelma rajoitettuja lineaariku-
vauksia T, : X — Y (indeksijoukko J mielivaltainen). Jos kokoelma {7 }4cs On
pisteittdin rajoitettu, eli M (x) := supyes||Taz| < oo jokaiselle z € X, niin se on
tasaisesti rajoitettu, eli sup,, ¢ ;|| 7o/l = sup,e sup|,<1l|Taz|l < oo.

Todistus. Olkoon F(n,a) := {zx € X : |[Taz|| < n} kun a € Jjan € N. Koska
jokainen T, oo € J, on jatkuva, seuraa, ettd jokainen F(n,a) on avaruuden X
suljettu osajoukko. Télloin myos leikkausjoukko

F, = NgegF(n,a) C X

on suljettu. Oletuksesta seuraa, ettd X = U2, F,,. Koska X on Banachin avaruus,
niin Lauseen 6.2 nojalla on olemassa N € N ja sellainen suljettu pallo B(xo, ), ettd

B(zg,r) C Fy.Olkoon v := N > 0. Talloin

|Twz| < vjokaisella a € J ja jokaisella x € B(xo, ).
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Olkoon y € X, ||y|| < 1. Talldin z := zo + ry € B(xo,r), joten

r — Xo
HTayH = HTa(

1 1
< (| Taall + [Taoll) < 227 =5 M,

joten | T || < M jokaisella o € J. O

Seuraus 6.4. Olkoot X Banachin avaruus, Y normiavaruus ja (7),)52; avaruuden
L(X,Y) sellainen jono jatkuvia lineaarikuvauksia, ettd Tz := lim,,_o, T,z on ole-
massa kaikilla z € X. Talloin T € L(X,Y), eli T on jatkuva lineaarikuvaus.

Todistus. Selvasti T on lineaarinen. Oletuksen mukaan jono (7,x)32; suppenee
avaruudessa Y jokaiselle z € X, joten jono (T},x)52; on Cauchy jono ja ndin ol-
len rajoitettu. Taten M (z) = sup,enl|Tnz| < oo kaikilla z € X. Nyt Banach-
Steinhausin Lauseen nojalla 16ytyy sellainen M < oo, ettd ||T,|] < M kaikilla
n € N. Talloin

[Tz| = lim || Thx|| < sup|Ty|||z] < Mlz| kunz € X,
n—00 neN

joten ||T|| < M. O



Luku 7

Avoimen kuvauksen ja suljetun kuvaajan lauseet

Adrellisulotteisen avaruuden kaikki normit ovat keskendin ekvivalentteja. Avoi-
men kuvauksen lauseen voidaan sanoa olevan yleistys télle periaatteelle dédreto-
nulotteisten Banachin avaruuksien tapauksessa.

Maadritelmd 7.1. Jos X ja Y ovat normiavaruuksia, niin kuvaus f : X — Y on
avoin, jos f(U) on avoin avaruudessa Y aina, kun U on avoin avaruudessa X.

Esimerkki. Airellisulotteisten avaruuksien vilinen lineaarinen surjektio on avoin
kuvaus. Harjoitustehtava.

Lemma 7.2. Olkoot X ja Y normiavaruuksiaja 1 : X — Y lineaarinen. Talloin T’
on avoin kuvaus jos ja vain jos jokaista > 0 kohti on olemassa sellainen s > 0,
etta B(0,s) C T'(B(0,7)).

Todistus. Oletetaan, ettd 7" on avoin kuvaus ja olkoon r > 0. Talloin 7'(B(0,7)) on
avoin avaruudessa Y. Koska 7'(0) = 0 € T(B(0,)), on olemassa s > 0 siten, etta
B(0,s) € T(B(0,r)).

Oletetaan, ettd jokaiselle > 0 on olemassa s > 0 siten, ettd B(0,s) C T'(B(0,r)).
Olkoon U C X avoin ja olkoon z € U. Talloin on olemassa r > 0 siten, ettéd
B(z,r) CU,eli

x+ B(0,r) CU.
Oletuksen nojalla on olemassa s > 0 siten, ettd B(0,s) C T(B(0,r)). Talloin
B(Tz,s) =Tz + B(0,s) C Tx+ T(B(0,7)) = T(z + B(0,r)) € T(U),
josta seuraa, ettd T(U) on avoin avaruudessa Y. O

Huomautus. Olkoot A ja B normiavaruuden X osajoukkoja. Maaritellddn seuraa-
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vat joukot:
M={dx:z € A}, N €K,
A+y={z+y:z € A}, yc X,
A+B={x+y:x€ Ayec B}

Talloin A+ B C A+ B.

Todistus. Olkoot z € A,y € Bjae > 0. Talldin on olemassa zo € Aja yo € B siten,
etta
[z —@oll <e/2jally —yoll <e/2,
joten
lz+y — (2o + yo)ll < [z — ol + ly — woll <e.
Téssd xo +yo € A+ B, joten x +y € A + B koska ¢ > 0 oli mielivaltainen. O

Lemma 7.3. Olkoot X normiavaruus, Y Banachin avaruusja 7 : X — Y lineaa-
rinen surjektio. Jos V on pisteen 0 € X ympaéristd avaruudessa X, niin 7'(V') on

pisteen 0 € Y ymparistd avaruudessa Y.

Todistus. Olkoon V pisteen 0 € X ymparisto. Talloin on olemassa r > 0 siten, etta
jos B = B(0,7), niin B + B C V. Nimittdin, jos B(0,2r) C V, niin kolmioepayh-
talon perusteella B(0,r) + B(0,7) C V.Jos y € Y, niin y = Tz jollakin z € X.
Valitaan sellainen n € N, ettd ||z| < nr, eli x € nB. Siis

y € T(nB) =nT(B) C nT(B).

Koska y € Y on mielivaltainen, olemme siis osoittaneet, etta
o0 —
Y = nT(B).
n=1

Koska Y on Banachin avaruus, voimme soveltaa Bairen lausetta: Ainakin yksi sul-

jetuista joukoista nT'(B) sisdltdd avoimen pallon, eli

By (z9, po) € nT(B) jollakin n € N,

joten
T 1 —_
BY(—O, @) = ;BY(SCO,PO) C T(B).

n n

Merkitdan z = Lz ja p = 1pg, jolloin By (z,p) C T(B). Lisdksi —z € T(B): Jos

x € T(B), niin on olemassa jono (y,)5; C T'(B) siten, ettd z = limy,_.o Y. Nyt

yn € T(B) =T(B(0,r)), joten —y, € T(B)ja —x = nlingo(—yn) € T(B).

Tastd seuraa, etta

By (0,p) = —x + By (z,p) CT(B)+T(B) CT(B)+T(B)=T(B+ B) CT(V).

Siis T'(V') on pisteen 0 € Y ympaéristé avaruudessa Y. O
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Lemma 7.4. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksiajal : X — Y jatkuva lineaarinen
surjektio. T4llgin jokaista r > 0 kohti on olemassa s > 0, jolle T'(B(0,7)) 2 B(0, s).

Todistus. Olkoon r > 0 annettu, ro = %r jary = 27 kry kun k € N. Siis 7, > 0
jokaiselle k € Nja

oc
ro = Z Tk
k=1

Lemman 7.3 nojalla 16ydamme luvut s, > 0, k € N, joille
By (0,s,) CT(Bx(0,7)), kun k € N\ {0}.

Josy € T(Bx(0,7)), niin ||y|| < ||T||r. Tasséd rp — 0 kun k& — oo, joten s, — 0
kun k — oo.

Viite: By (0,s0) € T(Bx(0,r)).

Oletetaan, ettd y € Y ja ||y < so. Talldin y € T'(Bx(0,r0)), joten on olemassa
xo € Bx(0,r0) siten, ettd ||y — Txo|| < s1,eliy — Txg € By (0,s1) € T(Bx(0,71)).
Jatkamalla saadaan, ettd on olemassa x1 € Bx(0,71),jolle ||y — Tz — Tx1| < s2,
eli y—Txg—Tx € By(o, 82) - T(Bx(o, ?"Q)).

Induktioaskel: Jos xj, € Bx(0,7r;),0<k<n-—1,ja

n—1

y— Z Txy, € By(0,s,) C T(Bx(0,75)),
k=0

niin on olemassa x,, € Bx (0, r,) siten, etta

n—1 n
ly =Y Tax = Taa| = |y =Y Tar]| < snt1-
k=0 k=0

Siten saamme jonon (x,)S2, avaruudessa X jolle ||xx|| < rr kaikilla k¥ € N ja
] n=0 ] ]
X Mzell < S 0re = 2rg = 7 < 00, eli sarja > %° |z, on absoluuttisesti sup-
k=0 k=0 Tja 2 k=0 p
peneva avaruudessa X. Koska X on tiaydellinen, niin Lauseesta 2.19 seuraa, ettd
sarja > ,-, z suppenee avaruudessa X, eli x = >, , x;,. Talloin edellisen arvion
nojalla

lzll < D el <,
k=0
joten z € Bx(0,7). Koska edelleen

ly =T @il = lly = > Tax]| < sps1 — 0

k=0 k=0

kun n — oo, niin operaattorin 7" jatkuvuuden nojalla

n

y=lim T3 ap) =T(lim > x3) = Ta.
L— 00 —0 n—o0o =0
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Siis: Jos y € Yja |ly|| < so, niiny = T'z, missd x € X ja ||z|| < r. Tastd seuraa, etta
T'(Bx(0,7)) 2 By (0, s0)- O

Seuraava lause on erittdin keskeinen modernissa analyysissa.

Lause 7.5 (Avoimen kuvauksen lause). Jos X ja Y ovat Banachin avaruuksia ja
T : X — Y onjatkuva lineaarinen surjektio, niin silloin 7" on avoin kuvaus.

Todistus. Tamé seuraa Lemmoista 7.2 ja 7.4. O

Seuraus 7.6. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksiaja? : X — Y jatkuva lineaarinen
bijektio. Tallin 7! on jatkuva.

Todistus. Avoimen kuvauksen Lauseen nojalla 7' on avoin kuvaus X — Y. Jos
U C X on avoin joukko, niin talloin alkukuva (7-1)~1(U) = T(U) on siis avoin
avaruudessa Y, eli 7! on jatkuva. O

Esimerkki. Olkoot X vektoriavaruus ja [|-||1, ||-||2 sen normeja. Jos on olemassa
B > 0 siten, ettd ||z]|2 < B|lx1|| kaikilla z € X, niin id : (X, |-]]1) — (X, |]||2) on
jatkuva lineaarinen bijektio. Jos (X, ||-||) ja (X, ||-]|) ovat Banachin avaruuksia, niin
edellisen tuloksen avulla saadaan, etté ||-||1 ja ||-||2 ovat ekvivalentteja.

Tarkastellaan avaruuden C([0, 1], R) normeja

1
1fllse = sup [£®)ja |l f]ls = / (8]t
0<t<1 0

Nyt || £]l1 < || f]loo jokaiselle f € C([0,1],R), joten
id : (C([0,1],R), [[-loc) — (C([0,1],R), [[-]|1)

on jatkuva lineaarinen bijektio. Mutta normit ||-||1 ja ||-||c eivét ole ekvivalentteja
(fn(t) = t",n € N), joten identiteettikuvaus ei ole avoin. Koska (C([0, 1], R), ||-||co)
on taydellinen, seuraa, ettd (C([0, 1], R), ||-||1) ei ole taydellinen.

Kahden normiavaruuden X ja Y tuloavaruus eli tulo on joukko X x Y varustet-
tuna vektoriavaruuslaskutoimituksilla
(‘/Ev y) + (J/’l,lh) = (‘/I: +x1,y+ yl)
A, y) = (Az, Ay)

ja normilla ||(z,y)|| = |l=|| + |ly|| (tai milla tahansa tdm&n kanssa ekvivalentilla
normilla, kuten [|(z, y)|| = max{|[z[], [y[I}).

Huomautus. (1) Jono (x,, yn)oe, suppenee avaruudessa X x Y kohti pistetté (z, y)
jos ja vain jos lim,,_,~ @, = x avaruudessa X ja lim,,_,~, y, = y avaruudessa Y.

(2) Kahden tdydellisen normiavaruuden tulo on tdydellinen. Tdéma on helppo to-
distaa suoraan.
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Maaritelmd 7.7. Kuvauksen f : X — Y kuvaaja eli graafi on joukko
Gr(f)={(z,f(z)) e X xY:2e X} C X xY.

Jos T : X — Y on lineaarinen, niin silloin Gr(7') on avaruuden X x Y vektoriali-
avaruus. Nimittain,

a(z,Tz) + By, Ty) = (az + By, T (az + By))
kaikilla z,y € Xjaa,B € K.

Lause 7.8. Jos X ja Y ovat normiavaruuksiaja f : X — Y on jatkuva kuvaus, niin
funktion f kuvaaja Gr(f) C X x Y on suljettu.

Todistus. Olkoon (x,y) € Gr(f) C X x Y. Talloin on olemassa sellaiset pisteparit
(@, f(zn)) € Gr(f), n € N, etté

[(@n, f(zn)) = (2, 9)|| = llzn — /| + || f(2n) — yll = 0 kunn — co.

Talloin siis sekd ||z, —z|| — Oettd || f(zn)—y|| — 0 kunn — co. Koska f onjatkuva,
niin f(z,) — f(z) avaruudessa ¥ kun n — oo. Raja-arvon yksikasitteisyyden
nojalla seuraa silloin, ettd y = f(x), eli (z,y) = (z, f(x)) € Gr(f). Siis Gr(f) on
suljettu avaruudessa X x Y. O

Huomautus Jos X ja Y ovat Banachin avaruuksia, niin Lauseen 7.8 nojalla my®s-
kin Gr(f) on Banachin avaruus kun 7" : X — Y on jatkuva lineaarinen kuvaus.
Lause 7.9 (Suljetun kuvaajan lause). Lineaarikuvaus 7" Banachin avaruudelta X

Banachin avaruudelle Y on jatkuva jos ja vain jos sen kuvaaja on suljettu.

Todistus. Jatkuvan kuvauksen kuvaaja todettiin edelld suljetuksi, olipa kuvaus li-
neaarinen tai ei. Oletetaan siis, ettd 7" : X — Y on lineaarinen kuvaus, jonka graafi
Gr(T) on suljettu avaruudessa X x Y. Edelld olevan huomion nojalla Gr(T') on
taydellinen. Maaritellaan kuvaus

P:Gr(T) — X, (z,Tx) — .
Selvésti P on lineaarinen. Edelleen, P on rajoitettu, koska
1P(z, Tz)| = [lz]| < ||=ll + | Tz = [|(z, Tw)|| kaikilla z € X.
Kuvaus P on bijektio ja sen kdanteiskuvaus on
P71 X - Gr(T),x — (z,Tx).

Nyt saadaan avoimen kuvauksen lauseen nojalla (Lause 7.5), ettd P~! on jatkuva.
Lauseesta 5.6 seuraa, ettd on olemassa 3 > 0, jolle

llz|| = || P(z, Tx)|| > B||(x, Tx)| kaikilla (z, Tz) € Gr(T).
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Téastid seuraa arvio
BlTz| < B(llz| + [T=|) = Bll(z, Tz)| < |z|| kaikille z € X.

Siis ||z < §||=[| jokaiselle z € X, eli T on jatkuva. O

Huomautus Lauseen nojalla riittdd osoittaa, ettd Gr(T") = Gr(T) jotta lineaarinen
operaattori 7" olisi jatkuva. Tamé on yhtapitdvaa sen kanssa, etté jos z,, — z ava-
ruudessa X ja T'xz,, — y avaruudessa Y kun n — oo, niiny = T'z.

Esimerkki. Olkoot C[0,1] = {f:[0,1] — R: f onjatkuva} normina

[ flloo = sup |f(t)]
te[0,1]

ja Cl0,1] = {f : [0,1] — R : f onjatkuvasti derivoituva} avaruuden C|[0, 1] ali-
avaruus. Siis (C1[0, 1], ||-||sc) on normiavaruus. Maéritelldan lineaarikuvaus

T:CY0,1] — C[0,1] kaavalla T'f = f’.
Olkoon f,(t) = sin(nrt), kun n € N. Tallsin f,, € C1[0, 1] ja

[ falloo = max [sinnr)| = 1.

Edelleen,
IT fulloo = maxc [wn cos(nt)| = mn = mnl|fullo > nll falloo
jokaisella n € N. Ndin ollen 7" ei ole jatkuva.

Nyt kuitenkin funktion 7" kuvaaja Gr(7') on suljettu avaruudessa C' [0, 1] x C[0, 1].
Nimittdin, oletetaan, ettd f, — f avaruudessa C'[0,1] ja f., — g avaruudessa
C10,1]. Talloin f] — g tasaisesti joukossa [0, 1], joten

fu(t) — fn(0) = /0 fl(s)ds — /0 g(s)ds, kunn — oo.

Téten jokaiselle ¢ € [0, 1] patee

n—00

F() — £0) = Tim (fult) — £2(0)) = / o(s)ds,
joten
f@t) = f(0) +/0 g(s)ds, kunt € [0,1].

Tasté seuraa, ettd f' = g, joten f € C1[0,1]ja T'f = g. Siis avaruus (C1[0, 1], ||-|lc0)
ei ole taydellinen.



Luku 8

Dualiteetti, Hahn-Banachin lause ja sovelluksia

Jos X on vektoriavaruus, niin merkitaian
X" ={l: X — K:on lineaarinen }.

Téta sanotaan avaruuden X algebralliseksi duaaliksi. Duaalin X' alkioita kutsu-
taan funktionaaleiksi.

Jos! € XTjax € X, niin usein merkitdan (r,l) = [(z). Normiavaruuden tapauk-
sessa | € X voi olla jatkuva tai epdjatkuva.

Maiaritelmi 8.1. Jos X on normiavaruus, niin
X*=L(X,K)={l: X - K:!onjatkuva ja lineaarinen }
on avaruuden X (topologinen) duaali.

Yleensd X* C X, mutta jos X on aérellisulotteinen, niin X* = X' (Lause 5.4).

Duaaliavaruuden X * normi on

Ul = sup [{z,])].
llzl <1
zeX

Lauseen 5.3 nojalla X* on Banachin avaruus

Miiritelmd 8.2. Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Lineaarinen kuvaus 7': X — Y
on isomorfismi, jos T on bijektio ja T sekd T~! ovat jatkuvia. Talloin avaruudet X
ja Y ovat isomorfiset. Kuvaus T : X — Y on isometrinen jos || Tz — Tyl = ||z — y||
kaikilla z € X.

Huomautus Jos X ja Y ovat normiavaruuksiaja 7' € L(X,Y’), niin T on isometria
josja vainjos | Tz|| = ||z| kaikilla x € X. Harjoitustehtava.

Esimerkki. Olkoot1 < p < cojaq = p/(p—1),jolloin 1/p+ 1/g = 1. Osoitetaan,
ettd (€7, ||-]|p)* on isometrisesti isomorfinen avaruuden (¢9, ||-||,) kanssa.

52
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Olkoon
er =(0,...,0,1,0,0,...) € /P, kunk € N,
N——
k—1kpl
ja
sn(x) = kaek, kunz = (zx)52, € ¢, jan € N.
k=1
Talloin
lim ||z — sp(z)|l, = lm [|(0,...,0,Zpt1, Tnt2s--)|p
n—00 N—00 N —r
n kpl
. - 1
= lim (37 fau)’"
k=n+1
= 0’
joten

[ee]
xr = E TEkCk.
k=1

Josl e (¢P)*, x = (zx)32, € ¢Pjan € N, niin lineaarisuuden nojalla

<Sn(l’),l> = ka<ek7l> = kayk»
k=1 k=1

missé yr = (ex,!) kaikilla ¥ € N. Koska lim,, .o s,(z) = z ja [ on jatkuva, niin
limy, oo (sn (), 1) = (x,1), joten

(@,0) = oy (*)
k=1

Osoitetaan nyt, ettd y = (yx )52, € (2. Merkitdan

InyIq kun gy, #0
A = k 9
0 kuny, =0

ja asetetaan

wy, = Zakek € /P, kunn € N.
k=1
Talloin

n n B n q
lwallp = > lal? = _lys["™ =D [ynl?, koskap = 1
k=1 k=1 k=1

Sijoitetaan nyt kaavaan (*) muuttujan z paikalle w,, jolloin

A=l = akyr = (wn, 1)
k=1 k=1

- 1
= {wn, )] < [ eonllp = 111X lyel?)7? = A7),
k=1
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Tastd seuraa, etta

Al=Up — pl/a — (Z|yk|Q)1/q < |||, jokaiselle n € N.
k=1

Antamalla n — oo saadaan y = (y,)5%, € £%ja [|yllq < ||I]|-
Maéritelldadn taméan perusteella kuvauksen
T: () — ¢
l—y,

missa siis jono y = (yx)22, = ((ex, )52, Selvasti T on lineaarinen ja

ITDlq = llylle < [I2]], kun L€ (€7)7,
joten T" on jatkuva.
T on injektio: Jos T'(I) = 0, niin (e, [} = 0 kaikilla k € N, joten

n

(sn(@),) = (ex,l) = O kaikilla & = (z4)52, € (7, n € N.
k=1

54

Koska [ on jatkuva ja lim,, o0 Sn(x) = x, niin (z, 1) = 0 jokaisella z € ¢7, elil = 0.

T on surjektio: Jos . = (x)72, € Pjay = (yx)72, € ¢4, niin Holderin epayhtalon

mukaan

> el <> lerwed < (O lel?) 7 (S luel)
k=1 k=1 k k=1

=1

Tastd seuraa, ettd kuvaus F, : © — Y - | 21y, on jatkuva lineaarinen funktionaali

P — K, joten F, € (¢P)*. Lisaksi

IEN < (Ol = Iyl
k=1

Maééritelldan kuvaus S : (7 — (¢P)* kaavalla S(y) = F,. Télloin S on jatkuva

lineaarinen operaattori ja
IS < llyllg jokaisella y € £4.
Nyt (ex, S(y)) = Fy(ex) = yi kaikilla k € N, joten
TS5(y) = ((ex, SW))iZa = (yr)iZa = y kaikillay = (y)iZ, € €.
Néin ollen 7" on bijektioja S = 71,
Olkoot lopuksi [ € (¢7)* jay = T'(1). Talloin S(y) = lja

1= 1S < llyllq = 1T D)lq < 12]]-

Téastd seuraa, ettd |T°(1)|l, = |||, joten T on isometrinen isomorfismi (¢P)* — ¢9.

Téten voimme samaistaa avaruudet (¢7)* ja £7 isometrian valityksella.
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Koska p ja ¢ ovat symmetrisessd asemassa, niin myoskin ¢? ja (¢9)* voidaan sa-
maistaa keskendan isometrisesti isomorfisina avaruuksina. Jos kiytamme merkin-
taa (P = (¢7)*, saadaan, ettd

() = (e = o
Siis #P on refleksiivinen kun 1 < p < oo. Katso Luku 9.
Tarkastellaan nyt Hilbertin avaruuden H duaalia. Olkoon y € H ja mééritelladan

F, : H — Kkaavalla F,,(z) = (z | y), missa (- | -) onavaruuden H sisatulo. Selvasti
F, on lineaarinen funktionaali. Edelleen, Cauchy-Schwarzin epayhtialon mukaan

[Fy(2)] = [(x [ y)] < [lz][|ly] kaikilla z € H,

joten F, on jatkuva, eli F,, € H*. Lisdksi || Fy|| < ||y]|.

Toisaalta, jos y # 0, niin saadaan

Y

E,|| > |Fy(

1
)l =m|(y|y)|= Iyl

Nadin ollen
|yl = lly|l jokaiselle y € H.
Jokainen vektori y € H siis méaraa alkion F,, € H*.

Nyt herda kysymys, ettd ovatko kaikki avaruuden H* alkiot titd tyyppid? Myon-
teisen vastauksen antaa seuraava ns. Fréchet-Rieszin lause.

Lause 8.3. Olkoot H Hilbertin avaruus ja ' € H*, ts. F' on jatkuva lineaarinen
funktionaali. Talloin on olemassa sellainen yksikasitteinen vektori y € H, ettd
F,=F,ts.

F(z) = (z | y) kaikillaz € H.

Todistus. Jos tallainen y € H on olemassa, se on yksikésitteinen. Jos

(x| y) = F(z) = (x| 2) kaikilla z € H,

niin (x | y — z) = 0 kaikilla z € H. Valitsemalla z = y — z, saadaan y = z.

Todistamme nyt vektorin y olemassaolon. Jos F' = 6, niin ilmeisesti kelpaa y = 0.
Voidaan siis olettaa, ettd F' # 6. Talloin funktionaalin F' nollajoukko

M:=Ker F={z € H: F(x) =0}

on avaruuden H aito vektorialiavaruus. On helppo ndhdi, ettda kuvauksen F' jat-
kuvuuden nojalla M on suljettu. Seuraksen 4.13 nojalla H = M & M*, missé
M+ # {0}. Valitaan 0 # zg € M+, jolloin 29 ¢ M, ja merkitdan z := 29/ F(z),
jolloin F'(z) = 1.Jos nyt z; € M+, niin

F(z1 — F(z1)z) = F(z1) — F(z1)F(z) =0,
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joten z; — F(z1)2 € M N M+t = {0},ja z; = F(z)z. Taten M+ = span {2},
joka on 1-ulotteinen. Valitaan mielivaltainen x € H. Se voidaan esittdd muodossa
(H=Ma M*Y)

T =20+ Az, missd xg € Mja Az € M*.

Kun merkitaan

Z 1
y=——=€eM
|22 ’

saadaan \
z
zly)=(@o+ 2| ) = —5(z|2)=A
( | ) ( 0 | ||z||2> HZHQ( | )

Koska F(z) = F(x¢) + AF(z) = A, saadaan (x | y) = F(x). Siis vaaditunlainen
vektori y € H on loytetty. O

Todetaan nyt, ettd kuvaus y — F, on bijektio H — H* ja lisdksi isometria, eli
llyll = || Fy|| jokaiselle y € H. Aivan lineaarinen se ei kuitenkaan ole, vaan konju-
gaattilineaarinen, eli

Fayspz = (- | ay + Bz) =a(- | y) + B(- | z) = aF, + BF..

Hahn-Banachin Lause

Olkoot H Hilbertin avaruus, M C H avaruuden H suljettu aliavaruus, Y normia-
varuusjal € L(M,Y).

Viite: Loytyy sellainen 71 € L(H,Y) jolle 1z = Tz aina, kun € M, ja lisaksi
1Tl = T1-

Todistus. Lauseen 4.11 mukaan jokaisella x € H on olemassa yksikasitteinen esitys
T =y +z missiy € Mjaz € M*. Néin ollen voidaan maééritelld lineaarinen
kuvaus Py : H — M kaavalla Pyyx = y. Nyt (y | 2) = 0, joten ||z|| > ||y|| = || Pm|
kaikilla € H. Niin ollen Py; on rajoitettu ja || Pa|| = 1. Operaattorin T jatko

saadaan madrittelemdlla T7 := T Pys. Selvasti Tve = TPyx = Tekunx € M.
Edelleen,
T3] = sup [|Thz| > sup [Tz = [T
llz]|<1 llzll<1
x€H reEM

ja toisaalta
ITull = 1T Parll < [T/ Parl] < (7]

Néin ollen || T4 || = |7 O
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Jos X on Banachin avaruus, niin silloin jatkamisongelmalla ei aina ole ratkaisua.

Esimerkki. Olkoot M = ¢pja X = ¢, jolloin M on avaruuden X suljettu aliava-
ruus. Valitaan Y = ¢pja T € L(M,Y) siten, ettd T' = id,,. T4ll6in ei ole olemassa
T € L(X,Y) siten, ettd Thx = Tz kaikilla z € M.

(Katso esim. D. Werner: Funktionalanalysis, Springer, s.147)

Hahn-Banachin Lause liittyy tdhdn jatkamisongelmaan kun tarkastellaan lineaari-
sia funktionaaleja.

Lemma 8.4. Olkoon X vektoriavaruus, jonka skalaarikunta on R. Olkoot M C X
aito aliavaruus, p seminormi avaruudessa X ja [ : M — R lineaarinen funktionaali
siten, etta

[1(z)] < p(z) kaikilla z € M.
Jos z € X \ M ja My = M @ span {z}, niin on olemassa lineaarinen funktionaali
ly : My — Rsiten, ettd [;(u) = [(u) kaikilla v € M ja |l;(w)] < p(w) kaikilla
w € M.

Todistus. Jos x,y € M, niin pétee

Uz) = U(y) = Uz —y)
<plx—y)
<plx+2z)+p(-y—2)
=p(z+2)+p(y+ 2).

Siispa
—p(y + 2) — Ul(y) < p(x + z) — l(z) kaikilla z,y € M,
joten
;gﬁ{—p(y +2) =)} <plx+z) - ().
Edelleen,

sup {—p(y +2) — U(y)} < inf {p(x+2) — (=)}
yeEM xE

mistd seuraa, ettd on olemassa c € R siten, ettd

—p(y+2) = ly) <c<p(xr+z)— () kaikilla z,y € M. (%)

Josw € My = M @ span {z}, niin w = u + Az, missd v € M ja A € R ovat
yksikésitteiset. Maaritellaan /; : My — Rasettamalla i1 (w) = l1(u+Az) := I(u)+Ae.
Talloin Iy € M ja Iy (u) = I(u) jokaisella u € M.

Viite: |11 (w)] < p(w) kaikilla w € Mj.
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Tapaus A = 0 on selvé, koska |I(u)] < p(u) kaikilla v € M. Olkoon A # 0. Epa-
yhtéloparista (*) seuraa valitsemalla z = A™'u = y € M, ettd

—pA " tu+2) —IA) <e <p(Aru+ 2) — (A ), kunu € M.

Siten ) .
_Wp(“ +Az) - XZ(U) <e< —plu+Az)— <l(u)
mika on yhtapitavaa
1 1 1
—— < — <

kanssa. Edelleen, patee

c+ %l(u) = %(l(u) + Ae) = %ll(w),

joten

Stis |11 (w)| < p(w). 0

Todistamme seuraavaksi yhden funktionaalianalyysin peruspilareista: Hahn-Ba-
nachin Lauseen. Todistus kayttaa hyviksi Zornin lemmaa. Tétd lemmaa ei varsi-
naisesti tarvitse todistaa, silld se on yhtdpitdva valinta-aksiooman kanssa. Valinta-
aksiooma puolestaan on riippumaton joukko-opin muista aksioomeista, joten se
on otettava aksioomana mukaan.

Zornin Lemma. Olkoon M +# () osittain jarjestetty joukko. Oletetaan, ettd jokaisella
joukon M taysin jarjestetylld osajoukolla on ylaraja. Talloin joukossa M on ainakin
yksi maksimaalinen alkio.

Lause 8.5 (Hahn-Banach). Olkoon X R-vektoriavaruus, olkoon M avaruuden X
vektorialiavaruus, olkoon p seminormi avaruudessa X ja olkoon [ sellainen line-
aarinen funktionaali M — R, ettd |l(u)| < p(u) kaikilla v € M. T4lloin on ole-
massa sellainen funktionaali I; : X — R, ettd I(u) = {1(u) jokaiselle v € M ja
[11(z)| < p(z) kaikilla z € X.

Todistus. Jos h on jokin funktio, joka on maaritelty jossakin avaruuden X osajou-
kossa, niin merkitdan sen maarittelyjoukkoa symbolilla D(h). Olkoon

&€ = {h : D(h) on avaruuden X lineaarinen aliavaruus, M C D(h),
h : D(h) — R on lineaarinen , i on funktion [ jatko ja
|h(x)| < p(x) kaikilla x € D(h)}.

Selvisti £ £ 0, silld | € £.Jos hi, ha € £, niin merkitdan

h1 o hs jos ja vain jos D(h1) € D(hz) ja ha|ph,)= h1-
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Merkintéd hs|p(n,) tarkoittaa funktion ho rajoittumaa joukkoon D(hy). Nyt (€, )
muodostaa osittain jarjestetyn joukon, eli

1. h < h kaikilla h € €,
2. ]OS h1 o ho ja ho o hq ]oﬂlekm hl, hs € g, niin hy = ho.
3. Jos hy o hgja he o hgjoillekin hq, ho, hs € &, niin hy o hg.

Olkoon nyt G = {h; : i € I} jokin joukon & tdysin jirjestetty osajoukko, eli jos
h,g € G, niin joko h g tai g x h. Asetetaan

D(h) = | J D(hi) ja h(z) = hs(x) jos & € D(h;).
iel

Koska G on tdysin jarjestetty, seuraa, ettd D(h) on avaruuden X vektorialiava-
ruus. Lisdksi h on hyvin médaritelty: jos x € D(h;) N D(h;), niin h(zx) = hi(z) ja
h(xz) = h;(z). Koska G on taysin jarjestetty, niin h; on funktion h; jatko, tai kaan-
tden. Kummassakin tapauksessa h;(x) = h;(z). Edelleen on selvaa, ettd h on line-
aarisen funktion [ jatko ja |h(z)| < p(z) kaikilla z € D(h). Taten h; x h kaikilla
i € I,joten h € £ onjoukon G ylaraja.

Nyt Zornin Lemmasta seuraa, ettd joukossa £ on ainakin yksi maksimaalinen alkio
[:D(l) - R.Jos D(I) # X, niin on olemassa z € X \ D(!). Lemman 8.4 nojalla on
olemassa lineaarinen [ : D(I) @span {z} := D(I) — Rsiten, ettd I(z) = I(z) kaikilla
z € D(1)ja |l(z)] < p(x) kaikilla 2 € D(I). Nain ollen [ € £jal o I. Mutta [ # I,
joten  ei ole joukon £ maksimaalinen alkio. Tdma on ristiriita, joten D(l) = X ja l
on etsitty lineaarinen funktionaali X — R. O

Huomautus Lause 8.5 patee myos kun K = C. Tapaus K = C palautetaan reaali-
selle versiolle.

Seuraus 8.6. Olkoon X normiavaruus, M C X vektorialiavaruusja h € M*. Tél-
16in on olemassa | € X* siten, ettd (u, h) = (u, () kaikilla w € M ja ||h]| = ||I||.

Todistus. Maaritelladn seminormi p avaruudessa X asettamalla p(z) = ||z||||k|| kun
x € X. Talloin
[(u, h)| < Jlulll|]] = p(u) kun u € M.

Lauseen 8.5 nojalla on olemassa [ € X siten, ettd (u,h) = (u, ) kaikilla v € M ja
[{z,1)] < p(z) = ||z||||h|| kaikilla z € X.Siten on jatkuva,joteni € X*ja ||I|| < | h]|.
Toisaalta,

[kl = sup [(u, h)| = sup [(u, D] < sup |(z,[)] = [lI]],

llull<1 llull<1 llzll <1
ueM ueM zeX
joten itse asiassa ||| = ||{||. O

Lause 8.7. Olkoot X normiavaruus ja M C X aito vektorialiavaruus. Edelleen,
olkoon zy € X siten, ettd d = inf{||zg — u|| : v € M} > 0. Talldin on olemassa
[ € X* siten, ettd [(M) = {0}, l(zo) = dja||l| =1.
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Todistus. Selvasti Y := M @ span {zo} on avaruuden X vektorialiavaruusja M C
Y.Jos z € Y, niin z = v + Azo, missd u € M ja A € K ovat yksikasitteisid. Maari-
telladn lineaarinen funktionaali h : ¥ — K kaavalla h(z) = Ad. Koska A = 0 jos ja
vainjos z € M, ja talloin h(z) = 0, niin A(M) = {0}. Olkoon A # 0. Talloin pétee

u
{2, k)| = |Ad] < [M[l5; +@oll = [lu+ Azol| = [[=]],
joten ||A]| < 1.

Todistetaan, etté ||h|| = 1. Olkoon € > 0. Koska d = inf{||zg — u|| : w € M}, niin on
olemassa sellainen u € M, ettd ||xo — u|| < d + €. Nyt patee

[{zo — u, h)| = [(zo, h)| = d,

joten

To— U d d €
hl| = sup [(z,h)| > |{———— h)| = > =1——-,
[A]] ”Z”%K )| |<on_u|| )| Too—ull - d1e R
z€Y

joten ||h|| > 1. Nyt voimme soveltaa Seurausta 8.6, josta seuraa ettd on olemassa
I € X*, jolle (z,l) = (x,h) kaikille z € Y ja ||I|| = ||h|. Talloin siis (M) = {0},
(20, 1) = {xo, h) = dja ||| = 1. O
Seuraus 8.8. Olkoon X normiavaruus ja zy € X, zo # 0. Télloin on olemassa
[ € X* siten, ettd (xo,1) = ||zo| ja ||I|| = 1.

Todistus. Olkoon M = {0}, jolloin ||zo]| = ||zo — O] := d > 0 ja viite seuraa
Lauseesta 8.7. O

Seuraus 8.9. Olkoon X normiavaruusja z € X. Talloin

] = sup{[{z, )] : L € X, [lI]] <1}

Todistus. Jos ! € X*ja ||| < 1, niin
[, O < 12 < ],

joten

sup |(z, )| < [|].
<1
lex™

Jos x = 0, niin

|z = 0= sup [(z,D)],
<1
lex*
joten voimme olettaa, ettd = # 0. Seurauksen 8.8 nojalla on olemassa [ € X* siten,

ettd |(z, )| = ||z| ja ||I|| = 1, joten
]| < sup [{z,1)].

<1
lex™
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Seuraus 8.10. Jos X on normiavaruus ja z € X on sellainen, ettd (x,[) = 0 kaikilla
l e X*, niinz = 0.

Todistus. Edellisen seurauksen nojalla

]l = sup [{z,1)] =0,

<1

lex”
joten z = 0. O
Esimerkki. On olemassa sellainen jatkuva lineaarinen [ : (> — R, ettéd ||/|| = 1 ja

l(z) = limp oo o, kaikilla z = (x)$2, € ¢, missd
c={x = (vx)jey : lim x on olemassa }
k—o0
on suppenevien jonojen avaruus varustettuna sup-normilla.

Olkoon h(z) = limg_.co  kun x = (x)72; € c. Selvisti h : ¢ — R on lineaarinen.
Lisaksi

[h(z)| = | lim x| < suplag| = ||z
k—o0 keN

kaikilla z = (z;)52, € ¢, joten h on jatkuvaja ||h|| < 1. Lisdksi |h(1,1,1,...)] =1,
joten ||h|| = 1. Hahn-Banachin Lauseen nojalla on olemassa jatkuva lineaarinen
funktionaali ! : ¢>° — Rsiten, ettd ||l = ||h]]| = 1jal(z) = h(z) = limk_co T, kun
x = ()2, €c



Luku 9

Operaattorin transpoosi ja adjungaatti

Olkoot X ja Y normiavaruuksia, joilla on skalaarikunta K.

Olkoon T' € L(X,Y), eli T on jatkuva lineaarinen operaattori. Jos [ € Y*, niin
yhdistetty kuvaus [oT" : X — K on jatkuva lineaarinen funktionaali, eli [0 T € X ™.
Merkitaan
T'l:=1oT.
Nyt siis
T'l(z) = (loT)(z) = (Tx), eli (x,T'l) = (T'x,l)

kunz € X jal € Y*. Diagrammina saamme
X - r Y
jk\ /
K
Pitden vektoria [ € Y™ muuttujana toteamme, ettd ehto | — 7"l maérittelee ku-

vauksen 7" : Y* — X*.

Maiiritelmd 9.1. Edelld konstruoitua kuvausta 7”7 : Y* — X* sanotaan operaatto-
rin T' transpoosiksi.

Lause 9.2. Olkoot X ja Y normiavaruuksia ja ' € L(X,Y). Talloin transpoosi
T € L(Y*, X*) on jatkuva lineaarinen operaattorija ||77| = || 7.

Todistus. T on lineaarinen: Olkoon [,u € Y*, o, 8 € K sekd x € X. Talloin

(2, T'(al + Bu) > =< Tz, al + Pu)
a(Tx,l) + B(Tz,u)
alx, T'l) + B{x, T'u)
(x, Tl + BT"u),

joten T'(al 4 fu) = oT'l + BT u.

62



LUKU 9. OPERAATTORIN TRANSPOOSI JA ADJUNGAATTI 63

T on jatkuva: Olkoot [ € Y*ja z € X. Talloin
[, T'D| = (T2, D] < [UIT]| < [T ]|,

joten
171 = sup |(z, TD] < [ Tl[|2]

lzll<1
zeX

kun ! € Y*. Nédin ollen 77 : Y* — X* on jatkuva lineaarinen operaattori. Tésta
seuraa, etta
I = sup IT"I} < [|7'].

<1
ley™

Toisaalta, Seurauksen 8.9 mukaan

[Tz|| = sup (Tz,1)|
<1
ley™

= sup [(z,T"1)|
lle<1
ley*

< sup |||«
lle<1i
ley™

= 17"[[ll]

jokaiselle z € X. Nain ollen ||T'|| < ||7”]|,ja siten ||T'|| = |T”|. O

Tarkastelemme nyt Hilbertin avaruuden H rajoitettua operaattoria T’ € L(H). Jos
y € H on kiinnitetty vektori, niin kuvaus « — (T'z | y), missd (- | -) on avaruuden
H sisatulo, médrittelee duaalin H* alkion. Frechet-Rieszin Lauseen nojalla on siis
olemassa yksikésitteinen z € H, jolle

(Tz | y) = (x| z) kaikilla z € H.

Madrittelemme nyt kuvauksen 7 : H — H, jota nimitdmme operaattorin 7" ad-
jungaatiksi, asettamalla T*y = z, eli

(Tz | y) = (x| T"y) kaikilla z,y € H.

Jos nyt korvataan y lineaarikombinaatiolla «1y1 + oy, saadaan kaikille x € H,
etta

(x| T (a1yr + asye)) = (T'x | a1y2 + asys)
=ai(Tx [ y1) + (T | yo)
=ai(z | T*y) + @z | T"yo)

= (z | aaT*y1 + aT™ys).
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Siis T*(a1y1 + a2y2) = a1T*y1 + asT*ys, joten T* on lineaarinen. Kayttamalla
tuttua kaavaa
Iyl = I )|l = sup (= | y)]
llz] <1
x€H
saamme edelleen
sup ||[T"z|| = sup sup |(y | T"x)|
flzl|<1 lzl|<1 |lylI<1
zeH xeH yeH
= sup sup |(x|Ty)|
lyll<1llz]<1
yeEH zxeEH
= sup [Ty
[lyll <1
yeH

=[IT]|.
Tésta nahdaan, ettd T on rajoitettu operaattori, eli 7* € L(H), ja

1T = Sup [T%|| = [IT]].
g

Olemme todistaneet:
Lause 9.3. Jos H on Hilbertin avaruusjaZ € L(H), niin T* € L(H)ja | T*|| = | |-
JosT,S € L(H)ja a, 5 € K, niin ndhd&én helposti, ettd
(T + BS)* =al™ + 3S*.
Siis kuvaus T' — T on konjugaattilineaarinen isometrinen kuvaus L(H) — L(H).

Edelleen, kaikille z,y € H patee

(TS)z|y) = (y | (T'S)*x)
=TSy |z)=(Sy|T*x)
= (y| §*T*z)
= (S"T"z | y),
joten saamme
(TS =8*T".

Jos merkitsemme (7*)* := T**, niin kaikille z,y € H péatee

Tz |y) = (y | Tz) = (T*y | 2) = (¢ [ T"y) = (T [ y).

Tasta seuraa, etta
T** — T

On helppo todeta, etta
I"=1TIja0" =0.
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Lause 9.4. Hilbertin avaruuden H operaattori T' on kddntyva avaruudessa L(H)
jos ja vain jos T* on kadntyva avaruudessa L(H). Tallgin (7)1 = (T—1)*,

Todistus. Jos operaattorilla 7' on rajoitettu inverssi -1, niin 771 = 7717 = I,
joten (T=Y)*T* = (TT~YH* = I* = [jaT*(T~Y)* = (I'"'T)* = I* = I. Tama
osoittaa, ettd operaattorilla 7* on rajoitettu inverssi (7)1 = (T=1)*.

Kééntden, jos operaattorilla 7" on rajoitettu inverssi, on sellainen my6s operaatto-
rilla T = (T)*. O

Sanomme, ettd operaattori 7' € L(H) on itseadjungoitu, jos T* = T’; unitaari, jos
TT* =T*T = I,ts. T* = T~'; normaali, jos TT™ =TT
Jos T' € L(H) on unitaari, niin kaikille z,y € H pétee

(Tz [ Ty) = (T"Tx | y) = (z [ ).
Erityisesti (Tx | Tx) = (z | ), eli [|[Tz|| = ||z| kaikilla x € H. Téten ||T|| = 1.
Kaikki itseadjungoidut ja unitaarit operaattorit ovat normaaleja.
Edelleen, jokainen operaattori T € L(H) voidaan esittdd muodossa

T =T+ 115,

missa

1 1
Ty ==(T+T"jaTy = —(T —T*)

=3 2
ovat itseadjungoituja. On helppo todeta, ettd 7" on normaali jos ja vain jos T ja 1>
kommutoivat, eli 711> = T5T7.

Adjungaatin ja transpoosin yhteys

Olkoot H; ja Hy Hilbertin avaruuksiaja T € L(Hy, Hs). Talloin
T :Hy — Hy

on maédritelty kaavalla
T'(l) =ujal(Tx) = u(x),

missd ! € Hy,u € H{ jaz € H;.
Saamme nyt Frechet-Rieszin Lauseen nojalla, etta

u(z) = (z | z0), o € Hi,
I(y) = (y | vo), yo € Ha,
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missd xo ja yo ovat yksikésitteisesti méaériteltyja. Nain ollen voimme maéaéritelld
seuraavat operaattorit:

Ay :H{ — Hy

U — To

A2 H; — H2

I — yo.

Olemme aikaisemmin todistaneet, ettd A; on isometrinen konjugaattilineaarinen
bijektio, kuten on myos A,.

T
H = H

AIT ’ TAQ

T/
* *
Hf <—— H;

Yhdistetty operaattori
S:=AT'A;' : Hy — H, toteuttaa Syo = zo.

Téssa S on lineaarinen, koska se siséltaa kaksi konjugaattilineaarista kuvausta seka
lineaarisen kuvauksen 7”. Edelleen,

(Tx [ yo) = U(Tw) = u(z) = (z | w0) = (= | Syo)
kaikilla z € Hy ja yo € Ho.
Oletetaan nyt, ettd H; = Hy = HjaT € L(H). Talloin saadaan
T = AT'A™!

ja

17| = AT A7 = 17| = |7l
koska A = A; = A, on isometrinen.
Huomaa erot operaattoreiden 7 ja T” valilla:

(aT) = o1’ mutta (aT)* =aT™*
seka tietysti 7% : H — HjaT': H* — H*.
Esimerkki. a) Olkoon f € C[0, 1]. Médritelldaan M, € L(L?[0,1]) kaavalla

(Mrg)(t) = f(t)g(t)-

Talldin M} = M.
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Todistus. Olkoot g, h € L?[0,1]ja k = (My)*h. Talloin
(Msg | h) = (g | k),

eli

1 1
/f(t>g(t)h(t)dt=/ g(t)k(t)dt.
0 0

Tama patee, kun f(t)h(t) = k(t), eli k(t) = f(t)h(t). Taten (M;)*h = k = fh, joten
M}‘ = Mf' O

b) Jatkuva lineaarikuvaus 7' : X — Y on dérellisasteinen, jos on olemassa sellaiset
funktionaalit [, . ..,[, € X*ja vektorit yi,...y, € Y jollakin n € N, etta

n

k=1
kun z € X. Maarataan tillaisen kuvauksen 7' transpoosi T": Jos u € Y*jaz € X,

niin

(Tx,u) =< Z(:c,lk>yk,u >
k=1

= <xalk><yk»u>
k=1

= <.7}, Z<ykv u>lk>

k=1
= (z,T'u).

Koska tdma on voimassa kaikilla z € X, niin

n

T'u= Z(yk,uﬂk.

k=1

Siispa transpoosi 77 : Y* — X* on myos dérellisulotteinen.
Refleksiiviset normiavaruudet

*

Olkoon X normiavaruus ja X* sen duaali. Edelleen olkoon (X*)* := X** normia-

varuuden X biduaali.
Jos z € X, voimme maaritelld upotuskuvauksen

ix: X - X" zix(x),
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missd ix (z)l = l(z), kunl € X*.

Kuvaus ix (z) on lineaarinen funktionaali. Se on mydskin jatkuva, koska
lix(x)l| = |l(z)] < |||l kaikilla l € X™*.

Siten ix (z) € X** kaikilla z € X. Kuvaus ix on myoskin lineaarinen. Seurauksen
8.9 nojalla saadaan

lix ()| = sup ||ix(x)l]] = sup [{z,1)| = ||=|| kaikilla z € X.
<1 <1
lex™ lex™
Naiin ollen olemme todistaneet:
Lause 9.5. Olkoon X normiavaruus. Upotuskuvaus ix : X — X**, z — ix(z), on
isometrinen lineaarikuvaus.

Huomautus Tdméan vuoksi on tapana samaistaa avaruudet X ja ix(X) ja siis tul-
kita X biduaalinsa aliavaruudeksi, eli X C X**.

Mairitelmid 9.6. Olkoon X normiavaruus. Jos upotuskuvaus ix : X — X** on
surjektio (eli bijektio), niin X on refleksiivinen.

Refleksiivisyys merkitsee sitd, ettd X = X**. Erityisesti refleksiivinen avaruus on
taydellinen.

Huomautus Normiavaruus X on refleksiivinen jos ja vain jos jokaisella v € X**
on olemassa = € X siten, ettd u(l) = I(z) kaikilla [ € X*.

Lause 9.7. a) Refleksiivisen avaruuden suljettu aliavaruus on refleksiivinen.

b) Banachin avaruus X on refleksiivinen jos ja vain jos X* on refleksiivinen.

Todistus. a) Olkoon X refleksiivinen ja olkoon M C X suljettu aliavaruus. Tie-
detdédn, ettd upotuskuvaus ix : X — X** on surjektio. Pitda siis todistaa, ettd
iy M — M** on surjektio.

Tarkastelemme inkluusiokuvausta j : M — X, sen transpoosia j' : X* — M*,ja
vield timéan transpoosia j” : M** — X**. Kuvaukset muodostavat diagrammin

M IA— e
_—

I %

X X"

Huomataan, ettd kaikilla [ € X* yhdistetty kuvaus [ o j on kuvauksen [ rajoittuma
aliavaruuteen M. Néin ollen

(1,3" (W) = (Lo ') = (7'(1),u) = (Lo j,u) = (In,u)



LUKU 9. OPERAATTORIN TRANSPOOSI JA ADJUNGAATTI 69

jokaiselle w € M**, joten j** on kuvaus M** — X** : v — [l — u(l|pr)]. Olkoon
u € M**. Koska X on refleksiivinen, on olemassa z € X siten, ettid

I(x) = 7" (u)l = u(l| ) kaikilla l € X*.

Jos z ¢ M = M, niin Lauseen 8.7 (katso Lause 2.26) nojalla on olemassa | € X*
siten, etta
lm=0jal(z)=1.

Talloin olisi 1 = I(x) = u(l|ar) = 0. Taytyy siis olla z € M. Alkiolle = patee
iv(x) =wu, eli (v,ip(x)) = (v,u) kaikillav € M*,

joten i5s on surjektio. Nimittain, jos v € M*, niin Hahn-Banachin Lauseen nojalla
on olemassa [ € X* siten, ettd [| ;= v. Taten

u(v) = u(l|p) = U(z) = v(x).

b) Jos X on refleksiivinen, niin X = X**ja X* = (X**)* = ((X*)*)* = (X*)**. Jos
X on Banachin avaruus ja X* on refleksiivinen, niin myoskin X** on refleksiivi-
nen. Koska X = ix(X) on avaruuden X ** suljettu aliavaruus, saadaan a)-kohdan
nojalla ettd X on refleksiivinen. O

Huomautuksia a) Refleksiivisyyden maaritelméssa kanonisen upotuksen i x rooli
on keskeinen: on nimittdin olemassa ei-refleksiivinen Banachin avaruus X jolle
X ja X** ovat lineaarisesti isomorfisia (eli on olemassa lineaarinen isomorfismi
a: X — X*).

b) Esimerkiksi kaikki Hilbertin avaruuden ja kaikki déarellisulotteuiset normiava-
ruudet ovat refleksiivisia.

¢)Jos 1 < p < oo, niin ¢? on refleksiivinen: (¢7)* = (9, missa 1/p+1/¢ =1, ja

(@,0) = xryn,
k=1

kun z = (z)32, € P, 1 = ()3, € ¢9.Siis igp : P — (£P)** = (P on identtinen
kuvaus.

d) Sen sijaan esimerkiksi avaruus ¢ ei ole refleksiivinen.
Lemma 9.8. Olkoon T € L(X,Y’), missd X ja Y ovat normiavaruuksia. Talloin

T/,Oix :iyOT.

Todistus. Kaikillaz € X jal € Y* patee

T"(ix (2))l = (ix(x) o T')l = ix(x)(l o T) = UT () = iy (T(x))L,
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joten diagrammi

kommutoi.
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Luku 10

Kompaktit operaattorit ja niiden spektri

Spektri

Olkoon X Banachin avaruus. Luku A € K on jatkuvan operaattorin T' € L(X)
spektraaliarvo jos AI — T ei ole kddntyva avaruudessa L(X), ts. operaattorilla
M —T : X — X eiole jatkuvaa kddnteiskuvausta. Operaattorin 7' € L(X) spekt-
raaliarvojen muodostama joukko on operaattorin T spektri ja sitd merkitaan o (7).
Edelleen, kaytamme merkintaa

InvL(X) ={T € L(X) : T on kéddntyva avaruudessa L(X)},

ja ndin ollen
o(T)={AeK: X -T ¢ InvL(X)}.

Luvut A € K, joille AI — T" on kdédntyvd, ovat operaattorin 1" sddnnollisid arvo-
ja. Niiden muodostamaa joukkoa kutsutaan operaattorin 1" resolventtijoukoksi ja
merkitddn p(T) =K\ o(T).

Avoimen kuvauksen lauseen perusteella A\I — T" on kédédntyvd jos ja vain jos se on
bijektio, joten

A € o(T) & A — T eiole injektio tai ei ole surjektio.

Operaattori AI — T ei ole injektio, jos ja vain jos on olemassa = # 0 siten, ettd
(AT —T)x =0, ts. Tx = Az. Tallaisia vektoreita x kutsutaan operaattorin 7" € L(X)
ominaisvektoreiksi ja vastaavia lukuja A operaattorin 7' € L(X) ominaisarvoiksi.

Esimerkki. a) Jos dim X < oo, niin A\l — 7' : X — X on bijektio jos ja vain jos
Al — T on injektio. Téten A € o(T") jos ja vain jos A on operaattorin ' ominaisarvo.
b)Jos X = R?jaT = T4, missi

(%)
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niin o(T') = 0.
¢) Olkoon ¢ € C0, 1] ja olkoon M, : C[0,1] — C[0, 1] maaritelty f — ¢f. Talloin

[Mo|l = sup_fleflloo = ll¢ oo
11l <1
JECI0,1]

joten M, on jatkuva. Olkoon A € K\ (][0, 1]). Talloin

1
P(t) = ,t€0,1],
()= 3=y t € 0.1
on hyvin madritelty jatkuva funktio valilla [0, 1], joten ¢» € C[0, 1]. Edelleen,
- _ RSl
My(\ = Mp)f =AMy — =) f = 3= f =

kun f € C[0,1],joten My, = (A — M,)~1ja X ¢ o(M,). Téten
o(Mg) € ¢([0,1]).

Kéaéntden, oletetaan, ettd A € ¢([0,1]), mutta A ¢ o(M,). Olkoon fo(t) = 1ja
W = (\I — M,,) fo. Tallgin

A =@y =M = Mp)y = fo=1.
Tama on ristiriita, koska A\ € (|0, 1]). Siis
o(My) = ([0, 1]).
Seuraava lause ei pade reaalisille Banachin avaruuksille, ei edes darellisulotteisille.

Esimerkiksi tason kierrolla ei valttamattd ole lainkaan ominaisarvoja. Katso esi-
merkki (b).

Lause 10.1. Olkoon X # {0} kompleksinen Banachin avaruus. Jatkuvan operaat-
torin T' € L(X) spektri on epatyhja ja kompakti kompleksitason osajoukko.

Todistusta varten tarvitsemme aputuloksia.
Lemma 10.2. Olkoot X Banachin avaruusja T € L(X). Talloin

o(T) C{r e K: (A < [|IT]]}.

Todistus. Olkoon A € K sellainen, etté |\ > ||T]|. T4lloin

1 1
FDI=15T1 <1,

1= -5

joten Lauseen 5.8 nojalla
T
M—-T=XI- X) € InvL(X).

Siis A € p(T'), elijos A € o(T), niin |A| < ||T]|. O
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Lemma 10.3. Olkoon X Banachin avaruus. Télloin InvL(X) on avaruuden L(X)
avoin osajoukko.

Todistus. Olkoot T € InvL(X)ja S € L(X) sellaisia, ettd

1
S-T| <
| | T

Tallsin |1 —T71S|| = |[T-YT — 9)|| < 1,joten T~1S € InvL(X), taas Lauseen 5.8
nojalla. Taten S = 7715 € InvL(X). O

Lemma 10.4. Olkoot X Banachin avaruusja T € L(X). Talloin o(T") on avaruuden
K suljettu osajoukko.

Todistus. Olkoon A € p(T),ts. \I =T € InvL(X). Lemman 10.3 nojalla on olemassa
e > O siten, ettd S € InvL(X) aina, kun [|A — T — S]] < . Olkoon nyt p € K
sellainen, ettd |\ — p| < e. Tallgin

A =T) = (I =T)|| = A —pl <,

joten uI —T € InvL(X)ja pu € p(T). Taten p(T") on avaruuden K avoin osajoukko,
mistd seuraa, ettd o(T") = K\ p(T) on suljettu. O

Lemma 10.5. Olkoot X Banachin avaruus ja (7,,)52; jono avaruudessa InvL(X)
joka suppenee kohti operaattoria I’ € InvL(X). Tallgin lim,,_.o, 7, ' = 7! Banac-
hin avaruudessa L(X).

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd sup,,cy||7, || < oo. Koska 7;,7~! — I avaruudessa
L(X) kun n — oo, niin on olemassa N € N siten, etti
|l —T,T7' <1/2kunn > N.

Lauseen 5.8 mukaan

=Y (I-7,77") kunn > N,
k=0

joten

ITT M = (T )7 <> =T <2
k=0
kaikille n > N. Nain ollen

1T < 1T M7, Y < 2177 kunon > N.
Koska
[T =T = T, (T = To)T | < 1T T = Tl | 7]

kaikille n > N, saadaan, ettd lim,, ., T}, = 7~ ! avaruudessa L(X). O
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Lauseen 10.1 todistus: Lemmojen 10.2 ja 10.4 nojalla on selvd, ettd o(7") on kom-
pakti (avaruuden X ei tarvitse olla kompleksinen). Spektrin osoittaminen epétyh-
jaksi on todistuksen hankalin osa.

Tehd&an antiteesi: o(T') = 0, eli \ — T € InvL(X) kaikilla A € C.
Olkoon | € L(X)* ja méadritellaan

f:C—=C A= -T)Y.
Olkoon h € C\ {0}. T4lloin

w = %Z(O\I +hI=T)"" = (A =T)7")

= %l((AI +hI —T) (A =T) — (A +hI —T))N -T)™")
—hI
= —I(M+hI-=T)" YN =T)71).

Lemman 10.5 nojalla (A + hI —T)~! — (A —T)~! avaruudessa L(X) kun h — 0.

Nadin ollen
fA+h) = f(V)
h
Kuvaus f on siis koko kompleksitasossa méaaritelty analyyttinen funktio. Koska
I — AT — I avaruudessa L(X) kun || — oo, saadaan Lemman 10.5 nojalla, ettd
(I —X\~'7)~! — I avaruudessa L(X) kun |\| — oo. Téaten

— — (M= T)"?) kun h — 0.

FOU = ;l((I—/\‘lT)‘l) 5 0 kun [A] - oo. )

Koska f on myos jatkuva, seuraa tdstd, ettd f on rajoitettu. Kompleksianalyysista
tunnetun Liouvillen Lauseen nojalla koko kompleksitasossa maaritelty rajoitettu
analyyttinen funktio on vakio. Tama tarkoittaa (*) nojalla, ettd f = 0. Erityisesti

Koska [ € L(X)* oli mielivaltainen, saamme Seurauksen 8.10 mukaan, ettd 7! =
6, mikd on mahdotonta. Siis operaattorin T" spektri ei voi olla tyhja. O

Enempaii ei voi yleisesti sanoa jatkuvan lineaarisen operaattorin spektrista.

Hilbertin avaruuden lineaariset operaattorit

Lause 10.6. Olkoot H kompleksinen Hilbertin avaruus ja 7' € L(H). Talloin T on
itseadjungoitu jos ja vain jos (T'z | ) € R kaikillaz € H.



LUKU 10. KOMPAKTIT OPERAATTORIT JA NIIDEN SPEKTRI 75

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 7* = T'. Talldin

(Tz | z) = (x| Tz) = (Tz | z) kaikilla z € H.
Néin ollen (Tx | ) € R kaikilla z € H.
Oletetaan sitten, ettd (Tx | ) € R kaikilla x € H. Olkoot z,y € H ja A € C. Talloin
Tz +y) | Az +y) = (Tz | ) + XLz | y) + MLy | 2) + M (Ty | y)
on reaalinen. Tastd seuraa, etta

MTy | 2)+NTw | y) = Nz | Ty) + My | T)
= NIz | y) + ATy | 2).

Kun A = 1ja A =1, saadaan
(Tylz)+ (T |y) = T"x [y) + (T"y | z)
ja
i(Ty | x) —i(Tz | y) = —i(T"x | y) +i(T"y | ).

Edelleen, tista seuraa

{(Ty | @)+ (Tx |y) = (T*x | y) + (T*y | o),
Ty|x)— Tz |y)=—(T"x|y)+ (T"y | z),

joten 2(Ty | ) = 2(T"*y | «) kaikilla z,y € H. Néin ollen ((T' —T*)y | ) = 0
kaikilla z,y € H, joten " = 1. O
Lause 10.7. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon 7' € L(H) itseadjungoitu. Tal-
16in

[Tl = sup [(Tz | z)].

lzll<1
r€EH

Todistus. Olkoon

M := sup [(Tz | z)|.
llzll <1
reH

Selvasti M < ||T||. Olkoot z,y € H siten, ettd ||z|| < 1ja|jy| < 1. Talldin

(T(z+y) |wty) = (Ta|2)+ Tz | y) = Ty |2) + Ty | y)
— (Ta|2) = (Ta | y) = (y | T*2) + (Ty | y)
— (T | 2) £ 2Re(Tx | y) + (Ty | y)

joten
(T(@+y) [z+y) - (T(@—y)[z—y) =4Re(Tz | y).
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Edelleen,
ARe(Tx | y) < M(||z + ylI* + ||z — ylI*) = 2M (||=]* + [[y]|*) < 4M

Olkoon A € K siten, ettd |A\| = 1ja (Tz | y) = A|(Tz | y)|- Korvataan vektori =
vektorilla Az ylla olevassa epayhtilossi, jolloin saadaan

(Tz | y)l = NIz |y) = (T(Az) | y) < M.
Jokaiselle z € H,jolle |z|| < 1, saadaan nyt Fréchet-Rieszin Lauseen nojalla, ettd

|Tz| = sup [(Tz | y)| < M.
llyll<1
yeH

Taten ||T']| < M. O

Seuraus 10.8. Oletetaan, ettd H on kompleksinen Hilbertin avaruusija T € L(H).
Jos (Tz | x) = 0 kaikilla z € H, niin T = 6.

Todistus. Koska (T'z | ) = 0 € R kaikilla z € H, niin T on itseadjungoitu Lauseen
10.6 nojalla. Lauseen 10.7 nojalla |T'|| =0, eli T = 6. O

Kompaktit operaattorit

Maiiritelma 10.9. Olkoon X Banachin avaruus,. Operaattori T € L(X) on kom-
pakti, jos jokaisen rajoitetun jonon (z,)52; C X kuvajonolla (T'z,)52; € X on

n=1 n=1

suppeneva 0sajono.

Lauseen 1.21 mukaan operaattorin 7' € L(X) kompaktiudelle yhtédpitdvia ehtoja
ovat lisdksi:

(1) Yksikkopallon By = B(0, 1) kuva T'(By) on relatiivikompakti, ts. T'(By) C X
on kompakti.

(2) Yksikkopallon By kuva T'(Bx) on prekompakti, ts. jokaiselle e > 0 on olemassa
aarellinen joukko {y1,...,yn} C T(Bx) siten, ettd

T(Bx) € | Blyk ).
k=1

Huomautus Jos 7' € L(X) on kompakti, niin 7'(X) ja T'(X) ovat separoituvia.
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Todistus. Jos r € N, niin T(B(0,7)) C X on kompakti. Télloin Lauseen 1.20 nojalla

T(B(0,r)) on separoituva. Koska T(X) = U2, T(B(0,r)) on numeroituva yhdiste

separoituvia joukkoja ja T(B(0,7)) C T(B(0,7)), seuraa, ettd T'(X) ja T'(X) ovat
separoituvia. O

Esimerkki. 1. Operaattori on dérellisasteinen jos kuvajoukko 7'(X) on &dérelli-
sulotteinen. Selvasti jokainen darellisasteinen operaattori on kompakti.
2. Olkoon H Hilbertin avaruus siten, ettd dim H = oo. Talloin I € L(H) ei ole
kompakti. Olkoon (x,, )52, C H ortonormaali jono. Talloin kaikille m # n,

|lzn — meQ = ||xn||2 —(Tn | Zm) — (Tm | Tn) + ||5‘7m||2 =2

joten ||z, — o] = v/2 kun m # n. Téten jonolla (Iz,,)S2, ei ole Cauchyn
osajonoa, eiké siten suppenevaa osajonoa.

Lause 10.10. Olkoon X Banachin avaruus.

(@) JosT,S € L(X) ovat kompakteja, niin summa 7" + S on kompakti.

(b) Jos edes toinen operaattoreista 7', S € L(X) on kompakti, niin 7'S on kom-
pakti

(¢) Kompaktit operaattorit muodostavat avaruuden L(X) suljetun osajoukon
operaattorinormin suhteen.

Yksityiskohdat jatetdan harjoitustehtdvaksi viimeista kohtaa lukuunottamatta.

Todistus. (c) Olkoon (7},)22; C L(X) jono kompakteja operaattoreita siten, ettd
|75 — T'|| — 0 kun n — oo jollekin 7" € L(X). Olkoon (z;)32, C X rajoitettu jono
avaruudessa X, eli on olemassa M > 0 siten, ettd ||z;|| < M kaikille j € N. Koska
Ty on kompakti, jonolla (T1z;)32; € X on suppeneva osajono. Merkitaan kyseis-
td jonon (z;)32, osajonoa (r1,;)52,. Koska 7> on kompakti, jonolla (T>z1,;)32; on
suppeneva osajono. Merkitdan titd osajonoa (z2;)32,. Néin jatkamalla saadaan
jokaiselle m € Njono (z.m,;)52,; C X siten, ettd jono (T7,m,;)72, suppenee. Asete-

taan y; := z; ; kun j € N. Tall6in jono (13,y;)52, suppenee kaikilla m € N. Nyt
1Ty; = Tyell < 1Ty; = T [l + 1 Tons = Tkl + 1T — Tyl

<N = Toallly; | + 1Ty — Tyl + 1 Ton — Tl |y
< 2JM’”T - Tm” + ”Tmyj - Tmka'

Olkoon ¢ > 0. Valitaan m € N siten, etta ||T" — T;,,|| < £/4M. Sitten valitaan N € N,
N > m, siten, ettd |Tyny; — Tmykll < /2 kun j,k > N. Talloin | Ty; — Tyx|| < €
aina, kun j, k > N. Siis (1y;)32, on Cauchyn jono ja siten se suppenee. O

Seuraus 10.11. Olkoot T' € L(X) ja (1,)%2, jono airellisasteisia operaattoreita
siten, ettd | 7, — T'|| — 0, kun n — oco. Télléin T on kompakti.

Jos X on Hilbertin avaruus, niin tima seuraus voidaan kaantaa.
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Lause 10.12. Olkoot H Hilbertin avaruus ja T’ € L(H) kompakti. Télloin on ole-
massa jono (1,,)%2 , C L(H) &éarellisasteisia operaattoreita siten, etté |7, — T'|| — 0
kun n — co.

Todistus. Olkoon € > 0. Koska yksikkopallon By kuvajoukon T'(Bp) sulkeuma
on kompakti, seuraa Lauseesta 1.21, ettd on olemassa {y1,...yn} C T(Bp) siten,
ettd jokaiselle y € T'(By) on olemassa j € {1,...,n} jolle ||y — y;|| < e. Olkoon
M = span {y1,...,yn}. Tallsin H = M @ M~ ja jokaiselle z € H on olemassa
yksikésitteinen esitys * = y + z missd y € M ja z € M*. Olkoon P. : H — M
projektio P.x = y. Télloin P. € L(H)ja || P:|| = 1. Olkoon T := P.T. Télloin T
on darellisasteinen. Koska 7). — 7. € M* kaikille x € H, saadaaan Lemman 4.10
nojalla, ettd
1Tz — Tox|| < ||Tz — Tox — ul| kaikilla v € M.

Erityisesti, u = y; — T.x € M jokaiselle 1 < ¢ < n, joten kaikille x € By on
voimassa

Tz — Tez|| < min{||Tz —y;| : j € {1,...,n}} <e.
Siis |7 — 1] <e. O

Huomautus Lausetta 10.12 vastaava vdite ei pade yleiselle Banachin avaruudelle.
(Per Enflo, 1973, on olemassa separoituva, refleksiivinen Banachin avaruus jolla ei
ole edelld mainittua approksimaatio-ominaisuutta.)

Lemma 10.13. Olkoot H kompleksinen Hilbertin avaruus ja I’ € L(H) itseadjun-
goitu. Talloin operaattorin 7" ominaisarvot ovat reaalisia ja eri ominaisarvoja vas-
taavat ominaisvektorit ovat ortogonaalisia sekd lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. Olkoon Tz = Az, missd A € Cjax € H, x # 0. Koska T' = T"*, saadaan
0=(Tz|z)—(z|Tx)= Az |z) — (x| Ax) = (A = N)|=z]>.
Koska z # 0, seuraa tastd, etti A = X, eli A € R.

Jos A, u € C ovat operaattorin 7" erisuuria ominaisarvoja ja Tz = Az, Ty = puy,
missd x,y € H, z # 0jay # 0, niin

0=Tz|y)—(z[Ty) =z |y) = (z|py) =A-n0)=|y)

Koska p € Rja A # p,niin A = = A — p # 0,joten (x | y) = 0. Jos ax + By = 0,
niin (az + By | ) = al|z||> = 0. Tastd saadaan, ettd a = 0 ja vastaavasti 3 = 0,
joten z ja y ovat lineaarisesti riippumattomia. (|
Lause 10.14. Olkoot H kompleksinen Hilbertin avaruus ja T' € L(H) kompakti ja
itseadjungoitu. T4lloin operaattorin 7" ominaisarvot muodostavat reaalisen joukon
joka on aarellinen tai numeroituva. Jalkimmaisessd tapauksessa ominaisarvojen
muodostama jono suppenee kohti nollaa.
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Todistus. Edellisen lemman nojalla kaikki ominaisarvot ovat reaalisia. Riittd4 osoit-
taa, ettd jokaiselle ¢ > 0 joukko

{\ : X on operaattorin 7 ominaisarvo ja |A| > ¢}

on ddrellinen. Tehddén antiteesi: Télloin on olemassa ¢ > 0 seké jonot (A;)32; C R
ja (.’L’j);’il - H siten, etta >‘z 75 /\j kun i 75 j, ||£)3]|| = 1, T.’L’j = /\j.’L’j ja |/\J| > ¢
kaikilla j € N. Lemman 10.13 mukaan (z; | z;) = 0 kun i # j. Taten Pythagoraan

Lauseen mukaan

|1 T2; — Taj | = | Nzs — Njgll* = [Nl + Mg > 262
Jonolla (T'z;)32, ei siten voi olla suppenevaa osajonoa. Tama on ristiriita, koska 7T’
on kompakti O
Lemma 10.15. Olkoot X Banachin avaruus ja Y sen suljettu aliavaruus. Edelleen,

olkoot T" € L(X) kompakti operaattorija A € K\ {0} sellainen, etta

nf A =T = 0
ey

Talloin Y N{z € X : Tx = Az} # {0}.

Todistus. On olemassa jono (x,,)22 ; C Y siten, ettd ||z, || = 1 kaikillan € Nja
AT — T)xy,|| — 0 kun n — oo.

Koska T on kompakti, on olemassa osajono (Tx,, )%, joka suppenee. Télloin
myods (Azp, )52, suppenee, ja koska A # 0, myds jono (z,, )72, suppenee. Olkoon
@ = limp_oo @p,. Talloinz € Y, ||z|| = L ja

Tex = lim Tx,, = )\klim Tp, = AT.

k—o00
O

Lause 10.16. Olkoon H kompleksinen Hilbertin avaruus ja T’ € L(H) itseadjun-
goitu ja kompakti. Talloin ||T'|| tai —||7’|| on operaattorin T’ ominaisarvo.

Todistus. Voimme olettaa, ettd 7' # 0. Lauseen 10.7 nojalla avaruudessa H on ole-
massa jono (z,)°2, siten, ettéd |z, | = 1 kaikilla n € Nja [(Tz,, | z,)| — ||T|| kun
n — oo. Voimme olettaa, siirtymailld osajonoon, ettd ((T'z, | x,))32, suppenee
kohti A € R (Lause 10.6). Néin ollen [A\| = ||T’|| # 0. Huomataan, etta
| — Ty || = Men — Ty | Azp — Txy)
= ||>\5En||2 =2 ATy | zn) + ||Tmn||2
—— ———— ———
=2 lzn 2 €R NN EAE
< 2N -2\ (T | ) — O

kun n — oo. Téstd seuraa, Lemman 10.15 nojalla, ettd A on operaattorin 7" ominai-
sarvo. O
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Seuraus 10.17. Olkoot H kompleksinen Hilbertin avaruus ja I’ € L(H) itseadjun-
goitu ja kompakti siten, ettd o(T") = {0}. Talloin 7' = 6.

Lause 10.18 (Spektraalilause kompaktille itseadjungoidulle operaattorille). Olkoot
H kompleksinen Hilbertin avaruus ja T' € L(H) kompakti ja itseadjungoitu ope-
raattori. Talloin on olemassa darellinen tai ddretdn operaattorin 7" ominaisvekto-
reista koostuva ortonormaali jono (z,,)32; C H ja ndihin ominaisvektoreihin liit-
tyvit ominaisarvot A, joille patee

Tz =Y An(x|zn)z, kaikilla z € H.

n=1
Jos jono (A,,)22; on déretdn, niin A,, — 0 kunn — oo.
Téamaén todistamiseen tarvitsemme seuraavan aputuloksen.

Lemma 10.19. Olkoot H Hilbertin avaruus ja M avaruuden H suljettu aliavaruus.
JosT € L(H)jaT (M) C M, niin T*(M*+) C M+,

Todistus. Olkoot x € M* jay € M. Tallin Ty € M, joten (T'y | x) = 0. Siten
(y | T*z) = 0 kaikillay € M, joten T*z € M~ kaikilla z € M*. O

Lauseen 10.18 todistus: Lauseen 10.14 nojalla A, € Rja A, — 0 kunn — oo.
Konstruoimme ominaisvektorit z,, induktiivisesti:

Lauseen 10.16 nojalla tieddmme, ettd on olemassa ominaisarvo A; = +||T|. Ol-
koon z1 vastaava ominaivektori jolle ||z1]| = 1. Olkoon H; = span{z;}. Talloin
T(Hy) C Hiy,joten Lemman 10.19 nojalla 7'(H2) = T*(H2) C Hs, missd Hy = Hll.
Maaritellddn Ts := T|p,: Ho — Hs. Selvésti T on kompakti ja jos z,y € Ha, niin

T3z [y) = (@ | Toy) = (2 [ Ty) = (T"x [ y) = Tz [ y).

Koska T'z € H, tastd seuraa, ettd T'x = Thx kaikilla x € Hs. Nain ollen operaat-
torin 7% on operaattorin 7' rajoittuma aliavaruuteen Hy, joten 175 = Tb. Siksi T5
on kompakti ja itseadjungoitu operaattori H, — H». Taas Lauseen 10.16 nojalla
on olemassa operaattorin 75 ominaisarvo A\ = £||73||, joka on myos operaattorin
T ominaisarvo. Olkoot z2 sellainen ominaisarvoa A2 vastaaja ominaisvektori, jolle
2|l = 1.

Oletetaan, ettd olemme konstruoineet operaattorin 7' ortonormaalit ominaisvek-

torit x1,...,x, ja vastaavat ominaisarvot Aq,..., A, siten, ettd |\;| = ||7;|| kai-
kille 1 < j < n,missd 7 = T |g, ja H; = {x1,...,7j-1} - kun 2 < j < n.
Nyt olkoot Hy,11 = {z1,... T}t ja To1 = T, .. Tama onnistuu, koska Lem-

man 10.19 nojalla saadaan T'(H,+1) C Hy,+1. Edelleen, T}, 1 : Hpp1 — Hpqq On
kompakti ja itseadjungoitu, joten Lauseen 10.16 nojalla on olemassa operaattorin
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Ty +1 ominaisarvo Apy1, jolle [Anq1] = ||Th+1]|, ja vastaava normeerattu ominais-
vektori z,41 € Hpt1ja ||Tny1|| = 1. Taten ominaisvektorit x4, . .. 2,1 ovat orto-
normaaleja ja vastaavat ominaisarvot A; ..., A\,41 toteuttavat |A;| = ||7}]| kaikille
1<j<n+l1.

Téamaé induktiivinen konstruktio jatkuu niin kauan kuin 7;, # 6. Oletetaan, etta
T,, = 0 jollekin m € N. Jos x € H, niin olkoon

m—1
y:zx—Z(x|ch)x]
Jj=1
Nyt
m—1
(ylzi) =(z|xz)— Zm|x3 (zj |z;) =0kuni=1,...,m—1,
Jj=1

joten z — Z;:l (x| zj)z; € Hy,. Téstd seuraa, ettd

m—1

0=Tphy=Ty=Tz — Z(:c | )Tz,
Jj=1

joten jokaiselle x € H patee

m—

Z (@] 25)z

ja tulos pétee, kun summa on &érellinen.

Oletetaan sitten, ettd 1}, # 6 kaikilla n € N. Olkoon x € H mielivaltainen ja olkoon

n—1

Yp =T — Z(a@ | z5)z;.

Jj=1

Talloin y,, € H, ja Pythagoraan Lauseen nojalla

n—1
121 = llynll* + > _|(2 [ )P,

Jj=1

joten [ly,[| < [z Nyt

joten

n—1
1Tz~ 3" N | 25)a5] = 1Tyall < Aalllz].
j=1
Lauseen 10.14 nojalla \,, — 0 kun n — oo, joten

Tx = Z)\j(:c | z;)x; kaikilla z € H. O
Jj=1
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Huomautus Olkoon T' € L(H) &érellisasteinen. Olkoon {z1, ...z, } kuvajoukon
T(H) kanta. Talloin on olemassa l; € H*, 1 < j < n, siten, etta

Tx= le(:c)xj kaikilla z € H.
j=1

Fréchet-Rieszin Lauseen nojalla on olemassa y1, . ..y, € H siten, ettd
n
Tx = Z(w | y;)x; kaikilla z € H.

=1
Arzela-Ascolin Lause

Maiiritelmd 10.20. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon F funktioperhe avaruu-
desta X skalaariavaruuteen K sekd zp € X. Sanotaan, etta perheen F funktiot ovat
vhtéjatkuvia pisteessd xo, eli ettd perhe F on yhtdjatkuva pisteessd xo, jos jokaisel-
le ¢ > 0 on olemassa pisteen o ympéristd U siten, ettd | f(x) — f(zo)| < € kaikilla
x € U ja kaikilla f € F. Perhe F on yhtdjatkuva, jos F on yhtéjatkuva jokaisessa
pisteessd zop € X.

Huomautus Jos F = { f}, niin yhtdjatkuvuus tarkoittaa sitd, ettd f on jatkuva.

Olkoon nyt K kompakti metrinen avaruus. Talloin C'(K) on Banachin avaruus
varustettuna normilla

[flloo = sup|f ().
reK

Lause 10.21 (Arzela-Ascoli). Joukko F C C(K) on prekompakti jos ja vain jos F
on rajoitettu ja yhtéjatkuva.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd F on prekompakti avaruudessa C'(K). Télloin F on
relatiivikompakti ja siten rajoitettu. Olkoon ¢ > 0. Télloin on olemassa avaruuden
C(K) aéarellinen osajoukko { f1,..., fn} siten, ettd

3

F U € ) s IF = fil < /3

K3

Koska jokainen f;, 1 < i < n, on jatkuva, jokaiselle 1 < i < n ja jokaiselle g € K
on olemassa avoin pisteen xo ympaéristo V; siten, ettd

|fi(x) — fi(xo)| < €/3 kaikilla z € V;.
Olkoon V' = N2, V;. Talloin V on pisteen z¢ € K ympaéristo ja

|fi(z) — fi(xo)] < £/3 kaikilla z € V ja kaikillai =1,...,n.
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Olkoot f € F mielivaltainen ja olkoon f;, 1 < i < n, sellainen, etta || f — fi||oc < &/3.
Kaikille z € V patee

[f(2) = f(xo)| < [f(2) = file)| + |fi(x) = filzo)| + [ fi(wo) — f(x0)| <&,

joten F on yhtéjatkuva.

Oletetaan sitten, ettd F on yhtdjatkuva ja rajoitettu. Koska F on rajoitettu avaruu-
dessa C(K), voimme olettaa, ettd 7 C {f € C(K) : | f|looc < 1}. Olkoot ¢ > 0ja

x € K. Yhtsjatkuvuusoletuksen mukaan on olemassa avoin pisteen z € K ympa-
ristd V, siten, etta

|f(z) — f(y)| < e/3 kaikilla y € V, ja kaikilla f € F.

Koska K on kompakti, niin on olemassa {z1,...,z,} C K siten, ettd
n
K C|JVa..
=1

Joukko A = {a € K : |a| < 1} on avaruuden K kompakti osajoukko, joten on
olemassa {aq,...,a,} C Asiten, ettd

AC U{aGK: la — o] < e/6}.
=1

On olemassa m™ eri funktiota darellisestd joukosta {z1,...x,} ddrelliseen jouk-
koon {ay,...,amn}. Olkoon ® kaikkien naiden funktioiden joukko, eli

O =F({x1,. . xnt {as,...am?}).
Jokaiselle ¢ € ® merkitaan
Fo=A{f€F:|f(x:) —p(x;)| <e/6kaikillaz; € {z1,...,2,}}.

Talloin ainakin yksi F,, # 0, silld jokaiselle f € F péatee f(z) € A kaikillaz € K.
Nadin ollen jokaiselle f € F on olemassa ¢ € ® siten, ettd f € F,, joten

F=U 7.

ped

Lause on todistettu, jos onnistumme nédyttamaan ettd jokainen joukko F,, mahtuu
johonkin e-séteiseen palloon avaruudessa C'(K'). Tamikin on melko ilmeistd, silld
keskipisteeksi kdy mikéa tahansa joukon F,, alkio. Nimittdin, jos f,g € Fyjax € K,
niin z € V,, jollekin 1 < ¢ < n. Talldin

[f(z) = fz)| <e/3jalg(z) —g(x:)| <e/3.
Koska f, g € F,, niin

[f(2) = g(@)] < [f(2) = flai)| + [f(z:) — g(zi)| + [9(z:) — g(@)] <e,
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joten
If = glloc = sup|f(z) — g(x)| = max|f(z) — g(z)| <e.
zeK zeK
O

Seuraus 10.22. Olkoot K kompakti metrinen avaruus ja F C C(K). Talloin F on
relatiivikompakti avaruudessa C(K) jos ja vain jos F on rajoitettu ja yhtajatkuva.

Todistus. Koska avaruus (C(K), ||-||«) on tdydellinen, ovat sen prekompaktit ja re-
latiivikompaktit joukot samoja. O

Lause 10.23 (Schauder). Olkoot X Banachin avaruus ja T’ € L(X). Télloin T on
kompakti jos ja vain jos 77 € L(X*) on kompakti.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 7' on kompakti. Talloin 7'(Bx ) on kompakti avaruu-
dessa X, missd Bx = {z € X : ||z|| <1}. Nyt

M = {llzz: L€ X U] < 1} € C(T(Bx))

on rajoitettu ja koska | € X* on lineaarinen, M on myos yhtéjatkuva. Arzela-
Ascolin Lauseen nojalla M on relatiivikompakti. Oletetaan, ettd [, u € X* toteutta-
vat yhtalon 771 = T"u. Talloin

(Tx) = (T")x = (T'u)x = u(Tx) kaikilla z € X.

Naiin ollen voimme maéaritelld lineaarisen kuvauksen

R:T'(X*) — C(T(Bx)),
T'(l) — l|—T(BX) .
T&lloin R on isometrinen, silla kaikilla [ € X* pétee

IT"(Dlloe = sup [[(Tz)] = sup [I(z)]= sup [i(z)|=[R(T'(1))
IIIQ‘%1 2€T(Bx) 2€T(Bx)

Jos nyt By« = {l € X* : ||| < 1}, niin R(T"(Bx~)) = M. Koska M on relatiivi-
kompaktija R on isometria, niin 77(Bx~) on relatiivikompakti, eli 77 on kompakti.

Oletetaan sitten, ettd 7/ on kompakti. Talloin 77 : X** — X** on juuri todistetun
nojalla kompakti. Siten 7 o ix = ix o T on kompakti Lemman 9.8 nojalla. Koska
upotuskuvausix : X — X** on isometrinen, seuraa tastd, ettd 7' on kompakti. O

Seuraus 10.24. Hilbertin avaruuden H operaattori T' € L(H) on kompakti jos ja
vain jos T* € L(H) on kompakti.

Todistus. Nyt T* = AT'A=1, missda A: H — H*, y — (- | y), on isometria. Jos T on
kompakti, niin 77 on kompakti (Lause 10.23), mistd seuraa, ettd 7* on kompakti.
Jos T on kompakti, niin T" = T** on kompakti. O
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Esimerkki. Jos ydin K : [0,1] x [0,1] — K on jatkuva, niin integraalioperaattori
T:C0,1] — Clo,1],

1
Tf(t):/0 K(s,t)f(s)ds,

on kompakti operaattori, ts. avaruuden C|0, 1] yksikkopallon kuva

{TF: I fllc <1}

on relatiivikompakti, eli prekompakti, avaruudessa C10, 1], kun C[0, 1] varustetaan
normilla || f|eo = SUP;e(0,1] |f ()]

Kompaktissa joukossa jatkuva funktio K on rajoitettu, joten

M= sup |K(s,t)] < oo.
s,t€[0,1]

Siksi jokaisella f € C[0,1], || fllec < 1jat € [0, 1] pétee

1
TH(t)] < / (K (s,8)[|£(5)|ds < M]|flloe < M,

joten

sup sup |Tf(t)| < M.
11l oc <1 t€[0,1]
feCio,1]

Siis {T'f : || flloo < 1} on rajoitettu avaruudessa C0, 1].

Joukon {T'f : || fllec < 1} yhtdjatkuvuuden todistamiseksi valitaan luku ¢ > 0 ja

kaytetadn tietoa, ettd kompaktissa joukossa jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva,
ts. on olemassa § > 0 jolle

|K(s,t) — K(s0,t0)] <ekun |s— sg| + |t — o] < 4.
Siis
1
TF(t) — TF(to)] < / K (5,1) — K (s, t0)||£(s)lds < el|flloo <&,

kun |t — to| < §ja kaikilla f € C[0,1], || fllco < 1. Nyt Arzela-Ascolin Lauseen

nojalla {T'f : || f|]lcoc < 1} on prekompakti, ja ndin ollen 7" on kompakti.
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