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Sisalto



Luku 1

Cauchyn integraalilause

Kompleksianalyysi I:ssé todettiin, ettd jos f:114 on alueessa A C C integraa-
lifunktio F'

F'(z)=f(2) Vze€ A

niin
[ #2)dz = o) - Pe(@)
y
kun v ={z(t) | t € [a,b]} paloittain sd&nnollinen
= Jos = on suljettu, niin /f(z)dz =0
Y
Toisaalta, jos f on jatkuva alueessa A ja fy f(2)dz = 0 jokaisella suljetulla

paloittain sddnnolliselld v:1la = f:lle integraalifunktio
(20 € A kiinted ja z € A)

/f

jossa v on (paloittain sddnnollinen) polku z — 2z, A:ssa
Analyysi II: Jos p ja ¢ ovat alueessa A C R? jatkuvia R-arvoisia funktioita,
joille osittaisderivaatat ovat olemassa, ja ovat jatkuvia.

Olkoon 74 € A suunnistettu reunakiyra

Greenin lause: / (qdx + pdy) = / (Qz + P,)dzdy
A

YA
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Olkoon nyt f = u+iv alueessa A analyyttinen funktio, jolle f'(z) on jatkuva
A:ssa ja va:lla
(74 on suljettu ja paloittain sddnnollinen)

Tiilléin/ f(z)dz=0 silla
va

/m fle)dz = / (u + iv)(dz + idy)

YA

- / (udz + (—v)dy) + z/ (vdx + udy)

YA YA

toteuttaa Cauchy-Riemann yhtalot

_ //A((—vx) uy)dxdy—l—i//A(ux—vy)dxdy

Nyt Aissa  u, = v,

P (Cauchy-Riemann)
Uy —Uy

0 }A:ssa
Uy  +Ug 0

://dedy—i-i//dedy:O—i-iO:O
A A

= [mf(z)dz:()

=

Lause 1.1. Cauchy-Coursat:

Olkoon f alueeessa A analyyttinen funktio ja olkoon A alueessa A sijaitseva
mielivaltainen kolmio. Olkoon edelleen ya tdmén kolmion suunnistettu re-
unakayré.

2N
Tallsin / F(2)dz =0 A
YA



\]
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Todistus.

Olkoon A:n kérkipisteet A, B, C, toisin sanoen A = ABC / "
Olkoot E, D, F sivujen AC, BC, AB keskipisteet. Tall6in muo- , B
dostuu nelJa kolmiota A], A][, A]][, AIV g

Olkoot 7, V1, Vrr1, Yrv positiivisesti suunnistetut reunakayrat ﬂa

Tarkastellaan integraalia / f(z)dz
o AN

= [ f(2)dz+ f(z)dz + f(2)dz + / f(z)dz AVA

v Vi1 YIII YIv

koska integraali [, + [ =0ja [pp+ [zr=0ja [pp+ [pp=0

Jos L on kolmion ABC piirin pituus niin La = 2L, , missd k = 1,11, 111,IV

Arvioidaan lauseketta

1= / RELEE

< ‘[H f(z)dz) + ) /WI f(z)dz‘ —I—‘ - f(z)dz‘ + ‘ [H f(z)dz)

/W f(Z)dsz/m f(z)dz + > f(z)dz+le f(z)dz)

Olkoon A, kolmioista se, jolle ’ / f(z)dz), k= 1I,11,1II,1V on suurin
Yk
= || < 4[5

Tehdain vastaava prosessi kolmiolle A jolloin saadaan A;:sen osakolmio A,
jolle pitee vastaavasti |I;| < 4][5]

S <4l <44
Jatketaan edelleen ja saadaan kolmioiden jono Ay, k =1,2,3,... Agy C Ag
‘[kJrl‘ §4’Ik‘ k= 1727"'

|I| < 4™I,] Jos Ly on kolmion Ay, piirin pituus = Ly 1 = %Lk k=12, ..
ja yleisesti L = 2L, = 2%L,
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= L,=5L Yn=12,3 ..

Nyt f on analyyttinen A:ssa ja zp € A =  f/(z) on olemassa ja on olemas-
sa funktio e(z — zp) = 0 jolle

lim e(z — 29) =0 ja

}_();3 = f(z0) + f'(20)(2 — 20) + (2 — 20)e(2 — 29) kun z € A
Siten
| In

/ (f(z0) + f'(20)(z — 20) + (2 — 20)e(2z — zo))dz’

i

’/ f20d2’+’/ f'(20)(z — 20)dz

Kaksi ensimméisté integraalia ovat nollia, sﬂla f(20):lla on integraalifunk-
tio f(zo) (huomaa f(z9) on vakio) ja f'(z — z):lla on integraalifunktio

f(20) (322 = 202)

(z — 20)e(z — zo)dz)

Ja téllaisten funktioiden integraalit suljettujen paloittain sddnnollisten kiyrien
yli ovat 0.

= || < ’/ (z — z0)e(z — 20)dz S/ |z — 20l|e(z — 20)||dz]|
Tn

Tn
L
Nyt z € v, ja 20 € A, = |z—zo|<2—f
koska (z — z9) — 0, kun z — z
L
= \e(z—zo)y<2—j
N ‘[’</ L /‘ L e L 1
n= 3 7l 2"L2 T T 4t
£
= |Il<4"—=¢ = =

O

Seuraus 1.2. Jos A;AsAs...A,, C A on monikulmio ja v on sen reunakiyra
ja f on analyyttinen A:ssa, niin

/W f(2)dz =
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A F
% . Esimerkiksi:
5 i reunakiyri ABCDEFA =~

Laskemalla kuvion kolmioiden reunakéyrien yliotetut integraalit

/ABFA f(z)dz + /B _ f@dz /B s+ /C IO
- /ABCDEFA fz)dz = \/’yf(Z)dZ

Silla fBF+fFB = (0 et cetera

Lause 1.3. Olkoon f konveksissa alueessa A analyyttinen funktio. Tall6in
/f(z)dz =0 pitkin jokaista sddnnollista suljettua polkua
.
(+/(t) on jatkuva)

Todistus. Osoitetaan, ettd f:ll4 on integraalifunktio F' alueessa A. Olkoon
2o € A kiinted piste.

Maaritellidn nyt F': A — C asettamalla

F(z)= / f(2)dz missd z € A, J(z9,2) = jana z — 2
J(20,7)
Merkitédén J; = J(zo, 2)

Osoitetaan, ettd F'(z) = f(z) Vze A
Olkoon z € A mielivaltainen ja olkoon |h| tarpeeksi pieni, ettd z +h € A

Nyt jos zp # h, niin zy, 2, 2 + h muodostavat kolmion, jonka sivuina ovat
janat:

zZ+h
J(Zo,Z) =J; st/ \72
J(Z,Z+h):J2 o — s
J(z+h,z) = —J3 J1

Nyt JiUJoU—J3 on kolmion reunakiyri. Lauseesta 1.0.2 seuraa: / fw)dw =0

YA
weC

/ flwydw= | fydw+ [ fydw [ )

= [.=0,+), & Fle+h)=F@)+/[,
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Jo={w | w=z+th,te[0,1]} = Jit)=nh

= flw dw_/fz+th)hdt h/olf(z+th)dt

Jo
Siis F'(z + h) — —h/ f(z+th)d
F(z+h)—F(z !
(z4h) = :/ F(z+ th)dt
h 0
F(z+h)-F !
o F()=lim LEEN @ [ mar
h—0 h z—0 0

(f jatkuva z:ssa = lim f(z +th) = f(2))

z—0

:/0 }lliixg)f(z—i—th)dt:/o f(z)dt:f(z)/o dt = f(z)
Siis F'(2) = f(2)

Lause 1.4. Olkoon f konveksissa alueessa A jatkuva funktio ja olkoon 2z, € A
kiinted piste, jolle f on analyyttinen alueessa A\ {2}

Tallin /f(z)dz = 0 kaikilla s&énnollisilld suljetuilla poluille v
gl

Todistus. Osoitetaan, ettd f:1la on integraalifunktio A:ssa. Maaritelldin

F(z):/ fw)ydw z€ A

J(z0,2)

F(z—i—h)z/ f(w)dw, kun z +h € A
J(z0,2+h)

Tarkastellaan nyt kolmiota, jonka karkipistet ovat zg, 2z ja 2z + h

Merkitdén nyt A.:lla kolmiota jonka kérkipisteet ovat z+h

20, 2+ Mz —20), 20+ AN(z+h—2p) ja Th:lla suorakulmiota, 2o+ A(+hm0)
jonka kérkipisteet ovat zo + A(z — 20),2,2 + h + Az +

h—Zo) O0< A<l 20 z
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Nyt kolmion zy, z, 2 + h reunakiyran v yli otettu integraali

A Hwd = / RS /  flwd

Nyt f on jatkuva A:ssa =
r >0, |f(2)| on rajoitetussa kiekossa D,(zy) eli |f(2)| < M Vz € D,(2)

Valitaan nyt r niin, ettd A C D,(z)

EN

fwidn] < [ I7wlidel <3 [ Jdu| = ML,

7N Ay REASY
Huomaa: kun A — O niin L, — 0
Edelleen

/ f(w)dw = 0 silld f on analyyttinen alueessa A\ {2z} ja v, C A\ {20}

Sns/f dw—/ f(w dw—l—/ f(w)dw kun A — 0

= f(w)dw =10

YA

Kuten edellisessé lauseessa voidaan osoittaa, etté
F(z+h)— F(z)
h

= F[F(z)=f(z) Vze€A
= f on analyyttinen A:ssa

=f(z) kunh—0

Esimerkki 1. ‘
[ =40
f(z)—{ 1 2=0

= f on jatkuva C:ssi ja analyyttinen joukossa C\ {0}
= [ on analyyttinen koko C:ssé
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Luku 2

Cauchyn integraalikaavat

Lause 2.1. Cauchyn integraalikaava kiekolle:
Jos f on analyyttinen alueessa A, joka sisltié kiekon D, (z9) = D sulkeuman,
toisin sanoen D, (z9) C A

—Z

Télloin, jos z € D, (2p), niin f(z =5 / flw
i)

=14z | z=xzq+re", tel0,2n]}

fwr@)
Todistus. Mééritelladn funktion F(z) = { w=2 B
(Olkoon z € D,(z) annettu.) =) w=s

Télloin F on analyyttinen alueessa A \ {z}, ja jatkuva A:ssa.
(Koska lim F(w) = f'(z) = F(2).)

Lause 1.4 = / Jdw =0
O_/ Ll f w— 2 / f—z _/WDUJ)C(—Z)zdw
=LDj—ﬂdw—f<z>LDwdfz

Merkitiin G(z) = [ I

D wW—=z

Osoitetaan, ettd G(z) on vakio D, (z):ssa.

13
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d 2 - it 2m
Nyt G(z0) = / wo_ / 2 dr =i / dt = 2mi
v W— 2 o Teéet 0

(w=2z,+re,t€[0,2r]  dw=iredt  w— 2z =re")

Jos z € D,(z) ja |h| on niin pieni, ettd z + h € D,(z) =

Glz+h) — G(z) = /w (;h)dw [mwl_zdw

/ ! )dw
-],
|,

< w—z
w—z— w—(z h))
<(w— z+h (w—tz))d

dw

z—l—h)( —2)

1
h/( o™
G<Z+h})L_G(Z):/WD<(w—(z—|—1h))(w—z)>dw

Nyt hi%/w <(w g +1h))(w = z))dw

= /VD Ay — +1h))(w —ydw
1
= [YD 7@] — z)de

Nyt funktlolla )2 on integraalifunktio m

Koska vp on suljettu kiyrd = / ﬁdw =0
z
5 i ZETN ZGE) [
h=0 h oy (W — 2)?

= G'(2)=0 Vze D.()
= G(z2) =vakio z € D,(2)
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Koska G(z9) =2m = G(z) = 2w,z € D,.(%)

I ) dw—f(z)/

yp W— 2

dw

w—z

U
Esimerkki 2. Laske integraali fy Cdz H(t) =€t € [a,b]
Ratkaisu:
1 w
2mi J,w—0
e* : .
/—dz:2m-1:2m
, 2
_ ait
Esimerkki 3. Laske integraali [ “>dz kun ?2_:3; i E F): gﬂ
Ratkaisu:
Dy ={z€C | |2/<3} = ~ =9p=Djnreuna

2eD, & / ¢ dz = 2mie?
m*cT 2
Dy ={zinC | |z|] <1} = v =17p = Dymreuna, ja2¢ D,

dz=0

z . ez
~5,2 € Dy on analyyttinen = /
Ny 2 — 2
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h(z? .
Esimerkki 4. /y%dz y={z | |2|=3}={z | =z(t)=3e"1tel0,2n]}
Ratkaisu:
1 1 A B C

2(22 4+ 4) z(z—2i)(z+2i)_z+z—2i+z+2i

A(z — 2i)(z + 2i) + Bz(z + 2i) + Cz(z — 2i)
2(z — 2i)(z + 29)

= A(z—2i)(z+2i)+Bz(2+2i)+Cz(z—2i) =1 Vz

Sijoitetaan z = 0 A(=2i)(20) =1 & A=1
Sijoitetaan z = 2 B2i(4i) =1 & B= _%
Sijoitetaan z = —21 C(=2i)(-4i)=1 & C= _%
. 11 < 1o )

2(22+4) 4z 8\z—2 242

[Y cosh(z?) i :[Y [COSh(22) B %(cosh(f) N Cosh(22)>]dz

2(22 +4) 4z z—2i Z 420
= 2mi(} cosh(0?) — g[cosh(—2i)? + cosh(2i)?])

= 274(2 — 2 cosh4) = Z(1 — cosh4)

Esimerkki 5. ["e*“'cos(asint)dt a€R, a#0
Ratkaisu:
Olkoon y(t) ={z | z=¢"t€[-m, 7

az
= 27ie’ = 2mi

Tarkastellaan integraalia / e—dz = /
v # v* T

0% T eae“ jett
Toisaalta / —dz = / #
Y

it
V4 —r e
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= Z/ eaeitdt _ Z/ ea(cos t+1 sint)dt

™ ™
= Z/ etcosteatsint gy — Z/ e® %t (cos(asint) + isin(asint))dt

—T —T

™ s
:i/ e“c"”cos(asint)dt—/ et sin(asin t)dt

- 7
~~

=0

acost

= e cos(asint)dt = 2m

—T

/ et cos(asint)dt = 2/ e cos(asint)
0

—T

™
= / e*°*t cos(asint)dt = 7
0

Seuraus 2.2. Oletetaan, ettii f on analyyttinen alueessa A ja 2o € A. D,.(z).

Télloin f'(z) on olemassa Vz € D,.(z) ja

f/(z)_i/ (f(w)de

 2mi w— 2)

Todistus. Olkoon z € D,(z) ja || niin pieni, ettd z + h € D,(z).

Nyt Cauchyn integraalikaava =

f(z—i—h)zi/ Adwja

270 w—(z+h)
1 f(w)
1G =on | =z
e L g )
w w
f(z+h)_f(z>:%[mw—(zjth)dw_Q—m 7Dw_zdw
1
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A e we Ry
i |, T = e =) )
1 h

" omi ), fw) (w—(z+h))(w— Z)dw

h f(w)

R T

Merkitdén g(w, h) = %

RS 1 (w) ;
Siis = /WD ( ( d

h 27i —(z+h))(w—=2)
= }llli% g g(w, h)dw = /YD ]lllil(l)g(w h)dw /YD g(w,0)dw = /VD (wf(_wgydw
oy e JEHR) —f(2) 1 f(w)
— f(w)_ilzlg(l) h _%/ﬂm(w—zﬁd
0J
Seuraus 2.3. Edelleen tistd seuraa: f”(z) = % /WD (wf(_wi)3dw
1 f(w) 1 f(w)
Todistus. f'(z+ h) — f'(z) = 3t /D = (z+h))2dw_ Q—M,LD (w27
1 1
:ﬁ f (w— z—l—h —z)Q)dw
1 (w— (24 h))?
2—7m f ( (z+h))*(w — z)? )dw

1 /f [(w—z— w—(z+h)))(w—z+w—(Z+h))]dw

T 2mi (w—(2+h))?(w— 2)?
1 w h- (2w —wz+h) w

pEE R e
:i f(w) 2w —wz+h duw

(w— (2 4+ h))*(w — 2)?

271 D
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- fe+h) - fz) L f(w)2(w —z) + h)

}LEI%) h _}Llir%)%/wD(w—(z—i—h)Qw—z)?dw
L[ fwRweg, 2 [ fw)

C2mi ), (w—2)* C 2w ), (w— z2)?

= f”(z) on olemassa ja

e =g [ s

21 .

Lause 2.4. Jos f ja A ovat kuten edelld ja D,(z) C A, niin f®(z) on
olemassa Vz € D,(z),Vn=1,... ja

f(n) — L’/ Lw)dw

(w — z)ntl
Todistus. Induktiolla

Oletetaan, ettd f(”)(z) on olemassa ja ylld olevaa muotoa, kun n = k. Toisin

Sanoen
P [ N

2mi )., (w— z)k+t

Nyt f(’“’(z + h) — f®(z)

e f<w_th—W3va
s, 1 Tih e
] (O Ty
Jossa [ ] =(w=2)"+(w—2)""(w—(24h)+(w—2)"(w—(2+h))*

..+ (w—(z+ h)).
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Jakanh —0 [ J—(w—2)f+w—-2)"+.. +(w-2)F

= (k+ 1)(w — 2)"

fw)[ ]
(w— (z+ h))k1(w — z)k+1

Nyt g(w, h) = dw

_ fwE+ D=2 fw)(E+1)

(W — 2)F L (w — 2)FtT (W — z)Ft2 kun h — 0
(k) _r(k) |
. 1 (z+h})l f (Z)sz_ﬁ/ g, W)
o[ fw)k+1) (k+1)! F(w) e
2mi . de =5 [YD (o e dw = fEH(2)

Induktiotodistus pitee = Viite.

Esimerkki 6. Mairiaa integraali /7smi de ja /7smi sdz
o' (Z - E) ~y ( )

Z _ =
6
v(t) =e" t€[0,2n], Di(0) ja § € Di(0)

Ratkaisu:
oy L f(w) f(w) oipt
Nyt z =% niin /ﬁdw = QWif/(%)
¥ 6

jossa f(z) =sinz, f'(z) =cosz

i 3
/ _SmE dz = 271 cos T_ 27?2'£ = V/3mi
L (2= F)? 6 2
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Luku 3

Cauchyn integraalikaavan
sovelluksia

Lause 3.1. Moreran lause:
Oletetaan, ettd A on alue (yhdesti yhtenéinen).

Olkoon f A:ssa jatkua funktio, jolle
/f(z)dz = 0 pitkin jokaista paloittain sddnnollista suljettua kiyrdaa v C A.
.

Talloin f on analyyttinen A:ssa.

Todistus. Oletuksella f:114 on integraalifuntio A:ssa. Tosiin sanoen on ole-
massa funtion F': A — C jolle F'(z) on olemassa VV € A ja F'(z) = f(z).

Siis F' on analyyttinen A:ssa.
= F'(z) on olemassa.

(Cauchyn-integraali kaavan mukaan.)

Nyt F'(z) = f(z) Vze A
F'(z)=f(z) Vze€ A
= f'(2) = F"(z) on olemassa Vz € A

23
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Lause 3.2. Cauchyn epayhtilo:
Oletetaan, ettd f on analyyttinen kiekossa D,(zp) ja myos sen reunakayralla.
vp = {z =20+ re',t € 0, 27]}.

Jos |f(2)|| <M Vz € 4p niin
Mn)

TTL

1 (2)] <

Todistus. Cauchyn integraalikaava derivaatoille:

f(")(Zo) = L'/ #dw

2mi — Zp)" !

n=0,1,2,...

Nyt, josw € vp = w—z9= 29+ 1€’ — 29 =1 t €027
dw = ire'dt

= |w—z| = |reft] =

|f(n)(2’o)| = 27:@/ w (wgnJrldw)

20

|
/ ) <£/ g,
. — 2p)" wr )., |w — zo|™

nl [T Mn! 1 /2” Mn)!
dt =
0

[ =

| /\

Tdt

o g 1l rmo2r

rn
U

Lause 3.3. Gaussin keskiarvolause:
Oletetaan, ettd f on analyyttinen suljetussa kiekossa D, (zo) ja olkoon vyp =
{z = 2+ re'}

2w

Talloin f(z9) = f(zo +ret)dt

o
f
Todistus. Nyt f(zo)

kiyralla v = {w]w = 2o + re”,t € [0, 27|} ja dw =ire" ja w — zg = re’.

1 211 IIAVINN 17 1 2
Pl = o [ LTIy,

2mi J, rett 27

fzo +ret)dt



Kompleksianalyysi 11

Lause 3.4. Liouvillen lause:

25

Oletetaan, ettd f on koko kompleksitasossa analyyttinen funktio, jolle pitee

lf(2)| <M VYV € A toisin sanoen f on rajoitettu.

Talloin f on vakiofunktio.

Todistus. Olkoon z € C mielivaltainen. Jos r > 0, niin

) < M

r

Huom. Tama péatee Vr > 0.

Olkoon ¢ > 0 annettu.
Valitaan 7 niiin suureksi etta

>M N 1<5
r>— - < —.
€ r M
Nyt |f/(2)| < H < §M =e.

= FEI=0 = ) =0
= fl(2)=0 VzeC.
= f(z) = a vakio C:ssi.

Esimerkki 7. f(z) =sinz z €R

= |f(2)] <1ja f'(z) on olemassa koko R:ssi.

Mutta f ei ole vakiofunktio. Siis lause ei péde reaaliarvoisille funktioille.

Huom. Funktio f(z) =sin(z) =z € C ei ole rajoitettu (ei voi olla)!

f'(z) =cosz Vz e Cjajosolisi|f(z)| < M jollain M niin, f(z) = vakio =

ristiriita.
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Lause 3.5. Algebran peruslause:
Olkoon p polynomifunktio C — C (p:n aste > 1 eli ole vakiofunktio).

To6ll6in yhtélolle p(z) = 0 on ainakin yksi ratkaisu.

Todistus. Jos on voimassa p(z) # 0 Vz € C niin funktio,

1
f(Z):M vz e C.

f'(2) on olemassa Vz € C.

= f on analyyttinen C:ssé.

_ 1

Tarkastellaan lauseketta |f(2)| = ]ﬁ = oo
Osoitetaan aluksi, ettd |p(z)] — oo, kun |z| — oc.

Nyt p(z) = ap + a1z + asx® + ... + a,2" jaa, #0 degp(z) = n.
= p2) =%+t ta).

Nyt 2] =00 = |a—2|=m¢3—2—>0.\/astaavasti a5 (0,..., &

z z|" P z

0 kun |z] — oo.

a Ay —
p()| = 2" | =+ .+ " g, | — 0
~— .,
—00 R
—Qn

1
lim |f(z)] = lim ——— = 0.
B &= e o

= Olkoon M; > 0. Jos |z| on tarpeeksi suuri, toisin sanoen on olemassa
R > 0 jolle pétee

1
<M, V>R
Ip(2)]

Koska f(z) = ﬁ on jatkuva C.

= f on jatkuva kiekossa |z| < R, Dg(0). B
= kiekko on kompakti, josta seuraa ettd |f(z)],z € Dg(0) on rajoitettu,
tosin sanoen on olemassa My > 0, jolle

1f(2)] < My Yz € Dg(0).
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Valitaan M = max{M;, M}.
= f(z) <M VzeC.
Liuovillen lauseesta seuraa

f(z) =vakio=a z€C éﬁzaVzEC

p(z) = = vakio ja pn aste on nyt 0. = Ristiriita.
U

Huomautus. Seuraus:
Polynomilla p(z) on n kappaletta nollakohita, jos p:n aste on n. (Huom. ndma
voivat kuitenkin olla moninkertaisia nollakohtia.)

Todistus. p(z) = ag+ a1z + ...+ a,z"

= Jzg jolle p(z9) =0

p(2) = (2 — 20)p1(2)

pi:nasten — 1

Josn—12>1 = p;:ll4 on nollakohta.

2 = p(2) =0 =pi(2) = (2 — 21)p2(2)
Ja niin edelleen.

Lause 3.6. Maksimiperitaate:
Olkoon A rajoitettu alue. Olkoon cl(A) = ANJA.

Olkoon f alueessa A analyyttinen funktio, joka on jatkuva joukossa cl(A).

Jos f ei ole vakiofunktio, niin

max [f(z)| = max|f(z)]

z€cl(A) 2€5A

Huom. Siité ettd A on rajoitettu, seuraa cl(A) on suljettu ja rajoitettu. Kos-
ka f on jatkuva cl(A):ssa, niin my6s |f| on jatkuva. Tésté seuraa, etté | f| on
saavuttaa suurimman arvonsa ja pienimmé&n arvonsa. Samoin on olemassa

zg €cl(A) jolle

|f(20)] = max [f(2)].

z€ecl(A)
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Todistus. Nyt cl(A) on suljettu ja rajoitettu ja |f| on jatkuva cl(A):ssa.
= | f| saavuttaa sekd miniminsi, ettd maksiminsa.
Toisin sanoen on olemassa zy €cl(A), jolle

| (20)] = max | f(2)]

z€eclA

Jos f on vakiofunktio, niin |f| on vakiofunktio
= max |f(z)| on vakio ja = m%§|f(z)|.
z€E

z€ecl(A)
Oletetaan, ettd z € A (toisin sanoen z ¢ JA).
Merkitddn M = max.ca(a) | f(2)| = |f(20)]-
Jos nyt 3 kiekko D,.(zg) jolle |f(2)| < M Vz € D.(20) \ {20}

Koska |f| on jatkuva, niin on olemassa 6 > 0 siten etta

1f(2)] = [f(20)| | < 3¢ Vz € Ds(z0)
M
& —le<|f(z)| - M <3

1f(2)| < 3e+M

Nyt koska |f(2)| < M Vz € D,(z),z # 2o
= Jos € > 0 annettu = Ja € D, (%) jolle |f(a)] < M —e.

Koska f jatkuva cl(A):ssa = on olemassa § > 0 siten etti
1f(2) = |f(20)]] < 3¢ aina kun |z —a| < 6.
Talldin f(z)| < 3¢ + |f(a)|3e + M —e = M — 3¢ aina kun |z — a| < 4.

Olkoon r¢ = |a — zy| > 0.
Tarkastellaan kiekkoa D, (z) C D,(zp).

Olkoon « kuten kuvassa. Nyt kiekon D,.(z)

I reunakayra on

Yy = {2]2 = 20 + Toe, t€[0,27]}.

Nyt Gaussin keskiarvo lause =
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2

M = |f(z0)| = ] 20+ roeit)dt)

=5 ))dt + /aaﬁa f(z(t))dt + /::a f(z(t))dt’
< %( / (t)it] + /aomf (0)at] + /a:a ety
< %(/ 2(0)|ar + /aam Fl(e)]de + /::a F((6))] e
< %(/ Mdt+/ao+a(M— Loyt + " Mdt)

@ ap+to

217T(Ma + (M — %5)04 + M©27m — oy — @)
= %(Mao + Ma — %045 +27M — Moy — Ma)
=M — ﬁ&a.

21
= |f(=0)] = 2, f(zo +re)dt < M — %5 < M.

Siten aitoa paikallista maksimikohtaa ei voi olla A:ssa | f|:114.

Siten | f| saa maksimikohdansa reunalla § A.
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Luku 4

Sarjat, potenssisarjat

4.1 Funktiojonot

Maéaritelmi 4.1. Olkoon (f,) joko joukossa E C C maériteltyja C-arvoisia
funktioita.

Jos f € E, niin (f,(z)) on kompleksilukujono. Jos f,(z) suppenee kohti pis-
tettd a,, toisin sanoen lim f,(z) = a., fn(2) — a, ja kyseessd oleva ehto on

voimassa kaikilla z € F, niin télloin saadaan funtio £ — C. Merkitdan:

f(z) = a,.
= lim fu(2) = f(2) VzeE.

Talloin sanotaan, ettd f, — f pisteittiin.

Siis f,, — f pisteittdin joukossa FE, jos jokaista € > 0 ja z € F kohti on ole-
massa N = N(e,z) € N jolle

|fu(2) — f(2)] < € aika kun n > N.

Jos f, el suppene jossain pisteessi z € F = (f,,) hajaantuu.
(lim f,(z) ei ole olemassa tai lim | f,(z)| — 00.)
n—oo noo

31
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— N _ 1
Esimerkki 8. 179 =% &) E={| |Z|§£

a) Nyt jos |z| < 3

= |fa(2) = 12" < ()" = & — 0, kun n — oo,

= [fu(2)] = 0, kun n — 00 Vz, joille 2] < 3.
b) B ={lz| <1}.

|2]=1 = z=cosp+ising
= 2" =cosny +isinny

Jos ¢ # 0, niin lim cosny ja lim sin ny eivit ole olemassa.
n—oo n—oo

Josp=0 = z=1,jolloin lim 2" = lim 1" =1.

n—~oo n—oo

= fau(z) ei suppenen, kun £ ={z | |z| <1}.

Maaritelma 4.2. Tasainen suppeneminen:
Olkoon (f,,) jono E:ssé méariteltyja C-arvoisia funktioita joille pétee

fn(z) — f(z) pisteittéin z € E.

Talloin sanotaan f, — f tasaisesti E:ssé, jos lim sup|f,(z) — f(2)| =0
=0 2k

Toisin sanoen, f,, — f taisaisesti joukossa £, jos jokaista ¢ > 0 kohti on ole-
massa N = N(¢) € N (ei riipu z:sta), jolle

|fu(2) = f(2)] <e ainakunn >N Vze E.
Esimerkki 9. Jos on olemassa jono (a,) C C, jolle Vz € E

[fn(2) = F(2)] < an ja

lim a, =0, f, — f tasaisesti.

n—~oo

Huomautus. Kuten reaalifunktioille niin myos C:ssé péatee tulos:
Jos (f,) on jono joukossa E C C jatkuvia funktioita, joille f,, — f tasaisesti,
niin f on jatkuva.
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Lause 4.1. Olkoon (f,) jono alueessa A jatkuvia mairiteltyja funktioita
ja olkoon v = {v(t),t € [a,b]} (paloittain) sdannéllinen kdyrd jolle pétee
fn — [ taisaisesti kiyralla ~. Télloin

n—oo

im [ 5u(2)dz = / lim f,(2)dz = / 1)

Todistus. Joukko v on kompakti osajoukko A:sta.
= lim f, = f on jatkuva.

3 /y F(2)dz

Merkitddn L = / |dz| =| kéiyrdn v pituus.
v
Nyt jos € >0 = on olemassa N = N(¢), jolle

[fa(2) = f(R) < Vzemy,nz=N.

dz—/f dz)</\fn — f(2)|dz

15
<[ Sd:=5 [dr=SL=¢ ainakunn > N.
/WLZ L/Wz L g, alla Kun n -~

= lim fn( )dz:/ lim fn(z)dz:/f(z)dz

n—oo

Taten

O

Lause 4.2. Olkoon (f,) alueessa A C C mééritelty analyyttisten funktioiden
jono, jolle f, — f tasaisesti jokaisessa An kompaktissa osajoukossa F.

Tallgin f on analyyttinen A:ssa ja lim f/(2) = f'(2) on tasaista jokaisessa
n—oo

A:n kompaktissa osajoukossa F.

Todistus. Olkoon zginA annettu ja r sellainen ettd D,(zy) C A. Jos z €
D, (%), niin

1 3 .
B = gy [ 28w, 5= 1 s=aeretre 0.20)
v C A kompakti = f,(z) — f(z) taisaisesti 7,:ssi.

= f(z) = lim fu(2) = L/ lim fn(2) dw = L/ f(w) dw.

n—00 27 yp P00 W — 2 271 w—z
r Yr
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Jos h € C, jolle z+ h € D,(2), niin

Feth) = F() = o /1wf$) w———/'f_;m

2me
d
27?2/f w — z+h) w—z)w

h
27?2/f (w—(z4+h))(w —z)d ~

fleth =) 1 f(w) .
h 2m /yr (w— (z + h))(w z)d
ey L[S g,
ori ) (w—2)2"
= f'(2) on olemassa ja  f'(z) = 2%”/ %dw.

f'(2) on olemassa Vz € D,(z),
= f’(2) on olemassa A:ssa,
= f on analyyttinen A:ssa.

Edelleen f)(z) = L/ (f”( w) dw, n=1,2,...,2 € D,(2).

2mi w— z)?
Jos z € D, /2(%), niin

B R e

Koska f,(z) — f(z) tasaisesti 7,114, niin on olemassa N = N(¢), jolle

’fn(w> - f(w)‘ <e Ywe Yr

Nyt z€ Dipp(z0) wey = |u—z>3 = p<mp=rn
2
1 4
"(2) = f(2)| < — | e—=dw
O CIE
—%5%277“:5%

—— f1(2) — f'(2) tasaisesti joukossa D, /o(2p).
fl(z) — f'(2) tasaisesti joukon A kompak-
tissa osajoukossa.
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4.2 Sarjoista

Maiéritelmi 4.3. Olkoon (f,) funktiojono E:ssé (f, : E — C). Tarkastel-
laan summalauseketta

Sn(2) :ka(z) ze BE,n=1,2,...
k=1

Talloin (S,,) on funktiojono E:ssé.

Jos lim S,(z) = S(z) on olemassa Vz € E, niin sarja Z fr(2) suppenee.

n—00
k=1

Merkitdéin S(z) = > fu(z) k€ E.
k=1
Funktiota S,,(z) sanotaan sarjan S(z) n:ksi osasummaksi.

Jos lim S,(2) ei ole olemassa jollain z € E, niin Z fx(2) ei suppene E:ssi.
k=1

Jos S(z) on olemassa Vz € E, niin sarja Z fr(2) suppenee E:ss.
k=1

Huomautus. Jos sarja Z fx(2) suppenee, niin klim fr(z) =0.
k=1 ~

((fu(2) = Su(2) = Su-1(2) = S(2) = S(2) = 0.)

Esimerkki 10. S(z) =) 2",
k=0
Su(z) =14z2+224+...+2" 142",
2Spy =2+ 22+ + . 2" +n+1,
(1—2)S,(2) =1 — 2"+
1 — ZnJrl

Sn(2) = 1—=z

[e.o]

Jos [z] <1 = lim 2"*!

n—~oo

= |z|"™' -0, kun n — oo

= |z/<1 = lim S,(2) = = S(2).

z—1
- 1
Sii E M < 1.
iis k:Oz T |2|
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Jos |z| = 1, niin lim |2*| # 0 (tim3 raja-arvo ei ole olemassa).
Z— 00
[e.e]
sz hajaantuu aina kun |z| = 1.
k=0
Vastaavasti [2| > 1 lim [z|* =c0#0 = lim 2F #0.
k—o0 k—o0

Siis sarja hajaantuu, kun |z] > 1.

Esimerkki 11. Tarkastellaan sarjaa

o0
sz, z € D;(0), toisin sanoen |z| < 1.
k=0

Talloin S(z) =

Nyt jokainen funktioista fi(z) = 2%,k =0,1,2,... |z] <1 ovat jatkuvia ja
analyyttisid. Tastd seuraa S(z) on jatkuva ja analyyttinen kiekossa D;(0).

Enta 2y € C?, 25 # 1.
Nyt

1—2 1—2z—(2—2) (1-2) 1_(;&—20)_1—20 —~\1— 2
0 =

z—20
1—=29

<1 = \z—zo\<y1—zoy)

= 1 : - -
— Z W(Z — 2)¥ jatkuvia ja analyyttisii.

= = on analyyttinen Dj;_.|(20).

Esimerkki 12. Yleisesti summafunktio

z) = Zak(z — )"

on jatkuva ja analyyttinen, suppenee kiekossaan Dg(zp).
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S'(z) on olemassa Vz € Dg(z)) =
S"(z) on olemassa =
S"(z) on olemassa

Tarkastellaan nyt sarjaa

- 1
z) = Zakzk, z € Dg(0) = lim +/|ag|.
k=0

—00

Téstd saadaa uusi sarja termeittdin derivoimalla

Z kagz*~ Z ka2 1.

Koska klim Vk|ag| = l1m Vlag] = = eh sarjoille on sama suppenemis side.

Lause 4.3. Olkoon S(z) ja f(z) kuten edelld. T&ll6in jos z € Dg(0), niin

S’(z) on olemassa ja S'(z) = f(z) ¥ € Dg(0). Seki S on olemassa.

S(z)— 95
Todistus. Olkoon nyt zy € Dg(0). Tarkastellaan M.
zZ— 20
Koska S'(z Zlmk 2 — 2)" !, kun z € Dg(z).
= 5'(2) on analyyttinen kiekossa Dg(z0) ja S”(z Z k(k—1)(z — 2z)* 2

Niin jatkamalla nihdiiin, ettd S*)(2) on olemassa Vz € Dg(20) ja
k=1,2,... SW(z) =4S¢ N(z).

O

4.3 Analyyttisen funktion potenssisarjan kehitelma

Lause 4.4. Olkoon f analyyttinen alueessa A, ja z € A, jolle kiekko D,.(zp) C
A. Téllsin f:114 on kiekossa D,.(zy) kehitelmi:

o
z) = Zak(z — 2)F, missi
k=0

1 f(w)
- [y
U= omi o (W — 2o)F 1 v
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Todistus. Nyt Cauchyn integraalikaavasta saadaan: Jos z € D, (%), niin

f(Z):%[yr%dm Y={z | z=z+re" tc]0 2n]}.
i L 1 1 1
Y w—z_w—zo—(z—zo)_w—zo'w_<ﬂ)
1 '[1_1_2—20_'_(,2—20)2_’_ +<z—20)n+1+ <5,_2>]
(w— ) w — 2o w — 2o w — 2o 1_%22%
_ 1 Z— 20 (2 — 20) (z— 2! (z—20)"
1;w—zo+(w—zo)2+(w—zo)3+“'+ (w—20)"  (w—28(w— 2)
yt

_ 1 f(w) f(w)
f(z)—%[/%(w_zo>dw+(z—zo)/%(w_20>2dw

f n— f
—l—(z—zo)?/% (wiu;)o)gdw—l—...%—(z_zo) ILT (wiii)ndw

+ (z — 2)" /% w f(w) dw]

— 20)"H(w - 2)
Arvioidaan ylldolevaa summalausekkeen viimeistd termid w € D,.(z) =

|z — zo|" = 1™

f jatkuva kiyrilld v, ja v, on kompakti, joten on olemassa M > 0 jolle
Fw)| <M e,

1 1
-zl zr—le—zl = o=
" fw n f(w)||dw
= o= L, e n] <12 -l ),
2nrM (Z—Zo ”)
Tr—lz— %" r .

n

Koska |z — zp| <r = — 0,n — o0.

zZ—20
r

= f(z):lle on kehitelma kiekossa D,(z)) f(z)= Z ar(z — 2)", niin
k=0

1 f(w)
- | Yy
U= oni vy (W — 20)F 1 v

B f(k)(zo)
=R
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Seuraus 4.5. Alueessa A analyyttisilla funktioilla on A:n jokaisessa pisteessé
kaikkien kertalukujen derivaatta. Talloin

f(k)(zo)
k!

ap —

Huomautus. Edelld kertoimet eiviit riipu kiekon D,.(zg) séiteesté.

Maaritelma 4.4. Siten f:lle pétee

69 (2, .
£ = £ + 3 T e e

Tamé on funktion f Taylor-kehitelmé pisteessi zy joka on voimassa kiekossa
D, (z) (kehitelmé voi olla voimassa koko C:ssi).

Esimerkki 13. ¢ = f/(2)=¢* fP(2)=¢*, Vk=1,2,..., 2 =0

. 00 f(k) i 00 Zk 00 Zk
k=1 k=1 k=0

Esimerkki 14. f(z) =cosz = f'(2) = —sinz,
f(z) =sinz = f'(2) = cosz.

2B BT

smz:z—g—kg—kﬁ—l—... Vze C
2 4 6
COSZ:1—§+E+§+... VzeC

Lause 4.6. Yksikésitteisyyslause:

Olkoon f alueessa A analyyttinen funktio, jolle f(z,) = 0 pistejoukossa E =
{z,} C A, jolle on kasaantumispiste 2’ € A. Merkitddn D/ (z') = D,(2")\{#'}.
Toisin sanoen D/.(zZ'YNE #0 Vr > 0.

Talloin f(2) =0 Vz e A.
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Todistus. Olkoon 2’ F:n kasaantumispiste.

Koska f on analyyttinen A:ssa, ja 2/ € A, niin f:114 on kehitelm&

f(z) = Z ap(z — 2')* eriiissi kiekossa D, ().
k=0
Osoitetaan, ettd ap, =0 Vk=0,1,...
Jos 10ytyy kertoimia ay, joille a; # 0, valitaan néistd ensimméinen. Olkoon
tamaé a,,. Siis ar = 0 kun k£ < m.

= @)=Y a2 = (=) Y az - )

k=m

= (z = 2")"am + Z ar(z — 2)F™].

k=m+1
Merkitdén ¢g(z) = a, + Z ap(z — 2/)Fm,
k=m+1
Nyt ¢'(2') = a,, # 0, koska g on jatkuva.
= On olemassa 6 > 0 siten ettd g(z) # 0 Vz € Ds(z0).
Koska f(2) = (2 —2')"g(2) = f(z) # 0 aina kun z € Dj(2').
Mutta koska E N D5(2') # () niin seuraa ristiriita.

Néin ollen a, =0 Vk=0,1,2,...ja f(2) =0 Vz e D.(¢).
]

Seuraus 4.7. Jos f ja g ovat alueessa A analyyttisia funktioita joille f(z) =
g(z) joukossa {z,}, jolle on kasaantumispiste Assa, niin

f(z) =9g(2) Vze A

Tamén tuloksen avulla voidaan mééritelld funktion f analyyttinen jatkumi-
nen.

Olkoon f alueessa A analyyttinen funktio ja olkoon E C A (Oletetaan, et-
ta E:lla kasaantumispiste A:ssa). Jos médritellain fy : £ — C asettamalla

fo(z) = f(2),z € E.
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Huomautus. Téll6in on olemassa z:n kasaantumispisteiden ympéaristo, jossa
fo on analyyttinen.

f on funktion fy: D,.(z') — C analyyttinen jatke.

Esimerkki 15. Tunnetusti, jos |z| < 1, (D;(0), niin

]_ _
k=0
l—2z 1-z-—(2-2) l-z <HO>
1—20
1= 20 Z (1 _ zo)k(z zO) - Z (1 _ Zo)kH (Z ZO) = g(z)a
k=0 k=0
silli ) — A .
~ 2

g(z) on maéritelty kiekossa Djy_. (o).
= g on fm analyyttinen jatke kiekossa Dj;_.(20), ja g(2) = f(2)
ze C\ {1}

Esimerkki 16. Tarkastellaan funktiota
f(z) =¢",x € R.
Toisaalta g(z) = €* = e*t% = ¢%(cos y + isiny).

g on f:n jatke C:hen ja analyyttinen C:ssi.
Téten jatke g on yksikésitteinen.

Vastaavat tulokset pateviit myos funktioille f(z) = sinx = ¢(z) = sin z ja
f(z) = cosx = g(z) = cos z, ovat ainoat analyyttiset yksikésitteiset jatkeet.



42 4. Sarjat, potenssisarjat

4.4 Analyyttisen funktion nollakohdat

Maaritelma 4.5. Jos p on C:n polynomi, toisin sanoen

p(z) =ap,2"+...+a1z+ag, a,#0,z¢€C.

Jos p(z0) =0 =

p(z) = (2 — 20)p1(2), missd p; on polynomi, jonka aste on n — 1.

Jos pi(z0) =0 = pi(2) = (2 — 20)p2(2) = (p2) = (2 — 20)*p2(2)
Jos p(z) = (2 — 20)"pr(2) niin 2 on p(z):n k-kertainen nollakohta.

Tarkastellaan nyt vastaavaa tilannetta analyyttiselle funktiolle.
Olkoon f alueessa A C C analyyttinen funktio, jolle f(zy) = 0 erédélla z, € A.
Nyt f:114 on pisteessd zy kehitelmé

f(z) = Zak(z — z)k.

k=0

Lause 4.8. Olkoon f alueessa A analyyttinen funktio, jolle f(z9) =0 (2 €
A). Tillsin

f(2) = (2= 2)9(2), z€A,

missd g on analyyttinen A:ssa.

Todistus. Kun z # z; asetetaan

o)~ (—=) k-1
z) = =Y gp——= ) ap(z—=z
9(z) 7 — 2 ;k(z—zo) ;k( 0)
Jos tdma funktio on analyyttinen A \ {z}:ssa ja liséksi g(z9) = a1 = f'(20).
k-1
= g(z) _ ;ak(z Zo) , 2F 2
ai, Z =2

= ¢ on analyyttinen A:ssa.
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Esimerkki 17. f(z) =sinz, z¢€ C.
f(0)=0 = f(z2) =zg(z), missid g on analyytinen C:ssi.

Z2 Z4 ZG
g2)=1-F+5 -5 +...

sin 2z
Esimerkki 18. Olkoon f(z) = » 2 €CA{0}
1, 2=0
= f analyyttinen C \ {0}:ssé ja koska 1irr(1) e £(0)
=0z

= fjatkuva O:ssa = f analyyttinen C:ssé.

Nyt f on funktion S22 » £ 0 analyyttinen jatke C:hen.

z

4.5 Funktion napa

Maiéaritelmé 4.6. Olkoon A alue ja zgp € A. Jos f on alueessa A\ {z} ana-
lyyttinen funktio, talloin funktioille f on pisteessé z = zg n:nnen kertaluvun napa
(n > 1), jos

3 lim (z — 29)" f(2) on olemassa ja # 0 ja # oc.

Z2—20

9(z) =00 & |g(z)] = o0

Esimerkki 19. f(z) =1 2 #0.

Tz

Télloin z = 0 on 1-kertainen napa, silld 1irr(1) z2f(z) = 1.

Lause 4.9. Jos f:1ld on pisteessd zp € A n:nnen kertaluvun napa, niin f
voidaan esittdd muodossa

f(z) = Z (L + g(2), missé g(z) on analyyttinen A:ssa.

—~ (2 — 2p)*
. . z—z z), kunz # z
Todistus. Olkoon f funktio, jolle f = { (lim (;’)_f iO;n £(2) kunz ’ .
Z—Z0

= jj on analyyttinen A\ {zo}:ssa ja jatkuva A:ssa.
= f on analyyttinen A:ssa, siten 3 kiekko D, (z9) C A.
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Zak z— )k, 2 € Du(2).

k=0 A
Jos z = zp, niin f(z) = z—zo kz Z—zo
f(Z) ) ay Ap—1
N O TS AR #lz = 20)
. An—k _n
= Z Z — ZO Zna/k V4 ZO .
Valitaan ¢, = an—, k€ Zy ja g(z Z&k 2 — z)k "

g analyyttinen kiekossa D,.(z9) = g analyyttmen A:ssa.

Huomautus. Summalauseketta Z sanotaan f:n singulaari osaksi

— Ok
navassa 2. k=1 (2 ZO)

Esimerkki 20. f(z) = 2—;, jossa 0 on 2-kertainen napa.

hmzf()-l;«éOtaioo.

|z|—0
. >k
k=0 k=1
11 2 2k
1@ = Z+7 +Z(k+2)'
~—— k=0

singulaarinen -
analyyttinen
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4.6 Funktion Laurent-kehitelma

Mééritelmi 4.7. Sarja by + by (z — 20) '+ ba(z — 20) 2 + ...

= gbk(z‘ —z0) " = i (z—lzo>k

Tama sarja suppenee, kun

<rjollainr >0, z#z <& |z—z/>1=R

’ zZ— 20
Siis ylld oleva sarja suppenee kiekon Dg(zg) kiekon ulkopuolella.

Laurent sarjalla tarkoitetaan sarjaa

o0

(1) Z ar(z — 2)".

k=—o00

Tama sarja voidaan jakaa kahdeksi sarjaksi

suppeneminen

Zak(z — 2" ja Z a_p(z — )7
k=0 k=1

Nyt jos (1):sen sarja suppenee niin siitd seuraa, ettd kumpikin (2):sen sarja
suppenee. Téllin (1) suppenee rengasalueessa Ry < |z — zo| < Ry, missi
Ry < R,.

k
Esimerkki 21. Sarja kz_oo T
N - N T
Nyt Zyze ja |—k|!:Z o =e: — 1.
k=0 k=1 k=1
Sk
Siten Z We + e+ — 1 suppenee, kun z # 0 eli 0 < |z| < o0.

Huomautus. Olkoon nyt f rengasalueessa 1o < |z — 29| < Ry, missd 0 <
ro < Ry < oo. Pyritdén madradmaédn f:n kehitelmd Laurent-sarjana alueessa
ro < |2 — 20| < Ro.
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Olkoot 7 ja R > 0, joille rg <7 < R < Ry (voi olla g = 0, Ry = 00).

Merkitdian v, = 2z + re®, t €10, 27]
Yr = 20 + Re™, ¢ €0, 27]

Muodostetaan nyt suljettu paloittain sdin-
nollinen kayra v asettamalla:

vy =9rUABU—~, U BA.
TR

Cauchy intergraalikaavasta seuraa =

-2 | £

:%(4%dw+4%dw+/£(—gdw+]4£(—gdw)

~vr

:%(/YR%dw—/%%dw).

1 o
Nyt —/ f(w) dw = Z ar(z — 2)", missi
2m ), w— 2 —

1
ar = — Lw)kdw (Taylor kehitelmé).
2mi [, (w — 2)**!
Edelleen
TR 1
w—z 22—z 1-— Z’_;Zzg
Sleoal, sl L
J— - —_— w
—~ (2 - 20)F (2= z20)"(z — w) 27i
1 f(w) L oag
= dw = R,.(2),
2mi )., w—z v Z(z—zo)k + Fn()
k=1
1
missd 4y = 5— : fw)(w— 2)"tdw, k=1,2,..,ja

IAEEEY) (OICEL W

. (2= 27 (z —w)
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Ll e

“om ), (e—zl =) 2=zl

1 M, r

<= ( ) \dw|
2m J,, (|2 = 20| = 7) \z = ]
1 M, 27r < r

= — n—>0,kunn—>oo.
27 (|z — 20| = 1) \ |2 — zo\>
Edelld M, = max |f(w)].
wEYr

Tama maksimi on olemassa, koska f on jatkuva ~,:114, ja v, on kompakti.

= |R.(z)] — 0, kun n — o0
= R,(z) —0,kun n — o0

> 1
a_,———— suppenee.
2 AT

Nihdaén, ettd ympyrin renkaassa r < |z — 29| < R on voimassa molemmat
sarjakehitelmét.

Tamé kehitelma on yksikésitteinen, silld jos on olemassa lisdksi

= Z br(z — 2p), niin

k=—o0

f(Z) Zk* Ooka—Z() _Zbkz_zknl

(z _ ZO)nJrl - (z _ Zo n+

Jos vy, =z + pet, tel0,2n] =

' f(w) infty o
2mia,, = \/’y W = [y Z bk(Z — ZO)k ldw

P k=—o0

Z/ —zoknldw—me

k=—00

= b,=a,

Usein oletetaan, ettd f on analyyttinen alueessa A\ {zo}.
= suppenemisalue 0 < |z — 2| < d, jossa d = inf{|z — 2| |z € dA}.



48 4. Sarjat, potenssisarjat

4.7 Funktion erikoispisteistod (singulaaripisteisto)

Méaritelmé 4.8. Olkoon f funktio, joka on analyyttinen alueessa A\ {2},
mutta ei pisteessd zg. Talloin 2o on f:n singulaaripiste (erikoispiste).

Jos on olemassa § > 0, jolle flla ei ole muita erikoispisteita kiekossa Ds(2)
kuin zg. T&ll6in zy on f:n eristetty (isoloitu) singulaaripiste.

Jos nyt f on rajoitettu kiekossa Ds(z) niin zy on f:n ndenniinen singulaaripiste.

Télléin fn Laurent-sarjassa termien (z — 29)*, k = —1, -2, -3, ... kertoimet
ar ovat kaikki nollia. Josta seuraa, ettd Laurent-kehitelm& on sama kuin
Taylor-kehitelma.

Jos zg on n-kertoiminen napa, niin

FE) =2 o )

k=1
missé g(z) on analyyttinen osa. Siis

g(z) = Z bi(z — 2)".

n

f(Z) = Z(Z—Cikzo)k +Zbk(2— Zo)k.

k=1

Tamé on funktion f Laurent-kehitelma.

Jos f:n Laurent-kehitelméssé on déreton médra (z—zp):n negatiivisia potensse-
ja, niin 2y on f:n oleellinen singulaaripiste.
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Esimerkki 22. f(z) = 6—4,
2
Nyt 1in(1)z4f(z) = lirr(l]ez =1#40#0 =

k=0
. € -4 1 1 11 11 - i
Kunz%O,nunZ—Ll:Z X :;_1-—4___2 — Zk' _
k=0

jossa 0 on f:n erikoispiste.
0 on 4-kertainen napa.

Tamé on f:n Laurent-kehitelmé alueessa C \ {z}.

2z
Esimerkki 23. f(z) = ﬁ , jossa zp = 1 on 3-kertainen napa.
Z ju—
Merkitddn z — 1 =u, z=wu+1, €% = e*e.
Nyt
6 R
(z — 1)3 — k! prt k
1 1 S 2k
2 2 2
T 6(2_1)2+ +kzge 7z
Tama on f:n Laurent-kehitelma.
Esimerkki 24. Maaarad funktion f(z) = CESEEE)] Laurent-kehitelmd,
z z
kun
a)l<|z|<3 b)lz| >3
1 11 11
a) Nyt ————— = — — = jossa
(z+1)(z+3) 2z+1 2243
11 11 1 11, 1, «— W11 = P
— = —— . = —— _— = —1 — = —]_ —
2ra1 = 2s Tl = ar 2 = G =2 (e
z k=0 k=0 k=0
ja
g (=D* & i (=D* &
= z

1 1 11 1 11 /—2 ] —
§z+3_23'1+§_§§k§<_> =32 T T Lap 3
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Siis
; — i 1(_1)19271671 + i(_l)kJrl 1 Zk
ak+1
(z+1)(z+3) =2 — 2.3

on funktion Laurent-kehitelma, kun 1 < |z| < 3.

b) |z| > 3.
1 =1
= - — - 1k‘—(k‘+1)
22+1 22( )’z

1 1 11 1 11 RN — 1
e - _ - = = — -1 k_3k‘ —(k+1)
Y943 22142 224 (-2) =2 args

J

Sii k=0 k=0
118
f(z) = Z(_l)kgz_(kﬂ) _ Z(_l)kégkz—(kﬂ)
k=0 k=0
- 1 1 > 1 1
= -1 k<_ — _3k) —(k+1) _ 1 k:<_ _ _3k> —(k+1)
2 ) G )

Tamé on funktion Laurent-kehitelmé, kun |z| > 3.



Luku 5

Residyn lause ja sovelluksia

Miéaritelmi 5.1. Olkoon f funktio, joka on analyyttinen joukossa D,(z) \
{20}
f(z) = Z ar(z — 2)".
k=—o00

Talloin kerrointa a_; sanotaan f:n residyksi pisteessd z = z.
Merkitadn (zo)-_1.

Lause 5.1. Residyn lause:

Olkoon f suljetun (paloittain) sddnnoéllisen kiyrdn rajaamassa alueessa méadritel-
ty funktio, joka on analyyttinen ylld olavassa alueessa paitsi lukuunottamat-

ta singulaaripisteitd 2, zq,..., 2, (voi olla myds ddreton madra, oletetaan
kuitenkin dérellinen).

Télloin /f(z)dz =2mi((z1)-1 + (22)=1 + ... + (20)-1)

Todistus. Olkoon 7; z;-keskinen ympyré ja oletetaan, ettd ~; N~y; =0

Vi # ;.
= /f(z)dZ:/ f(Z)der/wf(z)der...+/%f(z)dz
zm/ f(z = o /k #dzﬂzk)l Vk=1,2,....

= /f(z)dz =2mi((z1)-1 + ... + (20)-1)-

ol
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5.1 Residyjen laskeminen

zp on 1l-kertainen napa:

= (20)-1 = lim (2 — 20) f(2).

z—20

zp on n-kertainen napa:

) 1 dnfl
=  (20)-1= lejl;lo mm((z —20)"f(2))
Todistus.
. a_p A_n41 a_q o
f(Z) = (Z—Zo)" + (Z—Zo)"fl +”‘+7(Z—Zo) +CLO+CL1(Z Zo)+

= (z—20)"f(2) =a_pnta_pn1(z—2)+...+a_1(z—2)""

+ap(z — 20)" +ai(z — z)" T+ ...

dn—l
= o ((z—=20)"f(2)) = a_1(n — )+ C[(z — 20)] — a—1 kun z — 2.
= Viite.
23 2P
: z— + = — ... 3
. . SIn 2 31 ' 5l 1z =z
E kki 25. = = =4+ =—...
simerkki f(z) = = Y + =
zo = 0 on 1l-kertainen napa, ja hH(l) Zstz =1.
zZ— z
22— 2z 22— 22
Esimerkki 26. = = joll
imerkki 26. f(2) = o iz ) T Gr ok oG e
zo = —1 on 2-kertainen napa,
z1 = 2i on 1-kertainen napa,
29 = —2i on 1-kertainen napa.

L i (22 +1)(2* — 22))
(F1)-1 = fim, (22 +1)(22 + 4)
(22 = 2)(2% +4) — 22(2% — 22) 14

B (22 + 4)2 15
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: - (2 — 2i) (2% — 2z) —4— 4 —i+1  T+i
(20)-1 = lin “%) Ao Al T4
z—21 (Z + 1)2(2 — 2@)(2 -+ 22) (QZ + 1)2 .43 -3 + 4 25
A 2 2) 7 o
(<2i) 1 = lim G20 =2)  T-i
—=2 (z + 1)%(z — 2i)(z + 29) 25
Esimerkki 27. f(z) = — ——
1—rcosz

z =0 on f:n napa. Sen kertaluku kertaluku:

z z

e e
Nyt limz— =lim— kun z — 0.
z—0 1 — cosz 2—0 <1—COSZ>
z
S
—0
ze?
’ — 00, kun z —= 0 = 0O:n kertaluku > 2.
1 —cosz
z z
. 2 € T € -
llir(l)zl—cosz_lli% 1 —cosz =2#0#co.
( 22 )
—_—
1
2

Lisaksi liII(l) 2 f(2) = lim z(lim 22 f(2)) =0-2 =0

z—0 z—0

= Navan z = 0 kertaluku on 2.

(0)_1 = lim d <ﬁ> — lim (2z€% + 2%e7)(1 — cos z) — (sin 2)(e*2?)

2—0dz \1 — cosz 2—0 (1 —cosz)?
_ fime? (22 + 2%)(1 — cos z) — 2? sin 2]
2—0 (1 —cosz)
Nyt jos merkitéén [z*]:114 cos:inia ja sin:inia vastaavia summia k:sta eteen-
k k+2
z z
ain, — + ——— £ .... Nyt
PAL T+ e v 2)! Y
. (224 2)(F ) P -5 )
lim g(z) = lim > s
S Z+ )
A e R e e e
ST AG P
1 1 3 1
5t R+ g2+ |2 5
= lim 2 R []—2:2



54 5. Residyn lause ja sovelluksia

5.2 Residy-laskennan sovelluksia maaritettyjen
integraalien laskemiseen

Olkoon F funktio, jolle |F(2)| < & Vz = Re',t € [0, 7], missd k > 1.

TR
Tallsin lim [ F(z)dz = 0.
R=o0 Jyn
~R | R
M M
| reaz| < [ 1r@la < [ g =2 [
TR TR TR TR
M M
:ﬁﬂ'R: Rki — 0, kun R — oo ja k> 1.

Tata tulosta voidaan kiyttad hyviksi erdiden epaoleellisten integraalien laskemises-
sa.

< 1
Esimerkki 28. Laske integraali / ———du.
o x°+1
Olkoon ~ suljettu kiyrd v = [-R, R| U yg. Olkoon A, ~:m rajaama alue.

Olkoon F'(z) =

/ F(2)dz =7

Funktiolle F'(z) on 1-kertaiset navat z =i ja z = —i joista z = i on alueessa
A, (jos R >1).

241

Residyn lause sanoo:

/7 L s = o) ).

22 +1

1 1 1
N Al _ 1
(7)1 ;3(2 Z>,22+1 T i %

1 1
/ 5 dz = 2mi— = .
v Z +1 21
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1 L | 1
22—1—1 _pr?+1 7R22+1

1
= —————|dz| — 0
)/22+1 ) / )22—1—1" /m ]RQeZQt—i—l\‘ d
R 00 00
1 1 1 1
= 7w = lim (/ dx—i—/ dz)z/ dr+0 = / dx.
R—oo \ J_pa?+1 o 221 | o r2+1

N /°° 1 d T
T = —.
o r2+1 2

J

sV

Huomautus. Voidaan laskea myos

[e%s) M M T
/ 5 dr = lim 5 dr = lim arctanz = lim arctan M = —.
0o Z +1 M—oo Jo T +1 M—o0 |0 M—o0 2

Esimerkki 29. / T dx =7
0 xTr* + 1
1
F(z) = a1 1 [—R, R] U g, kuten edellé.
A41=0 = zt=-1=¢lthm

2 = IR0k =0,1,2,3 eri ratkaisua.

Néistd 2o ja 21 kuuluvat A,:aan. Nyt

/F(z)dz = 2mi((20)-1 + (21)-1)-

o

=T 7N
(Z — €4 ) 0 L’Hosp 1 1 714;
(20)-1 = lim = = — = —e 4,
zmz0 2441 0 220 423
-3
Z — ezzﬂ— ”0 L’Hosp 1 1 7i§
(21)-1 = lim = = — =—e
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(efi%ﬂ + e*i%”) — 1(cos —m + cos —m — i(sin =7 + sin —))
T A A

(cos(m — Z) + COSZ — i(sin g7 +sin Z)

- T T

(cos m(— cos Z) + cos 4 — i(— cos 7 sin 1 + sin Z))
1 2 1

:ﬂ%%m?:ZPQ%SZﬂfi

V2 5 V2 V2

/F(z)dz = 27?2'(—2'7) =i =T

¥
V2 1 | 1

T— = z = lim (/ dx—i—/ dz).
2 Wz4+1f Reoo \ [_pat+1 e 241

Nyt kun merkitiin 2z = Re' ¢t € [0, 7.

1
’/ Az S/
’YRZ+1 TR
1 1

S/ < =7
o | RY—1 —1 R R3

2 SR | SR | V2
- = dr+0 = dr = ——1.
3 _00:1544—1ij /_Oox4—|—1x 2 "

/00 1 V2
= de = —m.
0

(20)-1 4+ (21)-1 =

e S e S R S

1

1
. ]ldzls/
2 +1 R

R4 etat

|dz|

zt+1 4

2m
Huomautus. Otetaan muotoa/ R(sint, cost)dt = I oleva integraali. (R(sint, cost)

0
on rationaaline lauseke sin ¢:sté ja cos t:sté.)

Sijoittamalla z = €'t € [0, 27|, saadaan

" et — it P %
sint = - = ;
21 2
et 4 it 2+ %
cost = = ,
2 2

. 1
dz = iedt = izdt dt = —dz.
1z

z—1 2411 .
I=|R £ ——=)—d j = e'tit € |0, 27|}.
[REGE T oy = (el € 0.27])
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z
Tama on rationaalifunktion integraali z:n suhteen: P )
p2(2)
I =2mi Z (zx)—1, missé z; on l-ympyrén sisépiste ja E g n napa.

zL€D1(0)

2
T dt ,
Esimerkki 30. / —————— johon nyt sijoitetaan z = €", ¢ € [0, 27].
0 9o+ 2sint
1
[_/ =27 _1/1 dz _1/ dz
g 20241) i), z26i+22-2 i [, 2(222—2|—Z6iz‘z—2)
2 21

_2/ dz
C ), 2224 6iz — 2

Navat 222 + 6iz —2 =0

_ —6i+ty/-36+16 —6i+/—20 —6i+2V5i —3i+tbi

@ — g =
4 4 4 2
20 = #\/_Z € Dl(O)
. 1 L’Hosp , . 1 1
-1 = 1 - - l Z—2 T = .
(20)-1 z1—>Hzlo(Z 120) 222 4+ 61z I 2 ez 4z +6i 4z + 61

—6i+ 205460 25

2T

1 1
I=2 | —————dz=2-2mi((29)_1) = 4m1 = —.
[y 222 + 61z — 2 ((z0)-1) 2iv5 V5

Huomautus. Tarkastellaan muotoa / f(z)g(z)dz, missi g(x) on cosax

tai sinax ja a € R, a > 0 olevaa intergr_aoglia. Nyt
Mo, . y
lf(2)]| < TE jollain k& > 0 ja Vz = Re",t € [0, 7.

Télloin I = / e f(z)dz — 0, kun R — oo.

|]R| _ )/ iaRe't f Rezt ZR@tht) /

eiaRe“

f(Re™)|Rat
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M M [T

" iaR cost—aRsint iaR cost —aRsint
< /0 e Rdet Th1 e e dt
=1
M " —aRsint 2M % —aRsint
= W . e dt = W dt
2M % _2apy 2M % T _2apy
= RE-1 e i = RE=1]g QaRe )
M a
ﬁ<—e’27R2 —|—1> — 0, kun R — oo.
Esimerkki 31. / C(Q)S(mdx a€eR,a>0,R>0.
o r¢+1
Olkoon v = [ R, R| U~g,vr = Re®,t € [0, 7.
eiaz
_ .. c R. nii
f(z) oL ja jos x , niin
fla) = = L (cosaz + isinaz)
T) = = cosax + ¢ sin ax
224+1 2241
Nyt f:nnavat 22+1=0 < 2z =1 tai 2 = —i, joista i on 7:n rajaamassa
alueessa.
/f(z)dz = 2mi(i)_q
v
eiaz e~ a
N e _er
(5)-1 ;EE(Z Vo=~ %
= f dz = 2m— =me %
. R eiaac eiaac
e~ —hm( —hm/f )dz = lim (/ 5 dx—i—/ dz).
R—o0 R—o0 R—o0 R + 1 YR 22 + 1
1
_ — R it
9 < o < =
= f(2)dz — 0, kun R — oc.
R
> gLz > cosazx + isinac
I = / dr+0 = / dx
| e 2 +1
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/°° cosaxd +_/°° sinaxd
= T+ —dx
2+ 1 |

N / cosax a . /°° sinamd 0
T = Te a z = 0.
x2+1 ) o 22+ 1

N cosax T
= —e %
x? + 1 2

Esimerkki 32.

TR

“sinx
dx,
0 77“

xr
= [_Ra _T] U —Vr U [7“, R] U YR-

R | R

f(z) = e joka on analyyttinen A,:ssa, joten /f(z)dz =0.
0!

Toisaalta

fvf(z)dz: /_Tjdx +/ f(2)dz +/Rjdx +/f dz

= +15

I, = / f(z)dz — 0.

TR

-r ezx
L = / —dx (sijoitetaan x = —t, dx = —dt)
R X

r—it R _—ix
:/ C (—at) :—/ ° dr.
r —t N

R i R
iz —ix 2
[1—1-[3:/ (BTde:/ Zsmxdflr.

T

it

eiz T eire ™ "
. s . ] g
I :/ —dz = —/ —itzre’tdt = —z/ e dt.
e 0 Te 0

lim / f(2)dz = lim —z/ e dt = —i/ lim " dt = —i/ dt = —mi.
r—0+ r—0t 0 o r—0F 0

Nyt
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*sinx

0211+IQ+[3+I4:[1—7T2+13+0—>22/ dZ—Wi,kunR—)OO.

0 T
[ sinz )
= 2 dr —m =0
0 T

> sinx T
= dr = —.
0 x 2




