I LINEAARISET YHTALORYHMAT

1. Lineaarinen yhtaloryhma ja matriisi

Talla kurssilla kdytdmme kirjainta K tarkoittamaan reaalilukuja R, kompleksilukuja C
tai rationaalilukuja Q (aluksi K = R). Namé lukujoukot ovat kuntia, miké tarkoittaa
sita, ettéd nelja peruslaskutoimitusta ovat maariteltyja ja noudattavat tavallisia lukujen
laskusaantoja.

Lineaarialgebrassa joudutaan jatkuvasti tekemisiin lineaaristen yhtaloiden ja yhtalo-
ryhmien kanssa. Muuttujien x1,2s,... ,x, lineaarinen yhtdloé on muotoa

a1x1 + asxs + - - + apxy, =,

missa a;,b ovat annettuja kunnan K lukuja. Vastaavasti yleinen lineaarinen yhtdalo-
ryhmad on muotoa

a111 + a12T2 + -+ A1pnTn = bl
(1) a21%1 + a22%2 + - -+ + a2, Ty = ba

Am1T1 + Qa2 + - -+ Gpn Ty = by,

missd a;;,b; € K. Kunnan K luvut sq,s2,...,s, muodostavat yhtdloryhmén (1)
ratkaisun, jos jokainen ryhmén (1) yhtalo toteutuu, kun x1 = s1, 22 = So,... , T, = Sy.
Yhtaloryhman ratkaisemisella tarkoitetaan sen kaikkia ratkaisujen, ns. ratkaisujoukon,
maarittamista. Yleensa ratkaisuja on yksi, aarettoméan monta tai ei yhtaan.

Yhtéloryhmien tarkastelu on helpointa matriisien avulla. Kunnan K alkioista a;; muo-
dostettua kaaviota

al a2 . A1n

a1 ao9 N a2n
(2) A=

OGm1 GGm2 ... 0Omn

sanotaan lajia m X n olevaksi matriisiksi tai m x m-matriisiksi. Usein merkitdin A =
(@ij)mxn = (ai;). TAman matriisin vaakavektorit (tai vaakarivit) ovat

(ailaa’iQ?"- 7ain), Z:1,27...7m,

ja pystyvektorit (tai sarakkeet) vastaavasti



Matriisia (2) sanotaan yhtaloryhmén (1) kerroinmatriisiksi. Taydentamalla tatd mat-

riisia vakioista b1, ba, ... , b, koostuvalla sarakkeella
b1
bo
B = )
bm,

saadaan yhtéloryhmén (1) taydennetty kerroinmatriisi

ail a2 - ain, by
a1 agzz - azn, b

(A,B)=1] . : : | = (aij, bi).
am1 am?2 ot Amn bn

2. Gaussin eliminointimenetelma

Esitdmme seuraavassa Gaussin eliminointimenetelman, jolla lineaarinen yhtaloryhma
saadaan ratkaistua. Tarkastelemme aluksi esimerkkia.

Esimerkki. Ratkaise yhtaloryhma

ZL‘1—|—3$2—|—4$3:5
3.’E1+2£L’2+7$3:3
2x1 — 1o + 13 = —4,

jonka taydennetty kerroinmatriisi on

1 3 4 5
3 2 7 3
2 -1 1 -4

Ratkaisemme yhtaloryhman muuntamalla sen yhtapitavaa muotoon, josta ratkaisu saa-
daan. Vieressa on aina vastaava taydennetty kerroinmatriisi.

Lisataan toiseen yhtaloon ensimmainen luvulla —3 kerrottuna:

1+ 3x2 +4w3 =5 1 3 4 5
—7:172 — 5$3 =—-12 0o -7 -5 -—-12
2r1 — X9 + 3 = —4, 2 -1 1 —4

Lisataan kolmanteen yhtaloon ensimmainen luvulla —2 kerrottuna:



1+ 3x2 +4w3 =5 1 3 4 5
—7%2 — 5$3 =—-12 0o -7 -5 -—-12
—Txy — Taxs = —14, 0 -7 -7 —14

Vahennetaan toinen yhtalo kolmannesta:

z1 +3z2 +4w3 =5 1 3 4 5
—Tx9 — by = —12 0 -7 -5 —12
—xg = —2, o 0 -2 =2
Nyt saamme kolmannesta yhtalostd xz3 = 1, sen jalkeen sijoittamalla tama toiseen
yhtaloon zo = 1, ja sitten sijoittamalla nama arvot ensimmaiseen yhtaloon z; = —2.
Yhtaloryhman ratkaisu on siis 1 = —2,20 = 1,23 = 1.

Olkoot nyt

1121 + a12x2 + - - - + a1,y = by

a21T1 + a22T2 + - -+ + a2 Ty = b
(1)

Am121 + Am2X2 + -+ Ay Tn, = bm
ja

1121 + c19To + -+ -+ c1pTy, = db

, C21T1 + C22T2 + -+ + ConTp = da

(1)

Cm1T1 + CmaXa + -+ + CpnTy = dm

yhtéloryhmié, joiden tdydennetyt kerroinmatriisit ovat (A, B) ja (C, D). Edellisessa esi-
merkissa kiytettiin ns. elementaarisia (vaakarivi)muunnoksia. Sanotaan, ettd yhtalo-
ryhmé (1’) on saatu ryhmaésté (1) elementaarisella muunnoksella, joka on tyyppié:

I (vaihto), jos yhtéloryhmien (1) ja (1’) yhtdlot ovat muuten samat, mutta yhtalot r
ja s ovat vaihtaneet paikkaansa. Taydennetyssa kerroinmatriisissa rivit r ja s ovat
vaihtaneet paikkaansa.

IT (skaalaus), jos yhtdléryhmien (1) ja (1’) yhtdlét ovat muuten samat, mutta ryhméan
(1’) yhtalo r on saatu kertomalla ryhmén (1) yhtalo r jollakin nollasta eroavalla luvulla
e € K. Yhtaloryhmén (1’) tdydennetyn kerroinmatriisin rivi » on ex ryhmén (1)
taydennetyn kerroinmatriisin rivi 7.

IIT (korvaus), jos yhtdloryhmien (1) ja (1’) rivin ovat muuten samat, mutta ryhmén
(1’) yhtélo r on saatu lisadmalla ryhmén (1) yhtdléon » ryhmén (1) yhtlo s kerrottuna



erddlld luvulla e € K, ts. ¢,j = arj+easj, d, = b, +ebs. Yhtéloryhmén (1) tdydennetyn
kerroinmatriisin rivi 7 on ryhmén (1) tdydennetyn kerroinmatriisin rivi r lisdttyné e
kertaa rivi s.

Maaritelma. Yhtaloryhmié (1) ja (1) sanotaan ekvivalenteiksi, jos ryhmé (1’) saadaan
ryhmésté (1) dédrellisen monella elementaarisella muunnoksella. Tétd merkitaan (1) ~
(1’). Vastaavia tdydennettyja kerroinmatriiseja sanotaan myos ekvivalenteiksi ja tata
merkitddn (A, B) ~ (C, D).

Lause 2.1. Ekvivalenteilla yhtaloryhmilld on samat ratkaisut.

Tod. Riittdé osoittaa, ettd yhtdloryhmaéilla (1) ja (1’) on samat ratkaisut, jos (1’) on
saatu ryhméstéd (1) tyyppid III olevalla muunnoksella (tyypit I ja II selvid). Olkoon
81,82, ... , 8, yhtdloryhmén (1) ratkaisu. Se on my6s ryhmén (1’) ratkaisu, jos

Cr181 + Cr2S2 + -+ + CrpSp = dra
missa ¢,; = a,; + eas;,d, = b, + ebs. Tama yhtalo patee, koska
Cr181 + Cr252 + -+ CrnSn

= ap181 + Gr282 + - + QrpSpy + €(a5181 + ag289 + -+ asnsn)

=b, +ebs =d,.

Vastaavasti jokainen yhtéloryhén (1’) ratkaisu on my6s ryhmén (1) ratkaisu (toteal).
Jos ryhmalla (1) ei ole ratkaisua, ei sitd voi olla myoskddn ryhmaélla (17) (ryhmén (17)
ratkaisu olisi myGs ryhmén (1) ratkaisu) ja kdéntden. mot

Esitetddn nyt menettely, jolla yht&loryhmé (1) saadaan sellaiseen ekvivalenttiin muo-
toon, mistéd ratkaisu on helposti n&htavissd (mikali on olemassa). T&mé ns. Gaussin
eliminointimenettely perustuu tidydennetyssid kerroinmatriisissa (A, B) suoritettaviin
elementaarisiin vaakarivimuunnoksiin.

Rajoituksetta voidaan olettaa, etta ainakin yksi ensimmaisen sarakkeen alkioista a;; on
# 0 (muutoin x; ei esiinny yhtéaléryhméassa (1)). Jos a;; = 0, niin suoritetaan sellainen
tyyppia(I) oleva muunnos, ettd ensimméisen rivin ensimméinen alkio tulee nollasta
eroavaksi, olkoon se af;. Taémén jdlkeen vahennetddn kullakin arvolla i = 2,3,4,... ,m
rivistd ¢ ensimmainen rivi sellaisella vakiolla kerrottuna, etta rivin ¢ ensimmaiseksi
alkioksi ja& 0. (Tam& on tyyppid (III) oleva elementaarinen vaakarivimuunnos.)

Nain taydennetty kerroinmatriisi saadaan ekvivalenttiin muotoon

/ ! l !

a1 ai12 ce A1n bl a; ... a1p c. a1, bl
b al al /

as1 a99 . a9, 2 2%k ce 2n 2

~Y e Y y
0
! / !
aAmi Gm2 - Gmn  bm a . oo Q. bl



missd k£ > 2 on pienin sellainen indeksi, ettd muuttujan xj kerroin a}, on # 0 jollakin
riveista ¢ = 2,3,... ,m. Pidetdadn nyt ensimmainen rivi muuttumattomana ja tehdaan
ym tarkastelu uudelleen riveille 2,... ,m (ensimmaéisen sarakkeen sijasta tarkastellaan
saraketta k), jolloin padstdan muotoon

/ / / / /
all DY alk . .. a/ll . .. a/ln 1
1 1 1 1/
Ay .. Qg ... Gy, by
1 / 2
~ o as, ... ag, b3 ’
0 :
" !/ 2
any oo Gy b

missd aly, # 0 ja [ > k. Niin jatkamalla paédstaan dérellisen monen elementaarimuun-
noksen jalkeen ns. porrasmuotoon

c11 .- Cin dl

CoL e Con dg

C3l NN C3n d3

~ ~ Crs +-. Crp d, )

0 0 dyri1

0 0 0

0
0 0 0
missa c11,Cok, C31,--- ,Crs Ovat kaikki # 0jal < bk <l < --- < s <n,r <mja

porraskuvion alapuolella on pelkastaan nollia. Jos d,.;1 # 0, niin viimeiselté sarakkeelta
tulee viela uusi porras.

Yllaolevan nojalla on voimassa:

Lause 2.2. Jokainen yhtéloryhmé (1) on ekvivalenttinen porrasmuodossa olevan yhté-
loryhmén

( c1171 + e + ClnTnp = dq

Cop Xk + ..+ ConTn = ds

c31r; + ... + C3nTn = d3

(2) CrsTs + ... + Crn®p = d,
0 = dr—|—1

0 = 0

L 0 = 0




kanssa, missé c11 Z 0, cop #0,... ,¢s Z0, 1 <k <l<---<s<n,r<m (josr =m,
niin viimeisia yhtéloita ei ole).

Maaritelma. Ylla muuttujia xq, xg, 1, . .. , s sanotaan paamuuttujiksi ja muita muut-
tujia (jos niitd on olemassa) vapaiksi muuttujiksi. Edelld padmuuttujia on r kappaletta
ja vapaita muuttujia n — r kappaletta.

Lause 2.3. Yhtéloryhmélla (1) on ratkaisuja jos ja vain jos d,.y; = 0. Télléin
ratkai- suissa vapaille muuttujille voidaan antaa mielivaltaisia arvoja € K, jonka jalkeen
paamuuttujat maaraytyvat yksikasitteisesti.

Seuraus. Jos 7 = n ja (1) on ratkeava, niin silld on yksikésitteinen ratkaisu, silld
vapaita muuttujia ei ole.

Lauseen 2.3 tod. Jos d,.;1 # 0, yhtdloryhméssd (2) on yhtdlé 0 = d,41, joka ei to-
teudu millddn muuttujien arvoilla. Lauseen 2.1 mukaan yhtaloryhalla (1) ei télloin ole
ratkaisua.

Jos d,41 = 0, annetaan vapaille muuttujille (jos niitd on) mielivaltaiset arvot € K.
T&ll6in ryhmén (2) alin yhtéld tulee muotoon c¢,sxs = b € K, mistd saadaan zs =
b/c,s € K (tarvitaan tietoa c,s # 0). Sijoittamalla tdm& arvo ryhmén (2) mui-
hin yhtaloihin ja jakamalla samalla tavoin saadaan nain takaisinsijoituksilla perakkain
ratkaistua xg, ... ,x;, T, 1. mot

Maaritelma. Yhtaloryhméaa (1) sanotaan homogeeniseksi, jos by = by = -+ = b, = 0.
Homogeenisille yhtéloryhmille (1) pétee

Lause 2.4. Homogeeninen yhtaloryhméa on aina ratkeava. Jos r = n, niin on ole-
massa vain triviaali ratkaisu 1 = --- = x, = 0. Jos r < n, niin on olemassa myos
epatriviaaleja ratkaisuja.

Tod. Homogeenisen yhtaloryhmén tapauksessa edella dy = dy = -+ d,, = dp41 = 0,
joten yhtaloryhma on ratkeava Lauseen 2.3. nojalla. Jos r = n, niin kaikki muuttujat
ovat pddmuuttujia ja yhtaloryhmésta (2) saadaan takaisinsijoituksilla z,, = 0, x,_1 =
0,..., 1 = 0. Jos taas r < n, niin vapaita muuttujia 16ytyy ja niille voidaan antaa
nollasta eroavia arvoja. mot

Huomautus. Koska r < m, niin Lauseen 2.4. nojalla homogeenisella yhtaloryhmalla
on epatriviaaleja ratkaisuja aina, kun tuntemattomien lukumaara n on suurempi kuin
yhtaloiden lukumaara m.

Yhtaloryhmé (1) ratkaistaan kdytdnnossa seuraavasti:

1) Muunnetaan tdydennetty kerroinmatriisi (A4, B) elementaarisilla vaakarivimunnok-
silla porrasmuotoon (C, D).



2) Kirjoitetaan porrasmuotoa (C, D) vastaava yhtaloryhma (2).

3) Ratkaistaan (2) takaisinsijoituksilla (esitetdén padmuuttujat vapaiden muuttujien
avulla), jos (1) on ratkeava.

Vaihetta (3) ei tarvita, jos porrasmuodosta (C, D) jatketaan vaiheessa 1) ns. pelkistet-
tyyn porrasmuotoon seuraavasti: Skaalauksella muunnetaan kaikki porraspaikoilla ole-
vat alkiot c11, ok, ... , Crs alkioiksi 1 ja sen jalkeen korvauksilla kaikki naiden ykkosten
ylapuoliset alkiot nolliksi. Pelkistetyssa porrasmuodossa on siis porrassarakkeilla por-
raspaikalla 1 ja muut alkiot ovat 0.

Esimerkkeja.

Matriisin porrasmuoto ei ole yksikasitteinen. Porrasrivien lukumaéra ja porraspaikkojen
sijainti ovat kuitenkin aina samat. Matriisin pelkistetty porrasmuoto on yksikéasitteinen,
kuten myohemmin osoitamme.

Maaritelma. Matriisin A asteeksi kutsutaan matriisin A kanssa ekvivalenttisen por-
rasmuotoisen matriisin porrasrivien lukuméaéréé (joka on sama kuin porrassarakkeiden
lukumééré). Asteelle kdytetddn merkintdd rank A.

Lauseesta 2.3. ja sen seurauksesta saadaan seuraava yhteys yhtaloryhma ratkeavuuden
ja sen kerroinmatriisin asteen valille.

Lause 2.5. Lineaarinen yhtaloryhmé (1) ratkeaa jos ja vain jos rank A = rank (A, B).
Edelleen ratkaisu on yksikasitteinen jos ja vain jos tuntemattomien lukumaara n =
rank A = rank (A, B).
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IT K", LINEAARINEN RIIPPUVUUS

1. K", vektorien lineaarinen yhdiste

Kéytdmme seuraavassa merkintdd K™ tarkoittamaan n-pituisten (pysty)vektorien

Ui
U2
U= . , u; € K,
Unp
joukkoa. Vastaavasti K (") tarkoittaa n-pituisten vaakavektorien (uy,usg, ... ,uy),u; €

K, muodostamaa joukkoa. Alkioita u; sanotaan vektorin koordinaateiksi. Geometrisesti
R voidaan tulkita suoraksi, R? tasoksi ja R? kolmiuloitteiseksi avaruudeksi.

Maaritelma. Olkoot U, V € K" seka

Uy U1
U2 V2
U= ) ja V=
Unp Un
Talloin maaritellaan:
(i) U =V jos ja vain jos u; = v; aina, kun i =1,... ,n,
Ul + U1 (03]
U + V2 Cuo
i) U+V = , , iU =| 7|, cek.

Edella maaritellyt summa U + V ja skalaarilla kertominen cU toteuttavat selvasti seu-
raavat laskusaannot. Vastaavat tulokset patevat myos vaakavektoreille.

Lause 1.1. Jokaisella U,V,Z € K" ja ¢,d € K patee

U+0=U (nollavektorin O kaikki koordinaatit ovat = 0),
U+(-U)=0 (—=U = (=1)U on vektorin U vastavektori),
c(U+V)=cU+cV,



Esimerkki. Suunnikassiinto, tason R? ja avaruuden R3 suorat.
Maaritelma. Vektorien Uy, Us, ... ,U, € K" lineaariyhdisteeksi kutsutaan vektoria
ciUr + coUs + - - - + ¢, Uy,

missa ci, ¢, ... ,cp, € K. Kaikkien talldisten lineaariyhdisteiden joukkoa sanotaan vek-
torien Uy, Us, ... , U, virittdmdksi joukon K™ osajoukoksi ja sille kaytetaan merkintaa

L({Ul, Us,... ,Up}) = {ClUl + Uy + -+ + CpUp | c; € K}
Esimerkki. Avaruuden R? tasot.

Esimerkki. Tutki, onko vektori B vektorien A; ja As virittimaissi avaruuden R? osa-
joukossa L({A1, As}), kun

1 2 5
Al = —2 s A2 = 5) ja B = -1
-9 6 -9

Elementaaristen muunnosten tarked ominaisuus on seuraava

Lause 1.2. Jos m x n-matriisit A ja B ovat ekvivalentteja ja niiden vaakarivit ovat
vastaavasti AV, AR A 33 B BR) B0 niin

L{AW A® Ay = L{BW B® .. BMY),

Tod. Riittaa todeta tulos kullekin muunnostyypille I, II ja III. Tyypit I ja II ovat selvia.
Korvausta III koskeva vaite saadaan suoraan seuraavasta yleisemmasta tuloksesta: Jos
Y € K™ on vektorien A AR . A lineaariyhdiste ja kukin vektori A®) on
vektorien B, B?) .. B(™) lineaariyhdiste, niin Y on vektorien B, B . . B(M)
lineaariyhdiste. Jos nimittain

Y =3 a;AD ja AD =3 b, B
=1 j=1
niin m m m m m
Y = Z CLZA(Z) = Zal(z b”B(J)) = (Z alb”)B(J) mot
i=1 i=1  j=1 j=1 i=1

Yleinen lineaarinen yhtaloryhma

a1121 + a12x2 + - - + a1y, = by

a21Tq + a929T2 + -+ aAo2nTLpn = bz

(1)

Am1T1 + Am2Z2 + -+ G Ty = bma
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jonka kerroimatriisi on A = (414, ... 4,,) ja tdydennetty kerroinmatriisi (A, B), voi-
daan esittaa vektorimuodossa

(2) $1A1+$2A2—|——|—$n14n = B.

Néin ollen yht&loryhmaé (1) on ratkeava jos ja vain jos vakiovektori B on kerroinmatriisin
A sarakkeiden lineaariyhdiste. Maéritelladn nyt matriisin ja vektorin tulo.

Maaritelma. Olkoon A = (A1 A, ... A,) lajia m X n oleva matriisi ja X € K™. Tulo
AX maaritellaan yhtalolla

1

xr
AX = (AjAs- A) | 7 | = 2141 + a0 + -+ 20 A,

Tn

Huomautus. Tulo on mééritelty vain, jos matriisin A sarakkeiden lukumééré on vek-
torin X koordinaattien lukumaara. Edelleen tulovektorin i:s alkio saadaan ”kertomalla
skalaaristi” matriisin A i:s vaakavektori ja X. Tulo toteuttaa ehdot: A(X 4+Y) =
AX + AY ja A(cX) = ¢(AX).

Edella olevan nojalla saadaan

Lause 1.3. Olkoon A = (A1A5...A4,) lajia m x n oleva matriisi ja B € K™. Talléin
lineaarisella yhtaléryhmalla (1), vektoriyhtalolla (2) ja matriisiyht&lolla

(3) AX =B

on samat ratkaisuvektorit X. Ratkaisujoukko saadaan Gaussin eliminointimenetelmal-
14.

Nyt voidaan tasmentaa aikaisempaa luvun I Lausetta 2.4, jossa tarkastellaan yhtaloa
(3) vastaavaa homogeenistd yht&loa

(3h) AX = 0.

Lause 1.4. Olkoon A m X n-matriisi, jonka aste on r = rank A. Jos r = n, niin
homogeenisen yhtélon (3h) ainoa ratkaisu on X = 0. Jos r < n, niin on olemassa
h = n—r sellaista ratkaisua X1, Xo, ... Xy, ettd ratkaisujoukko on L({ X1, Xo,... , Xp}).

Tod. Tapaus » = n on selva. Olkoon h = n — r > 0. Paamuuttujia on r kpl ja va-
paita muuttujia h kpl, olkoot ne z;,, z;,, ... ,z;,. Yhtdlon (3h) ratkaisemiseksi muun-
netaan matriisi A elementaarisilla muunnoksilla pelkistettyyn porrasmuotoon, josta
paamuuttujat saadaan lausuttua vapaiden muuttujien avulla. Nain ratkaisut saadaan
muotoon (ks. esimerkkeja)

X =z, X1 + x5, Xo + - - + @4, Xan,
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missd X1, Xo,..., X, € K" ja vapaille muuttujille x;; voidaan antaa mielivaltaisia
arvoja € K. Selvasti jokainen vektori X, Xs,..., X} on ratkaisu ja kaikki ratkaisut
saadaan niiden lineaariyhdisteina. mot

Esimerkkeja.
Lause 1.5. Jos yhtélo (3) on ratkeava ja X, on erés ratkaisu, niin ratkaisujoukko on
{Xo+Y | Y yhtélon (3h) ratkaisu}.
Tod. Oletetaan, ettd Xy on yhtélon (3) ratkaisu, ts. AXy = B. Télloin
AXo+Y)=AXo+ AY = B+ 0= B,
joten vektorit Xo+Y ovat ratkaisuja. Jos taas X on mielivaltainen yhtélon (3) ratkaisu,
niin
AX — Xg)=AX —AXy=B-B=0.

Néin ollen Y = X — X toteuttaa yhtélon (3h) ja X = Xy 4+ Y. mot

Lause 1.6. Olkoon A = (A1 Az ... A,) m X n-matriisi ja r = rank A. Ehdot
a) Yhtdlo AX = B on ratkeava aina, kun B € K™;

b) K™ = L({A1, Ao, ..., An));

c)r=m

ovat yhtapitavia.

Tod. Tulon AX maéaritelmén nojalla ehto a) tarkoittaa sitd, ettd jokaisella vektorilla
B € K™ on esitys B =x1A41 + 2242 + -+ + x, A, missd x; € K. Siten ehdot a) ja b)
ovat yhtapitavia.

Riittd& osoittaa, ettd ehdot a) ja c¢) ovat yhtépitdvid. Jos c¢) pétee, on m = rank A =
rank (A, B) jokaisella vektorilla B € K™. Kappaleen I Lauseen 2.5. mnojalla a) on
voimassa. Oletetaan nyt, ettd a) péatee. Todistamme epédsuoralla todistuksella, ettd
myos c) patee. Teemme vastaoletuksen: c) ei ole voimassa. T&ll6in valttamatta r < m ja
A ~ U, missa porrasmuotoisen matriisin U alin rivi on nollarivi. Valitaan nyt D € K™
siten, ettd alin alkio =1. T&lloin r = rank U < rank (U, D) ja yht&lo UX = D ei ole
ratkeava. Koska A ~ U, on

(U,D) ~ (A, B)

erddlla B € K™. Koska yhtalo UX = D ei ole ratkeava, ei myoskaan yhtalo AX = B
ole ratkeava (I, Lause 2.1.). Tamé on mahdotonta, jos a) péatee. Saatu ristiriita osoittaa,
ettd vastaoletus on vairé ja c) pétee. mot
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2. Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus

Lineaarisen riippuvuuden kasite osoittautuu myohemmin erittain hyodylliseksi. Joukon
K™ tai K" vektorien lineaarinen riippuvuus liittyy lheisesti homogeenisiin yht&lo-
ryhmiin, joten tarkastelemme tata tapausta seuraavassa.

Maaritelmé. Vektorijoukkoa S = {Vi,Va,...,V,} € K" (tai K(™) sanotaan lineaa-
risesti ritppuvakst tai lineaarisesti sidotuksi, jos vektoriyhtalolla

Vi +mxVo+ -+ 2,V =0

on epitriviaali ratkaisu z1, 2, ... , x, (ts. ratkaisu, missé ainakin yksi x; # 0). Joukkoa
S sanotaan lineaarisesti riippumattomaksi tai lineaarisesti vapaaksi, jos ylldolevalla
yhtalolla on vain triviaali ratkaisu z1 = x9 = -+ = 2, = 0.

Jos merkitsemme A = (V1 Va...V,),xp, niin luvun 1 nojalla voimme sanoa: S on lin-
eaarisesti riippumaton jos ja vain jos homogeenisella yhtalolla

AX =0
on vain triviaali ratkaisu X = 0.

Esimerkkeja.

Lause 2.1. Jos 0 € S, niin S on lineaarisesti riippuva.

Tod. Selva.

Lause 2.2. Jos S = {V1,V,,...,V,} € K™ ja p > n, niin S on lineaarisesti riippuva.

Tod. Jos A on kuten edella, niin rank A < n < p, joten Lauseen 1.4 nojalla yhtalolla
AX = 0 on epétriviaaleja ratkaisuja. Vaite seuraa tasta. mot

Lause 2.3. S = {V1,V5,...,V,} € K™ on lineaarisesti riippuva jos ja vain jos jokin
joukon S vektoreista voidaan esittda muiden lineaariyhdisteena.

Tod. Jos S on lineaarisesti riippuva, niin on olemassa epatriviaalit 1, xa, ... , x,, joilla
1 V1 —{—IEQVQ—J’-"'—{-CUp‘/p =0.

Olkoon j suurin indeksi, jolla z; # 0. Jos j =1, niin V; =0=0-Vo +--- +0 - V},. Jos
taas j > 1, niin

zjVij=—x1Vi — - — x4V, (xx =0 aina, kun k > j),

T

V= Ty

Vi-1.
Lj Lj
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Siis jokin vektoreista on muiden lineaariyhdiste.

Oletetaan nyt, etta jokin vektoreista, esimerkiksi V,,, on muiden lineaariyhdiste. T&lloin
Vp=aVi+-+cp1Vpo1
ja
01V1 + -+ Cp_1‘/p_1 — ‘/p =0.

Joukko S on nain ollen lineaarisesti riippuva. mot

Nyt voimme osoittaa aikaisemmin mainitun (s.7) pelkistetyn porrasmuodon yksikésit-
teisyytta koskevan tuloksen. Tata varten asetamme maaritelman.

Maaritelma. Matriisien C = (¢ij)mxn ja D = (dij)mxn yhtdsuuruus mééritelldén
asettamalla

C=D <= c¢jj=d;ana, kani=1,... mjaj=1,... ,n.

Lause 2.4. Jos m x n-matriisi A ~ C' ja A ~ D, missa C ja D ovat pelkistetyssa
porrasmuodossa, niin C' = D.

Tod. Selvasti C' ~ D, joten yhtaloilla CX = 0 ja DX = 0 on samat ratkaisut X. Nain
ollen

(1) x1Cq +x2C2—|----—|-a:nCn:Q <~ $1D1+:E2D2+"‘+$HDTL:Q,

misséd on merkitty C = (C1Ce ... C,) ja D = (D1Dy ... D,). Siis matriisien
C ja D sarakkeet toteuttavat samat lineaarisen riippuvuuden ehdot. Koska porras-
sarakkeet ovat tarkalleen ne sarakkeet, joita ei voida esittda niiden vasemmalla puolella
olevien sarakkeiden lineaariyhdisteena, ovat matriisien D ja C' porrassarakkeet samoilla
paikoilla (kullakin nollarivista poikkeavalla rivilld on porraspaikalla 1 ja sen vasemmalla
puolella alkiot = 0). Jos porrassarakkeita on r kpl, ne ovat Ey, Eo, ... , F,., missi

0

E, =11 «— 1:s alkio.

0
Siis porrassarakkeet ovat samoilla paikoilla ja samat. Tarkastellaan nyt matriisin C
saraketta C;, joka ei ole porrasarake (jos téllainen on olemassa). Ta4ma& sarake on joko
nollasarake tai sen vasemmalla puolella olevien porrassarakkeiden lineaariyhdiste, joten
Cj =21C1 + 220y + -+ 2;_1C;j_1, missa x;, = 0, jos C}, ei ole porrassarake. Ehdon
(1) nojalla

D;=x1D1+x0Dg+---+x;1Dj_1.

Koska porrassarakkeet ovat samat ja z; = 0, jos C}, ei ole porrassarake, on C; = D;.
Siis C'= D. mot
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IIT MATRIISTALGEBRAA

1. Matriisien laskutoimitukset
Madritellddn aluksi matriisien summa ja skalaarilla (kunnan K alkiolla) kertominen.

Maaritelma. Matriisien A = (ai;)mxn ja B = (bij)mxn seké ¢ € K summa ja skalaa-
rilla kertominen maaritellddn asettamalla

A+ B = (ajj + bij)mxn, cA = (caij)mxn-
Lause 1.1. Jos A, B ja C ovat m X n-matriiseja, niin
A+ B = B + A (vaihdannaisuus),
A+ (B+C) = (A+ B) + C (liitédnnéisyys),
A+0=A, 0 = (0)mxn on ns. nollamatriisi,
A+ (-A) =0, —A = (—1)A on matriisin A vastamatriisi.
Tod. Selva.

Tutkitaan seuraavaksi matriisien tuloa. Olkoot A = (aij)mxn ja B = (bij)nxp- JOS
X € KP, niin tulo

BX = (BlBQ .. Bp)X =x1B1 +x9By+ -+ Ipo e K™
Siis my0s matriisin A ja tdmén vektorin tulo A(BX) € K™ on méairitelty ja on
A(BX) = A(Qlel + ,I'QBQ + -+ l’po) = A(l‘lBl) + A(CEQBQ) + -+ A($po)

= .IlABl + ZL'QABQ 4+ -+ IIZ‘pABp
= (AB1AB; ... AB,)X.

Kahden matriisin tulo on nyt luontevaa maaritella seuraavasti.

Maaritelma. Matriisien A = (aj)mxn ja B = (bij)nxp tulo AB on m x p-matriisi,
jonka sarakkeet ovat ABy, ABs,... ,AB, missi B = (B1By...B,). Siis

AB = (AB1AB; ... ABp) -

Huomautus. 1) AB on maédiritelty vain, jos matriisin A sarakkeiden lukuméaéré on
sama kuin matriisin B rivien lukumaéra.

2) AB = (¢ij)mxp, missi

n
Cij = @irb1j + @igboj + -+ + ainbpn; = E Qikbrj,
k=1
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ts. tulomatriisin ij-alkio saadaan ”kertomalla skalaaristi” matriisin A i:s vaakarivi ja

matriisin B j:s sarake.

3) Yleensd AB # BA, joten matriisien kertolasku ei ole vaihdannainen.

Jos AB = BA, niin matriisit kommutoivat.

4) Ylldolevan maaritelmén ja sitd edeltdvan tarkastelun nojalla

A(BX)=(AB)X aina, kun X € K?.

Esimerkkeja.

Lajia n x n olevaa matriisia

nxn

sanotaan yksikkomatriisiksi. Nimitys tulee siita, etta se on n x n-neliomatriisien kerto-

laskun ns. neutraalialkio, eli

I,A=Al,=A aina, kun A = (a;;)nxn-

Matriisilla I,, on siis samanlainen rooli n X n-matriisien joukossa matriisikertolaskun
suhteen kuin luvulla 1 € R reaalilukujen joukossa tavanomaisen lukujen kertolaskun

suhteen.

Lause 1.2. Aina, kun seuraavat laskutoimitukset ovat maariteltyja, niin

A(BC) = (AB)C,

AB+C)=AB+ AC,

(A+ B)C = AC + BC,

¢(AB) = (cA)B = A(¢B) aina, kun c € K,
I, A = Al, = A jokaisella m x n-matriisilla A.

Tod. Osoitetaan ensimmainen viite. Jos C = (C1C5. .. Cy), niin kertolaskun mééritel-

mén ja huomautuksen 4) nojalla

A(BC) = A(BC1BCy---BC,) = (A(BC1)A(BCy) --- A(BCy))

5 ((AB)C1(AB)Cs -+ - (AB)Cy)
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Maaritelma. Matriisin A = (aij)mxn transpoosiksi tai transponoiduksi matriisiksi
kutsutaan matriisia AT, joka saadaan matriisista A vaihtamalla timén rivit sarakkeiksi,
ts.

ail @21 -+ Gml
AT _ @12 G22 - Am2
Aln A2n " Omn/ ,wm

Transpooseille pétee

Lause 1.3. Jos laskutoimitukset ovat maariteltyja, niin
(AH)*

(A+B)T AT + BT,

(cA)T = cAT aina, kun c € K,

(AB)T = BTAT.

Tod. Viimeisen kohdan todistus jatetdan harjoituksiin, muut kohdat ovat selvia.
2. Kaanteismatriisi

Olkoon A n x n-matriisi. Selvitimme nyt ka#inteisalkion olemassaoloa matriisikerto-
laskun suhteen. Koska yksikkomatriisi I,, on kertolaskun neutraalialkio, on luonnollista
etsia sellaista n x n-matriisia B, etta

(1) AB=BA=1,.

Maaritelma. Jos n x n-matriisi B toteuttaa yhté&lot (1), niin matriisia B sanotaan ma-
triisin A kddnteismatriisiksi, merkitaan B = A~!. Matriisia A sanotaan sdannélliseksi,
jos A~ on olemassa. Muulloin nelidmatriisia A sanotaan singulaariseksi eli epdsddn-
nollisekst.

Esimerkki. 2 x 2-matriisit.

Lause 2.1. Oletetaan, ettd A ja B ovat sdannollisid n x n-matriiseja. Talloin
1) A~1 on yksikisitteinen,

2) (A7) =4,

3) AB on sadnnéllinen ja (AB)™1 = B~1A™Y

4) AT on sddnnéllinen ja (A7)t = (4~H)T.

Tod. 1) Jos B ja C toteuttavat ka#dnteismatriisin méaritelméan ehdot (1), niin

B = BI, = B(AC) = (BA)C = I,,C = C.
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3) Koska
(AB)(B'A™YY = A(BB YA ' = AILA™' = A4 =1,
ja
(B'A™YY(AB)=B YA 'AB=B"'I,B=B'B=1,,
niin (AB)~! = B~1A~! miéritelmén nojalla.

Kohdat 2) ja 4) jatetddn harjoitustehtéviksi. mot

Edellisessa esimerkissa maaritimme 2 x 2-matriisien kaanteismatriisin. Tarkastellaan
nyt yleistd n x n-matriisia A. Tulisi siis 16ytéa sellainen n x n-matriisi X, etta

AX =XA=1,.

Merkitsemélld X = (X1 Xz...X,), I, = (E1E> ... E,) ndhdiin, etta
(2) AX =1, jos ja vain jos AX; = E; aina, kun j =1,... ,n.

Matriisi X voi siis olla olemassa vain, jos yhtdlo AX; = FE; on ratkeava jokaisella
j = 1,...,n. Kukin naista yhtaloista voidaan selvittada muuntamalla taydennetty
kerroinmatriisi (A, Ej) pelkistettyyn porrasmuotoon. Kaikki yhtélot voidaan késitelld
samanaikaisesti saattamalla n x 2n-matriisi (A, F1Es ... E,) = (A, I,) pelkistettyyn
porrasmuotoon (C, B), jolloin

(A, I,) ~(C,B), B=(B1By...By,).
Nyt A ~ C, matriisi C' on pelkistetyssé porrasmuodossa ja
AX; = FEj jos ja vain jos CX; = B;
aina, kun 7 =1,... ,n.
Lause 2.2. Olkoon C ylldoleva pelkistetyssa porrasmuodossa oleva matriisi, jolle A ~

C.

1) Jos C = I, eli A ~ I, niin A on sdénnollinen. Talloin A~! = B, missa (4,1,) ~
(I, B).

2) Jos C # I, niin A on singulaarinen (ja kdinteismatriisia A~! ei ole olemassa).
Tod. Luvun II Lauseen 2.4. mukaan ylldoleva C' on yksikasitteinen.

1) Olkoon C' = I,,. Tall6in yllaolevan mukaan X; = B; toteuttaa yhtdlon AX = E;,j =
1,...,n, joten matriisi X = B toteuttaa yhtdléiden (2) nojalla yhtalon AX = I,,.
Koska (A, I,,) ~ (I, B), on my6s (B, I,,) ~ (I, A). Kuten edelld todetaan, ettd X = A
toteuttaa yhtalon BX = I,,.

Nyt AB = BA =1, joten B = A~1,
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2) Jos C # I, niin matriisin C alin rivi on nollarivi ja rank A < n. Té&ll6in luvun II
Lauseen 1.6. nojalla on olemassa sellainen ) € K™, ettd yhtalo AX = @ ei ole ratkeava.
Nyt on olemassa sellainen j, ettd yhtalo AX; = E; ei ole ratkeava. Jos nimittain kaikki

nama yhtalot olisivat ratkeavia ja X, Xo, ..., X,, ovat ratkaisut seka
q1
o=|"].
"
niin

Al Xs +@Xo+ -+ Xy) = 1 AXL + AXy + - + ¢, AX,
ZQ1E1+Q2E2+"'+QnEn :Q

Nain yhtalolla AX = @ olisi ratkaisu, mikd on mahdotonta. Siis yhtéléiden (2) nojalla
ehdon AX = I,, toteuttavaa matriisia X ei ole, joten A on singulaarinen. mot

Lauseesta 2.2 ja aikaisemmista yhtaloryhmia koskevista tuloksista saadaan seuraavat
ehdot matriisin saannollisyydelle ja singulaarisuudelle.

Seuraus. Olkoon A n x n-matriisi. T&ll6in seuraavat kohdan 1) ehdot ovat kesken&én
yhtépitdvéit, samoin kohdan 2) ehdot kesken&én.

1) a) A on séénnéllinen,
) ~ Iy,
c) rank A = n,
d) homogeenisella yhtdlolla AX = 0 on vain triviaali ratkaisu X = 0,
e) matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia;

2) a) A on singulaarinen,
b) rank A < n,
c¢) homogeenisella yhtélolla AX = 0 on epétriviaaleja ratkaisuja.

Esimerkkeja.
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IV LINEAARISET AVARUUDET ELI VEKTORIAVARUUDET

1. Vektoriavaruuden maarittely

Maaritelma. Olkoon V epatyhja joukko ja K kunta. Olkoon lisdksi maaritelty lasku-
toimitukset V' xV — V merkitdén (X,Y) — X+Y, ja KxV — V, merkitdén (a, X) —
aX. Joukkoa V varustettuna nailla laskutoimituksilla sanotaan K-kertoimiseksi vekto-
riavaruudeksi eli lineaariseksi avaruudeksi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

Vi. X4+ (Y +4+2)=(X+Y)+ Z aina, kun X, Y, Z € V;

V2. X+Y =Y+ X aina, kun X, Y, € V;

V3.  on olemassa alkio 0 € V' (ns. nollavektori), jolle X + 0 = X aina, kun X € V;
V4. Jos X € V, niin on olemassa sellainen Y € V', etta X +Y =0, merk. ¥ = —X;
V5. a(X +Y)=aX+aY aina, kun a € K, ja aina, kun X,Y € V;

V6. (a+b)X =aX + bX aina, kun a,b € K, ja aina, kun X € V;

V7. (ab)X = a(bX) aina, kun a,b € K, ja aina, kun X € V;

V8. 1X = X aina, kun X € V. Tassa 1 on kunnan K ykkosalkio.

Vektoriavaruuden alkioita sanotaan wektoreiks: ja niitd merkitddn seuraavassa yleensa
loppupaan isoilla kirjaimilla XY, Z, X1, X5, jne. Kerroinkunnan K alkioita sanotaan
usein skalaareiksi. Vektoria X 4 Y sanotaan vektorien X ja Y summaksi, vektoria
aX taas skalaarin a ja vektorin X tuloksi. Jos K = R tai C, puhutaan vastaavasti
reaalisesta tai kompleksisesta vektoriavaruudesta.

Esimerkkeja.

1) K™ ja K™ ovat K-kertoimisia vektoriavaruuksia.

2) Polynomiavaruudet

Lause 1.1. Olkoon V' K-kertoiminen vektoriavaruus. Talloin
a) 0 on yksikésitteinen;
) Jos X,Y € V, niin yhtalolla X + Z =Y on yksikésitteinen ratkaisu Z € V;
) —X on yksikésitteinen aina, kun X € V;
) 0X =0ja(—1)X = —X aina, kun X € V;

) aX =0 jos ja vain jos a = 0 tai X = 0 (tai molempia).

o 0 o

@

Tod. a) Jos 0; ja 0y ovat avaruuden V' nollavektoreita, niin
01 =01+02=02+0; = 0.
V3 V2 V3

b) Z = —X + Y toteuttaa yhtalon, silla
X+ (-X+Y) = (X+(-X)+Y =0+Y =Y.
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Jos Z1 ja Zs ovat ratkaisuja, niin
I1=214+0=Z1+(X+(-X) =Y+ (-X)=Zo+ X+ (—-X) =22+ 0= 25.

c) Kohdan b) nojalla yhtalolla Z + X = 0 on yksikasitteinen ratkaisu, joka on ehdon

V4 nojalla —X.

d) ja e) jatetddn harjoituksiin. mot
2. Aliavaruudet

Maaritelma. Olkoon V' K-kertoiminen vektoriavaruus. Osajoukkoa U C V' sanotaan
avaruuden V' aliavaruudeksi, jos

VAl. X +Y €U aina, kun X,Y € U,

VA2. aX €U aina, kun a € K, ja aina, kun X € U;
VA3. 0eU.

Huomautus. Ehdon VA3 nojalla U # (.

Vektoriavaruuden V' laskutoimitukset on maaritelty myos aliavaruudessa U C V' ja
luonnollisesti ehdot V1-V8 toteutuvat aliavaruudessa U. Siis jokainen aliavaruus on
myo0s vektoriavaruus. Haluttaessa osoittaa jokin joukko vektoriavaruudeksi onkin usein
helpointa osoittaa se jonkin tunnetun vektoriavaruuden (vaikkapa avaruuden K™) ali-
avaruudeksi. T&lloin riittda todeta ehdot VA1-VA3 (ehtojen V1-V8 sijasta).

Esimerkkeja.

1) Avaruudella V' on aina aliavaruudet {0} ja V. Namé ovat sen ns. triviaalit aliava-
ruudet.

2) Olkoon X € K™. Joukko S = {tX |t € K} on avaruuden K™ aliavaruus (vrt. origon
kautta kulkevat suorat avaruuksissa R? ja R?).

Yleistamme nyt aikaisemman lineaariyhdisteen maéaritelman.
Maaritelma. Olkoon V' K-kertoiminen vektoriavaruus ja olkoot a; € K, X; € V,

1 =1,2,...,n. Vektoria
a1 X1+ asXo+ - +a, X,

sanotaan vektorien Xy, Xo, ... , X,, lineaariyhdisteeksi.
Induktioperiaatteella ehdoista VA1 ja VA2 saadaan seuraava tulos.

Lause 2.1. Olkoon U vektoriavaruuden V aliavaruus. Jokainen aliavaruuden U vekto-
rien lineaariyhdiste on aliavaruuden U alkio.
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Olkoon nyt S C V epatyhja osajoukko. Joukon S vektorien wvirittdmd avaruuden V
osajoukko L(S) koostuu joukon S vektorien lineaariyhdisteisté:

L(S) ={Y|Y on joukon S vektorien lineaariyhdiste}
= {Y’Y = X1+ +a, Xy, X; €8, a; € K}

Jos joukko S = {X;,Xs,...,X,} on direllinen, kdytetdéin myos merkintdd L(S) =
L({X1,Xa,...,X,}). Jos Y7 ja Yy € L(S), niin selvésti myos Y7 + Ys ja ¢Y; € L(S)
aina, kun ¢ € K. Tama on usein kayttokelpoinen ja voidaan esittaa seuraavana lauseena.

Lause 2.2. Jos S CV,S # (), niin L(S) on avaruuden V aliavaruus.

Esimerkki. K™ = L({E1, Es, ..., E,}), missi vektorin E; i:s koordinaatti on 1 ja muut
ovat 0. Tama seuraa siita, etta

ai

a2
= F1t+aky+---+a,FE,.

Qan

Lause 2.3. Olkoon A m x n-matriisi. Homogeenisen yhtélon AX = 0 ratkaisut muo-
dostavat avaruuden K™ aliavaruuden.

Tod. Viite seuraa Lauseesta 2.2. ja luvun II Lauseesta 1.4. Tulos on helppo todistaa
myoOs suoraan.

VA1l: Jos X ja Y ovat ratkaisuja, niin A(X +Y) = AX +AY =0+40=0, joten X +Y
on ratkaisu.

VA2: Jos X on ratkaisu ja ¢ € K, niin A(cX) = ¢(AX) = c0 = 0, joten cX on ratkaisu.

VA3: 0 on selvésti ratkaisu. mot

Maaritelma. Olkoon A m X m-matriisi. Lauseen 2.3 mukaista avaruuuuden K™ ali-
avaruutta sanotaan matriisin A nolla-avaruudeksi ja sille kiytetdan merkintaa

Nul A= {X € K" | AX = 0}.

Luvun II Lauseen 1.4 mukaan nolla-avaruuden Nul A virittdvéat n — r ratkaisua, missé
r = rank A.

Esimerkkeja.
3. Kanta

Maarittelimme aikaisemmin avaruuden K" vektorien lineaarisen riippuvuuden. Nyt
voimme yleistaa taman maaritelman yleiseen vektoriavaruuteen.
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Maaritelma. Vektoriavaruuden V' &érellistd vektorijoukkoa S = {V1,Va,... ,V,} sa-
notaan lineaarisesti risppuvaksi tai lineaarisesti sidotuksi, jos yhtalolla

o Vi+xVo+ -+ 2,V, =0

on epatriviaali ratkaisu x1,22,...,x,. Joukkoa S sanotaan lineaarisesti riippumat-
tomaksi tai lineaarisesti vapaaksi, jos yllaolevalla yhtalolla on vain triviaali ratkaisu
1 = T2 = - =z, = 0. Adretonta osajoukkoa sanotaan lineaarisesti riippumat-
tomaksi, jos sen jokainen aarellinen osajoukko on lineaarisesti riippumaton, muutoin
lineaarisesti riippuvaksi.

Huomautus. Yleisessa tapauksessa lineaarisella riippuvuudella ei ole suoraviivaista
yhteytta lineaarisiin yhtaloryhmiin.

Esimerkkeja.

Luvun 2 Lausetta 2.3 vastaava tulos patee yleisesti. Todistus yleisessa tapauksessa on
samanlainen kuin avaruudelle K™.

Lause 3.1. Vektoriavaruuden V vektorijoukko S = {Vi,Va,...,V,} on lineaarisesti
riippuva jos ja vain jos jokin joukon S vektoreista on muiden lineaariyhdiste.

Nyt voidaan maaritella kanta.

Maaritelma. Olkoon U vektoriavaruuden V aliavaruus. Vektorijoukkoa S C V sano-
taan aliavaruuden U kannaksi, jos

1) U =L(S) ja
2) joukko S on lineaarisesti riippumaton.

Vektoriavaruutta V' sanotaan darellisulotteiseksi, jos silla on darellinen virittajajoukko,
muutoin aaretonulotteiseksi.

Huomautus. 1) Aliavaruudella U = {0} ei ole kantaa.

2) Jokaisella aliavaruudella U # {0} on kanta. Todistamme tdmén déarellisulotteisessa
tapauksessa seuraavassa (Lause 3.2 b).
3) Kannan mééritelméssid voidaan valita U = V, joten huomautuksen 2) mukaan
jokaisella vektoriavaruudella on kanta.

Esimerkkeja.

1) Avaruuden K™ vektorit Eq, Es, ... , E, muodostavat ns. luonnollisen kannan.

2) Olkoon A m x n-matriisi. Talléin nolla-avaruuden Nul A kannan muodostavat luvun
IT Lauseen 1.4 todistuksen mukaiset vektorit X, Xo,... , X, missd h = n — rank A.
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Lause 3.2 (virittdjdjoukosta kantaan). Olkoon V' vektoriavaruus. Olkoon lisiksi S =
{Th,Ts,...,T,} CV jaU = L(S). Télloin:

a) Jos jokin joukon S vektoreista, esimerkiksi Ty, on muiden lineaariyhdiste, niin joukko
S\ATx} ={T1,... . Th-1,Tk+1,... , Ty} virittdé aliavaruuden U.

b) Jos U # {0}, niin jokin joukon S osajoukko on aliavaruuden U kanta.

Tod. a) Jarjestdmalld tarvittaessa joukon S vektorit uudelleen voimme olettaa, etta 1y
on muiden lineaariyhdiste:

Tq = CL1T1 + CL2T2 + -4+ CLq_qu_l.

Jos X € U, niin
chlT1+CQT2+"'+CqTq

= (1 + a1cy)Th + (c2 + azcy)To + -+ + (g1 + ag—1¢¢)Ty—1
€ LH{Ty,... . Ty—1}),
joten U = L({T1,... ,T;—1}).

b) Jos S on lineaarisesti riippumaton, se on aliavaruuden U kanta. Jollei, jokin joukon S
vektoreista on muiden lineaariyhdiste, joten a)-kohdan nojalla kyseinen vektori voidaan
poistaa joukosta S. Jos nain saatu joukko on lineaarisesti riippumaton, se on aliavaru-
uden U kanta. Jollei, edellinen menettely voidaan toistaa. Koska U # {0}, paddytaan
aarellisen monen askeleen jalkeen lineaarisesti riippumattomaan virittajajoukkoon, joka
on kanta. mot

Lauseen 3.2 b)-kohdan nojalla adrellisulotteisella vektoriavaruudella on kanta, joka
saadaan poistamalla virittdjajoukosta "turhat” alkiot eli ne, jotka ovat jaljelle jaavien
lineaariyhdisteita.

Huomautus. Kun aliavaruuden U kantaa muodostetaan Lauseen 3.2 mukaan viritta-
jajoukosta, kanta saadaan jiljella olevan joukon tullessa lineaarisesti riippumattomaksi.
Jos tasta joukosta poistettaisiin jokin vektori, se ei enaa virittaisi koko aliavaruutta U.
Kanta on siis mahdollisimman pieni virittajajoukko.

Toisaalta kanta on mahdollisimman suuri aliavaruuden U lineaarisesti risppumattomien
vektorien joukko. Jos nimittain kantaan lisdtaan jokin aliavaruuden U vektori, esi-
merkiksi W, saatu joukko ei ole lineaarisesti riippumaton, koska W on kantavektorien
lineaariyhdiste.

Esimerkkeja.
Kannalla on seuraava tarked ominaisuus.

Lause 3.3. Olkoon V # {0} vektoriavaruus ja S = {Uy,Us,... ,U,} C V. Joukko
S on avaruuden V kanta jos ja vain jos jokainen avaruuden V vektori voidaan esittaa
yksikasitteisesti joukon S vektorien lineaariyhdisteené.
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Tod. 1) Olkoon osajoukko S V kanta. Télloin V = L(S5), joten jokaisella X € V on
esitys X = Uy +coUs + - -+ ¢, U,. Jos nyt myos X = a1U; 4+ asUs + - - - + a, Uy, niin

0=X—-X=(c1 —a1)Uy + (c2a —a2)Us + - - - + (¢y, — apn)U,.

Kantavektorien lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa, etta ¢; —a; = 0 eli ¢; = a;
aina, kun ¢ = 1,... ,n. Vektorin X esitys on siis yksikésitteinen.

2) Oletetaan, ettd jokaisella avaruuden V vektorilla X on yksikésitteinen esitys X =
Uy +coUs + -+ -+ ¢, Uy,. Talloin V = L(S). Joukon S lineaarisen riippumattomuuden
toteamiseksi huomaamme, etta

0=0U; +0U; + ---+0U,.

Jos nyt
I‘1U1 +$2UQ +"'+$nUn :Q,

niin esityksen yksikasitteisyydesta seuraa, ettda x;y = 29 = --- = =z, = 0. Siis S on
lineaarisesti riippumaton ja siten kanta. mot

Lauseen 3.3. nojalla voimme asettaa maaritelman.

Maaritelma. Jos V' on vektoriavaruus ja S = {Uy,Us,... ,U,} avaruuden V kanta,
niin vektorin X € V esityksen

XZClU1+CQU2—|-"‘—|-CnUn

kertoimia cy,co, ... ,c, sanotaan vektorin X koordinaateiksi kannan S suhteen ja vek-
toria
C1
C2
Xg = . e K"
Cn

vektorin X koordinaattivektoriksi kannan S suhteen.

Huomautus. 1) Selvisti (X +Y)s = Xg+Ys ja (cX)s = cXg aina, kun ¢ € K.

2) Méaritelmén nojalla tapauksessa V = K™ on
X = PXg, missda P = (U1Us ... Up).

Tama P on ns. koordinaattien muunnosmatriisi kannasta S luonnolliseen kantaan.

Esimerkkeja.
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4. Vektoriavaruuden dimensio

Yleistamme aluksi luvun 2 Lauseen 2.2. tulosta, jossa osoitimme avaruuden K™ vek-
torijoukon lineaarisesti riippuvaksi, jos vektorien lukumééré on (aidosti) suurempi kuin
n.

Lause 4.1. Olkoon V vektoriavaruus, jolla on kanta S = {(Uy,Us,...,U,}. Télléin
jokainen avaruuden V vektorijoukko, jossa vektorien lukuméara on > n, on lineaarisesti
riippuva.

Tod. Oletetaan, ettd {T1,T%,...,T,} € V ja p > n. Luvunn II Lauseen 2.2 nojalla
koordinaattivektorit

(Th)s, (Te)s, - - ,(Tp)s c K™

ovat lineaarisesti riippuvia, joten on olemassa sellaiset epatriviaalit cq,c2,... ,¢, € K,
etta

Cl(Tl)S —+ CQ(TQ)S + .- 4 Cp(Tp)s = 0e€e K",
Tésté seuraa yhtélo (koordinaattivektorin mééritelmén jalkeinen Huomautus 1)
(eiTy +cTo+---+¢,Tp)s =0€ K".
Taten
ciTv +cdo+ -+, 1, =0U; +0Us +---+0U, =0€V

eli joukko {T4,T5,... ,T,} on lineaarisesti riippuva. mot

Lause 4.2. Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V' # {0} jokaisessa kannassa on yhté
monta alkiota.

Tod. Olkoot {U;,Us,...,U,} ja {V1,Va,...,V,} vektoriavaruuden V kantoja. Koska
{V1,Va,...,V,} on kantana lineaarisesti riippumaton, p < n Lauseen 4.1. nojalla.
Vastaavasti todetaan, ettd n < p. Siis n = p. mot

Maaritelma. Jos vektoriavaruudella V' on kanta, jossa on n vektoria, niin avaruu-
den V sanotaan olevan n-ulotteinen tai n-dimensioinen, merkitdan dimV = n. Jos
V = {0}, niin dimensioksi asetetaan dim{0} = 0. Jos avaruudella V ei ole aérellisté
virittdjajoukkoa, niin avaruutta V sanotaan dadretonulotteiseksi.

Esimerkkeja.

1) dim K™ = dim K™ = n.

2) Polynomiavaruuden P, dimensio dim P, =n + 1.

Matriisin A nolla-avaruudelle pétee
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Lause 4.3 (astelause). Jos A on m X n- matriisi, niin
dim Nul A =n — rank A.

Tod. Nolla-avaruuden Nul A kannan muodostavat luvun II Lauseen 1.4. todistuksen
mukaiset vektorit Xq, Xo,..., X, (ks. Esimerkki 2 s. ), missd h = n —rank A. Viite
seuraa tasta. mot

Lause 4.4 Olkoon U aarellisulotteinen vektoriavaruuden V aliavaruus. Jokainen ali-
avaruuden U lineaarisesti riippumaton vektorijoukko voidaan laajentaa aliavaruuden U
kannaksi, ja dim U < dim V.

Tod. Jos U = {0}, niin dim U = 0 < dim V. Oletetaan nyt, ettd U # {0}. Olkoon S =
{U1,...,Ux} C U lineaarisesti riippumaton. Jos U = L(S), niin S on kanta. Muussa
tapauksessa on olemassa Ugy1 € U, Ugy1 ¢ L(S). Silloin S; = {Ux,...,Uk,Uks1}
on lineaarisesti riippumaton (Perustele tarkasti !). Jos nyt U = L(S7), niin S; on
kanta. Jollei, yllaoleva paattely voidaan toistaa ja aliavaruuteen U loydetdan lin-
eaarisesti riippumaton osajoukko So = {Ui,... ,Uk,Ugy1,Uks2}. Koska U C V ja
avaruuden V' lineaarisesti riippumattomien vektorien lukumaara on < dim V' Lauseen

4.1 nojalla, saadaan &aarellisen monen laajennuksen jalkeen aliavaruuden U kanta ja
dim U <dim V.

Jos dimensio tunnetaan, kannan méaaritysta helpottaa seuraava tulos.

Lause 4.5 (kantalause). Oletetaan, ettd vektoriavaruuden V dimensio dim V =p > 1.
Olkoon S = {Vi,V,,...,V,} € V. Tall6in:

a) Jos S on lineaarisesti riippumaton, niin se on avaruuden V kanta.
b) Jos V = L(S), niin S on kanta.

Tod. a) Lauseen 4.4 mukaan joukko S voidaan laajentaa avaruuden V' kannaksi. Koska
dim V = p, tdssa kannassa on p alkioita, joten S on kanta.

b) Lauseen 3.2. mukaan jokin joukon S osajoukko S’ on avaruuden V kanta. Koska
kannassa on p alkiota, on oltava S’ = S. mot

5. Matriisin rivi- ja sarakeavaruus

Olkoon A lajia m x n oleva matriisi. Olkoot Aq, As,..., A, € K™ sen sarakkeet ja
AM AR AM) ¢ K gen vaakarivit.

Miritelma. Matriisin A riviavaruus Row A = L({AM, A A1) C K™ ja
matriisin A sarakeavaruus Col A = L({A1,As,... ,A,}) C K™.

Lause 5.1. dim Row A = dim Col A = rank A.
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Tod. Olkoon B pelkistetyssa porrasmuodossa oleva matriisi, joka saadaan matriisista

A elementaarisilla muunnoksilla, A ~ B. Olkoot matriisin B sarakkeet By, Bs,..., B,
jarivit B, B@ . B Luvun II Lauseen 1.2. mukaan
Row A= L({AM,A® ..  A™}) =L({BWYW,B?, ..  BM™Y}).

Matriisin B porrasrivien lukumééréd on rank A (muut rivit nollarivejd) ja ne ovat lin-
eaarisesti riippumattomia (Totea tarkasti!), joten ne muodostavat riviavaruuden Row A
kannan. Siis dim Row A = rank A.

Koska A ~ B, yhtaloilla AX = 0 ja BX = 0 ovat samat ratkaisut, joten
(1) 1‘1141 +£L’2A2+"'+1’nz4n =0 < r1B1 +x2Bs+ - +x,B, = 0.

Matriisin B porrasarakkeet ovat avaruuden K" luonnollisen kannan vektorit Fq, Fo, ...,
E,., r =rank A, ja ovat nain lineaarisesti riippumattomia. Muut sarakkeet ovat niiden
lineaariyhdisteitd (luvun II Lauseen 2.4. todistus). Ehdon (1) nojalla matriisien A
ja B sarakkeet toteuttavat samat lineaarisen riippuvuuden ehdot, joten matriisin B
porrassarakkeita vastaavat matriisin A sarakkeet muodostavat sarakeavaruuden Col A
kannan ja my6s dim Col A = rank A. mot

Seuraus 1. rank A = rank AT.

Huomautus. 1) Jos on méérattéava riviavaruuden Row A kanta, niin se saadaan muun-
tamalla matriisi A elementaarisilla muunnoksilla porrasmuotoon. Saadun matriisin por-
rasrivit muodostavat kannan.

2) Sarakeavaruuden Col A kannan muodostavat porrassarakkeita vastaavat matriisin A
sarakkeet (tdssd ei saa kdyttdd porrasmatriisin sarakkeita, ne eivit valttaméattéa ole ole
edes sarakeavaruuden Col A vektoreita). Toinen tapa maarittda avaruuden Col A kanta
on tehdi matriisissa AT kohdan 1) menettely.

Esimerkkeja.
6. Aliavaruuksien summat

Maaritelma. Vektoriavaruuden V' aliavaruuksien M ja N summa maaritellaan aset-

tamalla
M+ N={ZZ=X+Y,X e M,Y € N}.

Lause 6.1. Jos M ja N ovat avaruuden V' aliavaruuksia, niin my6s summa M + N on
avaruuden V' aliavaruus.

Tod. Harjoitustehtava.

Maaritelma. Olkoot M ja N vektoriavaruuden V' aliavaruuksia. Jos summan M + N
jokaisen vektorin Z = X + Y esitys on yksikasitteinen, ts. jos

X4+Y=X1+Y1, X, X1€M, YV,V1€N vain,kun X =X, Y =Y;,
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niin sanotaan, etta M + N on aliavaruuksien M ja N suora summa. Talloin merkitaan
M+ N=Mee&N.

Lause 6.2. Jos M ja N ovat avaruuden V' aliavaruuksia, niin
V=M@ N jos javain jos V=M + N ja M NN = {0}.

Tod. 1) Oletetaan, ettd V.= M + N ja M NN = {0}. Jos X +Y = X; + Y7, missi
X, X1 e MjaY,Y7€ N,niimn X —-X;=Y-Y;. Nyt X—-X;eMjaY —-Y; €N,
joten molemmat € M NN = {0}. Siis X = X; jaY =Yy, joten V=M O N.

2) Oletetaan nyt, ettdi V= M @& N. Jos X € M N N, niin X € M ja —X € N. Siis
0=X+(—X)eM+N. Koskn 0=0+4+0 € M + N ja summa on suora, niin esityksen
yksikésitteisyyden nojalla X = 0. Siis M NN = {0}. mot

Esimerkkeja.

Lause 6.3. Olkoot M ja N vektoriavaruuden V aarellisulotteisia aliavaruuksia. Talloin
my6s M + N on &érellisulotteinen ja dim(M + N) = dim M + dim N — dim(M N N).

Tod. Leikkaus M N N on avaruuden V aliavaruus (Totea!) ja Lauseen 4.4 nojalla
dim(M N N) < min{dim M, dim N}. Merkitddn seuraavassa dim M = r, dim N = s ja
dim(M N N) = t.

Olkoon ensin t > 0. Olkoon E = {X1, ..., X;} jokin laikkauksen M NN kanta. Lauseen
4.4 mukaan F voidaan tdydentéd aliavaruuden M kannaksi Fy = {Xy,..., X, Y1,.. .,
Y,_+} ja aliavaruuden N kannaksi Fo = {X1,... , X4, Z1,... , Zs_1}.

Koska M,N C M + N, niin F = {X1,... . Xe,Ya,... . Yo_t,Z1,... . Zs_1} C M + N.
Osoitetaan, ettd F' on summan M + N kanta, jolloin dim(M + N) = r+ s —t =
dim M + dim N — dim(M N N). Todistus tdydennetdan luennolla. mot

Seuraus. Jos vektoriavaruus V' on aarellisulotteinen ja V = M + N, niin
1) dimV < dim M + dim N,
2) dimV =dim M + dim N jos ja vain jos V.= M & N.

Tod. Seuraus 1) saadaan Lauseesta 6.3. Edelleen tdmén lauseen nojalla dimV =
dim M +dim N tésmaélleen, kun dim(MNN) =0eli M NN = {0}. Lauseen 6.2. nojalla
taméa on yhtapitavaa ehdon V = M @& N kanssa. mot

Lause 6.4. Jos M on aarellisulotteisen vektoriavaruuden V' aliavaruus, niin on olemassa
sellainen avaruuden V' aliavaruus N, etta V = M & N.

Huomautus. Edellisen lauseen N ei ole yksikasitteinen.

Tod. Jos M = {0} tai V, valitaan vastaavasti N = V tai {0}. Olkoon nyt M # {0},
V. Olkoon {Xj,...,X,} jokin aliavaruuden M kanta (Lause 4.4). Tédydennetadn tdma
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avaruuden V kannaksi {X1,...,X,,Y1,...,Y,} (edelleen Lause 4.4), jolloin dimV =
p+q. Jos valitaan N = L({Y3,...,Y,}), niin V=M + N jadimV =dim M +dim N.
Seurauksen 2) nojalla V=M & N. mot



