Lause 6.3. Olkoot M ja N vektoriavaruuden V aarellisulotteisia aliavaruuksia. Talloin
my6s M + N on &érellisulotteinen ja dim(M + N) = dim M + dim N — dim(M N N).

Todistus. Leikkaus M N N on avaruuden V aliavaruus (totea!) ja Lauseen 4.4 nojalla
dim(M N N) < min{dim M, dim N}. Merkitddn seuraavassa dim M = r, dim N = s ja
dim(M N N) = t.

Olkoon ensin t > 0. Olkoon F' = { X1, ..., X;} jokin leikkauksen M NN kanta. Lauseen
4.4 mukaan F' voidaan taydentaa seka aliavaruuden M etta aliavaruuden N kannaksi.
Olkoot nain saadut kannat

Flz{Xl,...,Xt,Yl,...,Y}_t}gM ja
Fo={X1,...,X,Z1,...,Zs_;} C N.

Koska M, N C M + N, niin

E=RUFR={Xy,...,Xe,Y,...,Y v, Z1,... ,Zs—+} C M+ N.
Osoitetaan, ettd E on summan M + N kanta, jolloin dim(M + N) = r 4+ s —t =
dim M + dim N — dim(M N N).

1) Viritys: Olkoon X =Y +Z € M + N, missda Y € M = L(Fy) ja Z € N = L(Fy).
Talloin X € L(E), joten M + N C L(E). Toisaalta selvésti L(E) C M + N, joten
M+ N = L(E).

2) Lineaarinen riippumattomuus: Olkoon

aXit ot aXy ViAo Y e Zi A e Zsy = 0

=: =Y =:Z

Siis X+Y+Z =0eli Y = X+ Z € N. Toisaalta —Y € M, joten =Y € M NN. My6s
—X eMNN,joten Z=—-X—-Y € MNN. Siten on olemassa sellaiset dy,... ,d; € K,
etta

7 = 61Z1 + - +Cs—tZs—t = d1X1 + - +tht

eli
i+t esiZs—y —di X1 — - —dy Xy = 0.

Koska F5 on kanta, niindy =---=d; =c¢1 =--- =cs_; = 0. Téaten
X+ aXi+0Yi+ o+ b Y =0
ja koska Fj on kanta, niinay =---=a; =by =--- =b,_y = 0. Néin ollen joukko F on

lineaarisesti riippumaton.

Kohdat 1) ja 2) antavat nyt vaitteen. Jos ¢t = 0, valitaan kannat F; = {Y7,... Y.} C M
ja Fo ={Z1,...,Zs} C N. Joukko E = F; U F; osoitetaan summan M + N kannaksi
samoin kuin edelld, vektorit X; vain puuttuvat. mot



