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1 Ekvivalenssirelaatio

Maaritelma 1.1. Olkoon A ei-tyhja joukko. Télléin joukkoa
Ax A= {(al,a2) ‘ ay, 0 € A}
kutsutaan joukon A karteesiseksi tuloksi itsensd kanssa.
Maaritelma 1.2. Joukon A x A osajoukkoa R sanotaan binddriseksi relaa-

tioksi joukossa A. Jos pari (x,y) € R, niin merkitdén x Ry ja sanotaan, etta
alkio x on relaatiossa R alkion y kanssa.

Maaritelma 1.3. Joukon A bindirinen relaatio R on ekvivalenssirelaatio,
mikali

1. x Rx aina, kun x € A (refleksiivisyys);

2. z Ry = y Rx aina, kun z,y € A (symmetrisyys);

3. Ry jayRz= z Rz aina, kun z,y, z € A (transitiivisuus).

Jos R on ekvivalenssirelaatio ja a € A, niin joukkoa
la] ={z € A|zRa}

sanotaan alkion a mddraamakst ekvivalenssiluokakst.

Lause 1.4. Jos R on ekvivalenssirelaatio ja a Rb, niin [a] = [b].

Todistus. Luennolla.
Huomautus. Jos [a] = [b], niin a Rb.

Lause 1.5. Jos R on joukon A ekvivalenssirelaatio, niin kaikkien ekviva-
lenssiluokkien yhdiste (unioni) on koko joukko A. Lisdksi, jos [a] # [b], niin
[a] N [0] = 0.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Joukon A alkioiden lukuméédrdd merkitdéan |A|.



2 Lukuteoriaa

Merkintoja lukujoukoille:

e Luonnolliset luvut (natural numbers):
N=1{0,1,2,3,...}
o Kokonaisluvut (integers):
7 =1{0,+1,+2,43,...}
e Positiiviset kokonaisluvut (positive integers):

7. =1{1,2,3,...}

2.1 Lukuteorian alkeita

Maaritelma 2.1. Joukko S on hyvin jarjestetty (well-ordered), jos ja vain
jos sen jokaisessa epatyhjasséa osajoukossa on pienin alkio.

Huomautus. Joukko N on hyvin jérjestetty.

Lause 2.2. Josa,b € Z ja b # 0, niin on olemassa sellaiset yksikdsitteisesti
madrdtyt kokonaisluvut q ja r, etti a = qb+ r, missd 0 < r < |b].

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Yhtalod a = gb+ r, missa 0 < r < |b|, sanotaan jakoyhtdiloksi

(jakoalgoritmi, division algorithm). Edelleen, ko. yhtdléssa a on jaettava, b
jakaja, q osamddra ja r jakojadnnos.

Lukujarjestelmat

1. Kymmenjarjestelmé (positive integers expressed in base 10); kantaluku
10 ja numerot 0,1,2,....9.



Esim.
4780 =4 - 1024+ 7- 101 + 8- 10°.

2. Binéarijarjestelma; kantaluku 2 ja numerot 0 ja 1.

Esim.
1719 = 100015.
3. 8-jarjestelma; kantaluku 8 ja numerot 0,1,2,...,7.
Esim.

1710 = 21s.

Maaritelma 2.3. Jos a,b € 7 ja on olemassa sellainen luku k£ € 7, etta
b = ka, niin a jekaa luvun b. Tasta kiytetaan merkintdd a | b. Jos a ei jaa
lukua b, niin merkitédén a  b. Edelleen, jos a | b, niin lukua a kutsutaan luvun
b tekijiksi.

Lause 2.4. Olkoon a,b,c € Z. Tdlloin

1. +1|a ja +a|a,

2. a0,

3. jos 0| a, niin a = 0,

4. josa|l, niina==+1,

5. jos a|b jab|a, niina=+b,

6. josal|bjab|ec, ninalec,

7. josalbjaalc, niimal(b+c)jaal((b—c),
8. josal|bjaalc, niinal (mb+nc) kaikilla m,n € Z,
9. josa|bjaalc, nina®| be,

10. jos a | b, niin a | b™ ja a™ | b kaikilla n € Z,,
11. josa|bjaal| (b+c), niina | c,

12. jos a | b, niin ma | mb kaikilla m € Z,
13. jos m € Z\ {0} ja ma | mb, niin a | b.

Todistus. Luennolla.



Maaritelma 2.5. Jos n € 7Z ja luvun n ainoat tekijat ovat 1 ja 4n, niin
n on jaoton luku.

Maaritelma 2.6. Jos p € N, p > 2 ja luvulla p ei ole muita tekijoitd kuin
+1 ja +p, niin lukua p sanotaan alkuluvuksi (prime number). Jos luku n € 7Z
voidaan esittdd muodossa n = ab, missé a,b € 7Z ja |al, |b| > 2, niin sanotaan,
ettd n on yhdistetty luku (composite number).

Lause 2.7. Josa € N, a > 2, niin a voidaan esittia alkulukujen tulona.

Todistus. Luennolla.

Huomautus.

e Alkulukuja on ddrettoman monta. Témé todistetaan esim. vastaoletuk-
sen avulla.

e Lauseen 2.2 nojalla jokainen kokonaisluku on jotain seuraavista muo-
doista:
4q 4qg+1 4qg + 2 4q + 3,

missd g € Z. Koska 4q ja 4q+2 ovat parillisia, niin parittomat alkuluvut
ovat tdmén nojalla muotoa 4k + 1 (5,13,17,...) tai muotoa 4k + 3
(3,7,11,19,...).

e Alkulukua, joka on muotoa 22" + 1, n =0,1,2,..., sanotaan Fermat'n
alkuluvuksi (Fermat prime; Pierre de Fermat 1601 — 1665).

e Alkulukua, joka on muotoa 2" — 1, n =0, 1,2, ... sanotaan Mersennen
alkuluvukst (Mersenne prime; Marim Mersenne 1588 — 1648). Tamén
tyyppisiin lukuihin liittyy seuraava tulos: jos 2" — 1 on alkuluku, niin
my6s n on alkuluku (todistus harjoitustehtéviné). Kéénteinen véite ei
kuitenkaan pida paikkaansa!

e Eris lukuteorian avoimista ongelmista on ns. Goldbachin vdittdma (Chris-
tian Goldbach 1690 — 1764): Jos n > 4 on parillinen luku, niin se voi-
daan esittda kahden alkuluvun summana.



2.2  Suurin yhteinen tekija

Maaritelma 2.8. Olkoot a ja b kokonaislukuja ja ainakin toinen nollasta
poikkeava. Jos positiivinen kokonaisluku ¢ toteuttaa seuraavat ehdot:
l.t|a ja t]|b
2. Jos c¢la ja c|b, mnin c]|t,

niin sanotaan, etta ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji (greatest com-
mon divisor); merkitdén ¢ = syt(a, b) tai t = (a,b).

Lause 2.9. Jos a,b € Z ja luvuista ainakin toinen # 0, niin syt(a,b) on
olemassa. Lisdksi on olemassa sellaiset kokonaisluvut x ja vy, ettd

ax + by = syt(a, b).

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Suurin yhteinen tekijd on yksikésitteinen; tdméa todistetaan
luennolla.

Maéaritelma 2.10. Jos a,b € Z ja syt(a,b) = 1, niin sanotaan, etti a
ja b ovat keskenddn jaottomia (mutually indivisible) lukuja eli suhteellisia
alkulukuja (relatively prime). Talloin merkitdén a L b.

Eukleideen algoritmi

Jos on annettu kaksi kokonaislukua a ja b, niin syt(a, b) 16ydetaéan ns. Euklei-
deen algoritmin avulla: Olkoot a,b € Z, a # 0, b # 0. Té&lloin lauseen 2.2



nojalla

a=qb+ry, missd 0 <r < |b
b= qor1 + 17y, missd 0 < ry <1

r1 = q3ry + 13, missa 0 < rg < ry

Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn_1, missa 0 < Thno1 < Th—2
Tnoo = Qnln—1 + Ty, missa 0 < r, < 7,1

Tn—1 = 4n+1Tn

Menettely todella péattyy ja viimeisen rivin mukainen muoto l6ytyy, silla
jono r1, 7, ... on aidosti vihenevé ja alhaalta rajoitettu. Edelleen havaitaan,
etta

Lory|rpy=mry|the=...=1r, | b=r,]|a,ts. r, jakaa sekd luvun a
ettéd luvun b;
2. clajac|lb=c|ri=clra=...=c|r.
Nain ollen r, on méaaritelmén 2.8 mukaisesti lukujen a ja b suurin yhteinen
tekija syt(a, b).
Aputulos 2.11. Olkoon syt(a,b) = d. Tdlloin syt(], s) =1.

Todistus. Harjoitustehtava.

Aputulos 2.12. Olkoon a,b € 7 jam € 7. Tdlloin
syt(ma, mb) = msyt(a,b).

Todistus. Harjoitustehtava.

Aputulos 2.13. Jos syt(a,b) =1 ja a | be, niin a | c.

Todistus. Luennolla.

Aputulos 2.14. Jos syt(a,b) =1 ja a | c seki b | ¢, niin ab | c.

Todistus. Luennolla.



Aputulos 2.15. Jos p on alkuluku ja p | ab, niin p | a tai p | b. Jos
erityisestt a ja b ovat alkulukuja, niin p = a tai p = b.

Todistus. Luennolla.

Seuraus 2.16. Induktiolla edellinen tulos voidaan yleistdd muotoon:

Jos p on alkuluku jap | ajas - - - ay, niin p jakaa jonkun luvuista ay, as, . . ., a,.
Jos erityisesti ay,as, ..., a, ovat kaikki alkulukuja, nitn p on jokin luvuista
a1,092,...,0y,.

Lause 2.17 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen kokonaisluku n > 2 voi-
daan esittdda yksikdasitteisesti muodossa

— ay a2 (73
n=Dp; Py DPg,

missa p1 < pe < ... < pr ovat alkulukuja ja eksponentit ay,as, ..., ar positii-
vista kokonaislukuja.

Todistus. Lauseen 2.7 nojalla esitys n = p{'p5?---p* on olemassa. Onko

esitys yksikésitteinen? Tehddén vastaoletus: viite ei ole tosi, eli esitys ei aina
ole yksikasitteinen. Tall6in on olemassa pienin positiivinen kokonaisluku m >
2, joka ei toteuta viitetté. Siis luvulla m on esitykset

—_ 1,02 (473
m=Dp; Py Py,

ja
_ b1 b2 by
m=4qy 4y - q;,

missi p1 < p2 < ... < prjaq < g2 < ... < q ovat alkulukuja ja kaikki
eksponentit positiivisia kokonaislukuja. Koska p; | m ja m = qll’1 x -qfl, niin
aputuloksen 2.15 nojalla p; | ¢ jollakin i € {1,...,1}. Koska p; ja ¢; ovat
alkulukuja, niin taytyy olla p; = ¢;.

Toisaalta ¢, | m, missi m = p{'ps?---pi*, joten ¢ jakaa jonkin luvuista
p;j jollakin j € {1,...,k}. Koska ¢; ja p; ovat alkulukuja, niin téytyy olla
¢ = p;- Nyt

P1SDPj=q < g =D,

joten on oltava p; = ¢i. Koska 7* < m, niin luvulla * = PP TIps e plE =
qlfl_quQ e qfl on yksikésitteinen véitteen mukainen esitys. Siis

k=1l,ps=q2,...,Pk = Q



ja
a1—1:bl—l,agsz,...,ak:bk.
Mutta talloin myos a; = by ja luvulla m on yksikésitteinen véitteen mukainen

esitys, miké on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Siis vastaoletus on véara
ja vaite tosi. O

Maaritelma 2.18. Olkoot a,b € 7. Pieninté sellaista positiivista koko-
naislukua ¢, jonka seké a ettd b jakavat, sanotaan lukujen a ja b pientmmdksi
yhteiseksi jaettavaksi (lowest common multiple) ja siita kiytetddn lyhennys-
merkintaa pyj(a, b).

Formaalisti t = pyj(a,b), jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

L.al|t ja b|t;
2. Jos al|c ja blc, min t]ec.
Huomautus. Kahden kokonaisluvun pienimmaén yhteisen jaettavan etsimi-

seen voidaan kiyttad lauseen 2.17 mukaista kokonaisluvun esitysta alkuluku-
jen tulona. Tésta esimerkkeja luennolla.

Lause 2.19. Olkoot a,b € Z. Tilloin

a-b

pyj(a,b) = syt(a.b)’

Todistus. Merkitadn d = syt(a,b). Télloin on olemassa sellaiset =,y € Z,
ettd a = xd ja b = yd, jolloin

a—b:xyd:ay:beZ.
d
Siispé
a]a—b ja b|a—b
a0

Olkoon ¢ € 7Z ja oletetaan, ettd a | ¢ ja b | c. Télloin on olemassa sellaiset
k,l € 7, ettd ¢ = ka = [b. Lauseen 2.9 nojalla on olemassa sellaiset m,n € 7,
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ettd d = na + mb. Talloin

cd = cna + emb

& cd = lbna + kamb
& cd = ab(In + km)
& c= %b(ln + km).

Siispa, %b | ¢, joten méaritelméan 2.18 nojalla

ab a-b

i(a.b) = — = .
pyj(a,b) 7~ syt(aD)

2.3 Kongruenssiin liittyvid perustuloksia

Oletetaan, ettd m € Z, ja a,b € Z. Jos m | a — b, niin sanotaan, ettd luku a
on kongruentti luvun b kanssa modulo m. Merkitaan

a=b (modm) tai

a=b (m).

Lause 2.20. Kongruenssi on ekvivalenssirelaatio joukossa 7. Toisin sanoen
jos m € Zy, nun kaikilla a,b,c € Z patee

1. a=a (mod m),

2. jos a =b (mod m), niin b =a (mod m),

3. josa="b (mod m) ja b=c (mod m), niin a = ¢ (mod m).
Todistus. Luennolla.
Lause 2.21. Olkoon a,b,c,d € Z, a = b (mod m) ja ¢ = d (mod m).
Tdlloin

1. ax + cy = br + dy (mod m) kaikilla x,y € 7Z,

2. ac = bd (mod m),

3. a” =b" (mod m) kaikillan € N,

11



4. pla) = p(b) (mod m) kaikilla kokonaislukukertoimisilla polynomeilla
p(n).

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Lauseen 2.21 kohdasta 1 saadaan, ettd a +c¢ = b+ d (mod m)
aina, kun @ = b (mod m) ja ¢ = d (mod m). Lisdksi kohdasta 2 saadaan,
ettd jos a = b (mod m) ja ¢ € Z, niin ac = be (mod m).

Lause 2.22. Olkoon a,b € Z ja ¢ € Z. Tdlloin a = b (mod m) jos ja vain
jos ac = bc (mod me).

Todistus. Luennolla.

Lause 2.23. Olkoon a,b € Z ja ¢ € Z,. Jos ac = bc (mod m) ja d =
syt(m,c), niin a =b (mod %).

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Lauseesta 2.23 saadaan erikoistapauksena, ettd jos ac = bc

(mod m) ja syt(¢c,m) = 1, niin @ = b (mod m). Ts. téssd tapauksessa c
voidaan "supistaa".

Lause 2.24. Olkoon a,b € Z,d € Z+ jaa=b (mod m). Josd | m jad| a,
niin d | b.

Todistus. Luennolla.

Lause 2.25. Olkoon a,b € Z ja a = b (mod m). Talloin syt(a,m) =
syt(b,m).

Todistus. Luennolla.

Lause 2.26. Olkoon a,b € 7Z ja a =b (mod m). Jos 0 < |b— a| < m, niin
a=b.

Todistus. Luennolla.

Lause 2.27. Olkoon a,b € 7. Tillgin a = b (mod m) jos ja vain jos luvuilla
a ja b on sama jakojidinnds jaettaessa luvulla m.

12



Todistus. Luennolla.

Huomautus. Lauseen 2.27 seurauksena saadaan

1. jos a € Z, niin m | a jos ja vain jos a =0 (m),

2. jos a =b (mod m), niin m | a jos ja vain jos m | b.
Lause 2.28. Olkoon a,b € 7.. Josa=0b (mod m) jaa =b (mod n), missd
syt(m,n) =1, niin a = b (mod mn).

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Olkoon a,b,c,d € 7Z. Talléin
1. jos a=b (m), niin
a+km =b (m) aina, kun k € 7Z,
a=0b+km (m) aina, kun k € Z,
2. a=a+ km (m) aina, kun k € Z,

3.atb=c+d (m) & a+b—d=c(m) & a=c+d—>b (m).

Lause 2.29 (Jaollisuussddntojé).

1. Kolmen jaollisuussddnto: Luku on jaollinen kolmella jos ja vain jos sen
numerotden summa on jaollinen kolmella.

2. Yhdeksin jaollisuussdadanto: Luku on jaollinen yhdeksdlla jos ja vain jos
sen numeroiden summa on jaollinen yhdeksdlld.

3. Seitsemdn jaollisuussdadnto: Luku
L=ay, 10" +a,1-10""+...4+a; 10"+ ag
on jaollinen seitsemdlld, jos ja vain jos luku
an - 10" 4 a, g - 10"+ +ag — 2 ag

on jaollinen seitsemdlld.
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4. Yhdentoista jaollisuussadnto: Luku
L=a, 10"+ a,1-10"" "+ ...+ a;-10" +aq
on jaollinen luvulla 11, jos ja vain jos luku
Ap — Qp1 + Ap—o — Qp_3+ ...+ (—=1)"ag
on jaollinen luvulla 11.
Todistus.
1. Luennolla.

2. Olkoon L = a,, - 10" 4+ a,_1-10" 1 4+ ... +a; - 10+ ag, missi 0 < a; <9
kaikilla ¢ = 0,1,...,n. Koska 10 =1 (mod 9), niin

L=a, 10" +a,_;-10"" '+ ... +a; 10+ ag
=a,+ap1+...+a+ay (mod?9).

Lauseen 2.27 huomautuksen nojalla 9 | L jos ja vain jos

9]an+an,1+...+a1+ao.

3. Harjoitustehtéava.

4. Olkoon L = a,, - 10" +a,_1-10" '+ ... +a; - 10+ agp, missd 0 < a; <9
kaikilla ¢ = 0,1,...,n. Koska 10 = —1 (mod 11), niin

L=a, 10" +a,1-10"" + ... +a1-10+ag
=ap- (—1)" 4+ ap_1-(—1)" ... +a-(=1)4+ay (mod 11).

Lauseen 2.27 huomautuksen nojalla 11 | L jos ja vain jos
an- (—=1D)"4+ap - (D" .. 4ap-(—1)+ap.
Koska jaollisuus séilyy, kun luku
an - (—1)" + ap_1 - (=) T+ Hay - (1) +ag
kerrotaan luvulla (—1)", niin
N a, - (=1)"+an1-(=1)" " +...+a - (=1)+ag

& 11 | an—an_1+an_2—...+(—1)”_1a1+(—1) ag.
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Lause 2.30. Kongruenssiyhtalo
ax = b(m)

on ratkeava, mikali syt(a,m) = 1. Jos xy on jokin tamdn kongruenssin rat-
kaisu, niin kaikki ratkaisut ovat muotoa x = xy (m).

Todistus. Luennolla.
Seuraus 2.31. Olkoon syt(a,m) = d > 1. Kongruenssiyhtalolli ax = b

(m) on ratkaisu tasmdlleen silloin, kun d | b. Jos xy on jokin ratkaisu, niin
kaikki ratkaisut ovat muotoa x = xy (7).

Todistus. Luennolla.
Huomautus. Ratkaistaessa lauseen 2.30 oletukset tayttavaa kongruenssia et-
sitdan ensin yksi ratkaisu Eukleideen algoritmin avulla ja kiytetddn sitten

kaikkien ratkaisujen muotoilemiseen lauseen jalkimméistd osaa. Tésta esi-
merkkejd luennolla.

15



3 Jaannosluokat ja Eulerin p-funktio

Maaritelma 3.1. Kokonaislukujen joukossa 7Z maéaéritellyn ekvivalenssire-
laation
rRy< =y (mod m)

ekvivalenssiluokkia kutsutaan jadnnosluokiksi modulo m. Alkion y méaaraa-
méstéd jadnnosluokasta modulo m kiaytetddn merkintéa

yl={reZ|r=y (m)}.

Kaikki jadnnosluokat (mod m) ovat {[0], [1],[2],...,[m — 1]} (perustelu luen-
nolla). Tésté joukosta kiytetddn merkintdé 7,,.
Siis Z, = {[0],[1],[2], ..., [m — 1]} ja |Zm| = m.

Huomautus. Luvun y € Z maaraama jaannosluokka modulo m on siis

={re€Z|z=y (modm)}={xecZ|x=y+km}=[y+km].

Maaritelma 3.2. Jadnnosluokkaa [a] (mod m) sanotaan alkuluokaksi (mod m),
mikali syt(a, m) = 1. Alkuluokkien joukkoa merkitédén ZF . Siis

7., ={la] € Zy, | syt(a,m) = 1}.
Huomautus. Jos p on alkuluku, niin

Z, =A{0,12, -, [p = 1]}

Maaritelma 3.3. Funktio p : Z, — Z, @(m) = |Z* | on Eulerin @-funktio.
Siis ¢(m) kertoo alkioiden lukuméérin joukossa

{z |z €N, z <mja syt(z,m)=1}.
Huomautus. Jos p on alkuluku, niin ¢(p) =p — 1.

Lause 3.4. Jos p on alkuluku ja k € N, niin o(p*) = pF~1(p —1).

Todistus. Luennolla.
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Lause 3.5. Jos syt(m,n) =1, niin o(mn) = @(m)p(n).

Todistus. Huomataan ensin, ettd syt(mn,a) =1 < syt(m,a) =1 ja
syt(n,a) = 1. Muodostetaan luvuista 0,1,...,mn — 1 seuraava taulukko
(taulukossa on n pystyrivid ja m vaakarivid).

0 1 2 n—1
n n—+1 n—+2 2n—1
2n 2n+1 2n+2 3n—1
(m—.l)n (m—1n+1 (m—1n+2 ... mn.—l
T T T T
=0 (n) =1 (n) =2 (n) =n—1 (n)
€ [0] € [1] € [2] €[n—1]

Nyt kullakin pystyrivilla on tarkalleen yhden jadnnosluokan alkioita

mod n. Pystyriveista ¢(n) kappaletta sisdltyy alkuluokkiin mod n, toisin sa-
noen naiden pystyrivien alkioiden suurin yhteinen tekijé luvun n kanssa on
1.

Tarkastellaan sitten yhta alkuluokkaan mod n liittyvaa pystyrivia mod m suh-
teen. Olkoon tdma pystyrivi

k
n+k
2n + k

(m—lz)n—l—k:

Jos [dn + k| = [tn + k] (mod m), missd 0 < d,t < m, niindn+k =tn+k
(m) eli dn =tn (m) eli
d=t (m),

koska syt(m,n) = 1. Nyt m | d — ¢ ja siten d = t, koska d,t < m. Néin
ollen pystyrivin kaikki alkiot sisdltyvét eri jadnnosluokkaan modm, eli pys-
tyrivilla on edustajat kaikista jaannosluokista mod m. Talloin taméan pysty-
rivin luvuista ¢(m) kappaletta on sellaisia, ettd ne ovat alkuluokassa mod m,
eli suurin yhteinen tekija luvun m kanssa on 1. Téaten lukuja, joiden suu-
rin yhteinen tekija luvun mn kanssa on 1, on ¢(n) - ¢(m) kappaletta. Siis

p(mn) = p(m)p(n). O
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Lause 3.6 (Seuraus). Josm € Z ja luvulla m on esitys m = p{*p5? - - - pir
ert alkulukujen potenssien tulona, niin

(m) = o(Pi")e(ps®) - ()
=p" oy — 1) Pl (e — 1)

= o - ).
i=1
Todistus. Lauseet 3.4 ja 3.5

Lause 3.7. (Eulerin teoreema) Olkoot a,m € Z... Jos syt(a,m) = 1, niin

Todistus. Todistus ryhméteoria-osassa.

Lause 3.8. (Fermat’n pieni lause.) Olkoon p alkuluku ja a € Z,. Jos p1a
elia#0 (p), niin
A t=1 (p).

Todistus. Véite seuraa havainnosta ¢(p) = p — 1 seké lauseesta 3.7

Lause 3.9. (Seurauslause) Olkoon p alkuluku ja a € Z... Tdlloin

Todistus. Luennolla
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4 Ryhmat

4.1 Ryhmateorian alkeita

Maaritelma 4.1.1. Olkoon S ei-tyhja joukko. Kuvaus * : § x .S — S,
(a,b) — a* b on joukon S binddrinen operaatio (eli axb € S aina, kun
a,b € S ja ax b on yksikisitteinen).
Liséiksi bindérinen operaatio (*) on

e kommutatiivinen (vaihdannainen) joukossa S, jos axb = bxa aina, kun
a€ Sjabes,

e assosiatiivinen (liitdnndinen), jos a * (b * ¢) = (a % b) * ¢ aina, kun

a,b,c € S.

Huomautus. Yhteenlasku joukossa Z on kommutatiivinen ja assosiatiivinen.
Sen sijaan vahennyslasku ei ole kumpaakaan.

Maaritelma 4.1.2. Jos S # ) ja (x) on joukon S assosiatiivinen bindérinen
operaatio, niin paria (S, x) sanotaan puoliryhmdksi (semigroup).

Maiaritelmé 4.1.3. Olkoot G # ) ja (x) joukon G operaatio. Pari (G, *)
on ryhmd (group), mikéili seuraavat ehdot toteutuvat:
1. () on bindérinen joukossa G eli
axbeG
aina, kun a,b € G.
2. (*) on assosiatiivinen joukossa G eli
(axb)xc=ax(bxc)
aina, kun a, b, c € G;
3. Joukossa G on sellainen alkio e, etta
axe=exa=a

aina, kun a € G. Alkiota e kutsutaan neutraali- tai ykkésalkioksi (iden-
tity /neutral element);
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4. Aina, kun a € G, on olemassa sellainen alkio a~! € G, etté
axa t=alxa=ce.

Alkiota a™! kutsutaan alkion a kddnteisalkioksi (inverse element).

Jos lisaksi
5. (%) on kommutatiivinen joukossa G eli
axb=0bxa

aina, kun a,b € G,

niin kyseessa on Abelin ryhmd eli kommutatiivinen ryhma.

Jatkossa ryhmésté (G, %) kiytetddn merkintdd G, mikili operaatiosta () ei
ole epéaselvyytti. Talloin operaatiota a x b merkitdan ab.

Lause 4.1.4. Olkoot G ryhmd seka a,b € G. Tdlloin

1. neutraalialkio on yksikdasitteinen;

2. kunkin alkion kdanteisalkio on yksikdsitteinen;

3. yhtdlolld axr = b on yksikdsitteinen ratkaisu x € G;
4. yhtdalolla ya = b on yksikasitteinen ratkaisu y € G.

Todistus. Luennolla.

Lause 4.1.5. Ryhmdssi G ovat voimassa seuraavat lait:

1. ab=ac=b=c;
2. ba=ca=b=c;
3. (ab) P =b"ta"l;
4. (e =a.
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Todistus. Luennolla.

Ryhmén G kertaluku (the order of G) tarkoittaa joukon G alkioiden luku-
madrdd; merkitddn |G|.

Huomautus. Adrettomissi ryhmissi (infinite group) on #éretén mééré al-
kioita. Adrellisessd ryhmissé (finite group) on #érellinen médrd alkioita ja
siis myos ryhméoperaation tuloksia. Siispa &dérellisessé tapauksessa voidaan
kirjoittaa ryhmdtaulu (group table), johon merkitdén kaikkien ryhméoperaa-
tioiden tulokset omiin soluihinsa; yksityiskohdat esitetdén luennolla.

* alkiot

a

[ | alkioiden
k valiset

1 | operaatiot
0

t

Huomautus. Ryhméataulun jokaisella vaaka- ja pystyrivilla esiintyy kukin
ryhmén G alkio tarkalleen kerran.
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4.2 Jaannosluokkaryhmat

Luennolla nadhtiin, ettd joukon Z ekvivalenssirelaatio z Ry < = = y(m)
johtaa ekvivalenssiluokkiin Z,, = {[0], [1], [2],...,[m — 1]}, miss& m € Z,.
Niita ekvivalenssiluokkia kutsutaan jadnndsluokiksi (mod m).

Miten jaannosluokilla lasketaan?
Joszx=a (m)jay=>b (m),niinx+y=a+>b (m) jazy=ab (m). Siis

[l + 0] = la+ 0] ja
[a] [b] = [ad]

Huomautus. Yhteenlasku (mod m) ja kertolasku (mod m) eivét riipu jéén-
nosluokkien edustajien a ja b valinnasta.

Lause 4.2.1. Pari (Z,,,+) on Abelin ryhmd.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. |(Zy,+)| =m.

Tarkastellaan seuraavaksi joukkoa Z,, varustettuna kertolaskulla (mod m).
Selvasti kyseessd on binddrinen ja assosiatiivinen operaatio ja jadnnosluokka
[1] on ykkosalkio.

Ongelma. Milloin jaannosluokalla [a] on kédnteisalkio kertolaskun (mod m)
suhteen eli milloin on olemassa sellainen [z], ettd [a] - [x] = [1]7

Ratkaisu: [a] - [z] = [1] & [ax] = [1] & ax = 1(m). Téalld kongruenssilla on
ratkaisu tdsmaélleen silloin, kun syt(a, m) =1 (ks. lause 2.30).

Jaannosluokkaa [a] (mod m) sanotaan alkuluokaksi (mod m), mikali
syt(a, m) = 1. Alkuluokkien joukkoa merkitdan Z},.

Lause 4.2.2. Pari (Z%,,-) on Abelin ryhmd.

Todistus. Luennolla.
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Ongelma. Olkoon m € 7. . Helposti nidhdéén, ettd ryhmén (Z,,, +) kertalu-
ku |(Zm,+)| = m. Mutta miten lasketaan ryhmén (Z*,, -) kertaluku |(Z%,, -)|?

Maéritelma 4.1. Funktio o : Z, — Z., p(m) = |Z},| on Eulerin o-funktio.
Siis ¢(m) kertoo alkioiden méérén joukossa

{z |z €N, z <mja syt(z,m)=1}.

Huomautus. Jos p on alkuluku, niin p(p) = |Z;| =p — 1.

Seuraavat lauseet on esitetty aiemmin luvussa 3.
Lause 4.2. Jos p on alkuluku ja k € N, niin o(p*) = |Zy| = P lp—1).
Lause 4.3. Jos syt(m,n) =1, niin o(mn) = @(m)p(n).

Lause 4.4 (Seuraus). Josm € Z, ja luvulla m on esitys m = pi*p3? - - - pi
ert alkulukujen potenssien tulona, niin

p(m) = [Z,,| = eP")ePs*) -~ e(py7)
—pi” =1 pr T e = 1)

_Hp pi—1).
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4.3 Aliryhma

Maaritelma 4.3.1. Olkoon (G, *) ryhmé ja H C G, H # (). Jos (H,x*)
on ryhmé, sitd sanotaan ryhmdan (G, *) aliryhmdksi (subgroup); merkit&dén
(H,*) < (G,x) tai lyhyemmin H < G.

Huomautus. Jos H < G, niin aina ryhmén G neutraalialkio eq € H.

Lause 4.3.2 (Aliryhmékriteeri). Olkoot G ryhmdi ja H C G, H # (). Nyt
H < G jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. a,be H=abe H;

2. ace H=a'eH.

Todistus. Luennolla.

Seuraus 4.3.3. Olkoot G ryhmd ja H C G, H # (. Tdlloin H < G jos ja
vain jos ehto

3. a,be H=abtec H

on vo1massa.

Todistus. ” =7 Jos H < G, niin ehto 3. toteutuu, silld H on ryhmaé.

7«7 Oletetaan, ettd ehto 3. on voimassa. Jos a € H, niin ehdon 3. nojalla
aa"! =e € H. Edelleen ea™! = a~! € H, joten lauseen 4.3.2 ehto 2. toteutuu.

Jos a,b € H, niin edellisen nojalla b=' € H ja ehdon 3. nojalla
ab=a(b™")"' € H.

Siispad myos lauseen 4.3.2 ehto 1. toteutuu. Nain ollen lauseen 4.3.2 nojalla
H<G.

Huomautus. Jos (G,*) on ryhmé, a € G jan € Z,, niin

at=a*xax...xq
—

n kpl
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Seuraus 4.3.4. Jos G on ryhmd ja H on ryhmdn G ddrellinen ei-tyhjd
osajoukko, niin H < G jos ja vain jos ab € H aina, kun a,b € H.

Todistus. Luennolla.
Huomautus. Aérellisessi tapauksessa siis riittéd, ettd ryhmén G ryhméope-

raatio on bindirinen joukossa H. Adrettomissi tapauksessa tdméi ei vield
takaa sitd, ettd H olisi ryhmén G aliryhma.

Huomautus. Jos G on ryhmé, niin aina G < G ja {eg} < G. Naitd ryhmia
sanotaan ryhméan G triviaaleiksi aliryhmiksi.

Madéritelmi 4.3.5. Olkoon (H,*) < (G,%) ja a € G. Joukkoa aH =
ax H = {axh | h € H} sanotaan alkion a mddraamdksi aliryhmdin H
vasemmaksi sivuluokaksi (left coset).

Huomautus.

Additiivisessa ryhméssé vasen sivuluokka on

aH=a+H={a+h|heH}.

e Koska eH = H, niin H itse on erés vasen sivuluokka.

e Kuvaus f: H — aH, f(h) = ah on bijektio, joten sivuluokassa aH on
yhtd monta alkiota kuin aliryvhméssa H.

e Vasenta sivuluokkaa vastaavalla tavalla voidaan maéritella myds ryh-
méan G alkion a mddraiamd aliryhmdn H oikea sivuluokka

Ha={ha|he H}, misséd a € G.

Oikeilla sivuluokilla on voimassa samat ominaisuudet kuin vasemmilla
sivuluokilla.

Lause 4.3.6. Olkoon G ryhma joa H < G. Talloin joukossa G mddaritelty
relaatio
aRbsblacH

on ekvivalenssirelaatio. Jos a € G, niin alkion a madradma ekvivalenssiluok-
ka [a] on alkion a mddrddma aliryhman H vasen sivuluokka aH .
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Todistus. Luennolla.

Seuraus 4.3.7. Olkoon G ryhmd, H < G ja ayH,axH, ... aliryhmin H
vasemmat siwuluokat ryhmdassa G.

Tdllown

G = U aiH
ja aina joko a;H (a;H =0 tai a;H = a;H.
Lisdksi, jos b € aH, niin bH = aH.

Todistus. Tulos seuraa lauseista 1.4 ja 1.5.

Lause 4.3.8 (Lagrangen lause). Olkoot G ddrellinen ryhmd, H < G ja n
aliryhmdn H vasempien sivuluokkien lukumddrd ryhmdssa G. Tdlloin

G| =n|H],
ts. darellisessa ryhmdssa aliryhmdn kertaluku jakaa ryhmdan kertaluvun.

Todistus. Luennolla.

Seuraus 4.3.9. Jos darellisen ryhmdn G kertaluku on alkuluku, niin sen
ainoat mahdolliset aliryhmat ovat {e} ja G (nk. triviaalit aliryhmdt).

Todistus. Luennolla.
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4.4 Syklinen ryhma

Olkoon (G, %) ryhmé ja a € G. Kun n € Z,, niin

a"=g*ax*...%xaq ja a =g 'xa %, . . xa!
—_—

~
n kpl n kpl

Lisiiksi asetetaan a® = e. Talldin joukko H = {a* | k € Z} on joukon G
osajoukko.

Jos x,y € H, niin x = a™ ja y = a” eriilla m,n € Z seka
vy '=a"a"=a""" € H.

Nain ollen osajoukko H on seurauksen 4.3.3 nojalla ryhméan G aliryhma.

Miiritelma 4.4.1. Y1i midriteltyd ryhmaid H = {a* | k € Z} sanotaan
alkion a generoimaksi sykliseksi ryhmdksi (cyclic group); merkitaan H = (a).
Alkio a on generoija (generator).

Lause 4.4.2. Jos ryhmdn kertaluku on alkuluku, niin ryhmd on syklinen.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Ryhmé (Z,,,+) on syklinen. Sen sijaan ryhmé (7} ,-) ei vélt-
taméatta ole syklinen.

Lause 4.4.3. Olkoot G ryhmd ja a € G sekd n pienin sellainen positiivinen
kokonaisluku, etti a™ = e. Talloin [{a)| = n ja
Todistus. Luennolla.

Lause 4.4.4. Jos G on ddrellinen ryhmd, niin a\“! = e kaikilla a € G.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Lauseen 4.4.3 mukaista lukua n sanotaan alkion a kertaluvuksi;
alkion kertaluvusta kiytetaan merkintéé |(a)|, |a| tai ord(a).
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Lause 4.4.5 (Eulerin teoreema). Jos a,m € 7, ja syt(a,m) =1, niin

Todistus. Luennolla.

Seuraus 4.4.6 (Fermat'n pieni lause). Jos p on alkuluku ja syt(a,p) = 1,
niin a?~t = 1(p).

Todistus. Luennolla.

Lause 4.4.7. Syklisen ryhmdn jokainen aliryhmd on syklinen.

Todistus. Olkoon G = (a) = {a* | k € 7Z} ja H < G. Nyt jokainen aliryhmén
H alkio on alkion a potenssi. Jos H = {e}, niin H = (e) on syklinen. Jos
H # {e}, niin on olemassa sellainen m € Z., ettd a™ € H. Olkoon sitten

n=min{m |a™ € Hym € Z, }.
Viitetddn, ettd H = (a™).

Olkoon b € H mielivaltainen. Siis on olemassa sellainen [ € 7Z, ettd b = a'.
Nyt jakoalgoritmin (Lause 2.2) nojallal = gn+r, missd q,r € Z ja0 < r < n.
Siis
b=ad =a™" = (a")a".
Téten a” = [(a™)~'b € H. Luvun n valinnasta johtuen tiytyy olla r = 0.
Siis [ = gn ja
b=ad =a™ = (a")".

Téten H = (a™) on syklinen.

Huomautus. Syklinen ryhmé on aina Abelin ryhma.
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4.5 Normaali aliryhma ja tekijaryhma

Maaritelma 4.5.1. Olkoon N < G. Aliryhmdd N sanotaan normaaliksi,
mikili aN = Na aina, kun a € (. Téalloin merkitddin N < G.

Huomautus.
o {¢} <G ja G 4G.
e Jos GG on Abelin ryhmé ja N < G, niin kaikilla a € G pétee

aN = {an|né€ N}
= {na|neN}
= Na.

Siis Abelin ryhmén jokainen aliryhmé on normaali.

Lause 4.5.2. Ryhmdn G aliryhmda N on normaali jos ja vain jos
aNa™' €N aina, kun a € G.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Kun todistetaan, ettd N < (G, niin pitdé osoittaa, etta

1. N<G;

2. ana™' € N aina, kuna € G jan € N (aliryhmén normaalisuuskriteeri).

Olkoon nyt N < G. Sivuluokkien joukossa {aN | a € G} voidaan méaritella
operaatio (-) seuraavasti:
aN -bN = abN.

Néin saatu operaatio on hyvin mddritelty (well-defined) eli se ei ole riip-
puvainen sivuluokkien aN ja bN edustajista. Lisdksi sivuluokkien joukko
{aN | a € G} yhdessi kyseisen operaation kanssa on ryhmé. Néiden viittei-
den paikkansapitavyys todistetaan luennolla.

Lause 4.5.3. Olkoon G ryhmdi ja N < G. Tallgin ({aN | a € G},-) on
ryhmd.
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Todistus. Luennolla.

Maaritelma 4.5.4. Edella esiteltya paria ({aN | a € G}, ) kutsutaan ryh-
man G tekijaryhmdaksi normaalin aliryhmédn N suhteen (factor group/quotient
group of G by N). Kyseisestd ryhmésta kiytetddn merkintdd G/N.

Huomautus. G
|G/N| = —,
[N

mikéli ryhmé G on dérellinen.
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4.6 Permutaatioryhmista

Mairitelméa 4.6.1. Olkoon X = (). Bijektiota f : X — X sanotaan joukon
X permutaatioksi (permutation).
Huomautus. Kuvaus f: X — X on bijektio jos ja vain jos se on
1. injektio eli ehdosta f(a) = f(b) seuraa, ettd a = b aina, kun a,b € X
2. surjektio eli jokaiselle b € X on olemassa sellainen a € X, ettd f(a) = b.

Huomautus. Jos X on aarellinen joukko, niin miké tahansa sen permutaatio
voidaan esittdd nk. permutaatiomatriisin avulla (esimerkkejd luennolla).

Lause 4.6.2. Olkoon Sx joukon X kaikkien permutaatioiden joukko. Jos
(o) on kuvausten yhdistamisoperaatio, niin (Sx,o) on ryhmd.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Yleensd (o) ei ole kommutatiivinen operaatio, eli (Sx,o) ei
yleensé ole Abelin ryhma.

Yleisesti, jos | X| = n, niin merkitddn Sx = S,,. Néin saadaan astetta n oleva
symmetrinen ryhmd (symmetric group of order n) ja |S,| = nl.

Permutaatioryhmilld on kiytt6d esim. kappaleiden (kiteiden ja molekyylien)
symmetriatarkasteluiden yhteydessa. Permutaatioryhmia ja niiden sovelluk-
sia tarkastellaan tarkemmin kurssilla Permutaatiot, kunnat ja Galois’n teo-
riq.

Huomautus. Symmetrisen ryhmén (S, -) aliryhmid nimitetddn permutaa-
tioryhmiksi.
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4.7 Ryhmahomomorfismi

Maaritelma 4.7.1. Olkoot (G,-) ja (H,*) ryhmia. Kuvausta f : G — H
sanotaan ryhmdhomomorfismiksi ryhmaltd G ryhmélle H, mikali

fla-b) = f(a)* f(b)
aina, kun a,b € G.

Lause 4.7.2. Olkoon f : G — H ryhmdhomomorfismi ja olkoot eq ja ey
ryhmien G ja H neutraalialkiot. Talloin

flec)=en  ja  fla™)=(f(a)™"
aina, kun a € G.
Todistus. Luennolla.

Maaritelma 4.7.3. Olkoon f : G — H ryhmidhomomorfismi ja D < G.
Talloin f(D) = {f(z) | z € D} on aliryhmén D kuva (image) ryhméssa H.

Maaritelma 4.7.4. Olkoon f : G — H ryhmahomomorfismi ja 7" < H.
Tallsin f~1(T) = {zx € G| f(x) € T} on aliryhmén T alkukuva (pre-image)
ryhméssa G.

Lause 4.7.5. Olkoon f : (G,-) — (H,*) ryhmdhomomorfismi.

1. Jos D < G, niin f(D) < H.

2. Jos T < H, niin f71(T) <G.

Todistus. Oletetaan, ettd f : (G,-) — (H,*) on ryhmahomomorfismi.
Todistetaan viitteet erikseen.

1. Olkoon D < G. Selviisti f(D) C H ja f(D) # 0, silld eq € D ja siten
flec) = e € f(D).
Onko f(D) < H?

Olkoon ¢,d € f(D). Talloin on olemassa sellaiset alkiot a,b € D, ettd
fla) = cja f(b) = d. Koska D < @, niin aliryhmékriteerin nojalla
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a-b~' € D jasiten f(a-b"') € f(D). Koska f on homomorfismi, niin
myos
fla) = f(b7") € f(D),
eli f(a)  /(b)" € F(D),
elicxd' e f(D).
Néin ollen aliryhmékriteerin nojalla f(D) < H.

2. Olkoon T < H.
Selvisti f~1(T) C G ja f~1(T) # 0, silli e € T, ja siten eg € f~1(T).
Onko f~YT) < G?
Olkoon a,b € f~!(T). Néin ollen f(a), f(b) € T.
Koska T' < H, niin aliryhmékriteerin nojalla
fla)xf)~eT

eli f(a)*f(b™1)eT

eli fla-b™")eT

elia-b~t e f7YT).

Niin ollen aliryhmékriteerin nojalla f~(T) < G.

]

Huomautus. Lauseen sisaltd voidaan muotoilla seuraavasti: homomorfisessa
kuvauksessa aliryhméat kuvautuvat aliryhmiksi ja aliryhmien alkukuvat ovat
aliryhmia.

Edella esitetty johtaa luontevasti kysymykseen siité, mitd normaaleille ali-
ryhmille tapahtuu homomorfismeissa.

Lause 4.7.6. Olkoon f : (G,-) — (H,*) ryhmdhomomorfismi.

1. Jos N QG ja f on surjektio, niin f(N) < H.

2. Jos M < H, niin f~1(M) < G.
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Todistus. Oletetaan, ettéd f : (G,-) = (H,*) on ryhméhomomorfismi.
Todistetaan vaitteet erikseen.

1. Oletetaan, ettd N < G ja f on surjektio G — H. Télléin Lauseen 4.7.5
nojalla f(N) < H.
Onko f(N) Q H?

Olkoon z € f(N) ja d € H. Siten on olemassa sellainen x € N, etti
z = f(z), ja koska f on surjektio, on myds olemassa sellainen a € G,

ettd d = f(a).
Koska N < G, niina-z-a~' € N ( Lause 4.5.2)

eli f(a-xz-a')€ f(N)

eli - f(a)* f(z)* fla” ) f(N)
eli  f(a)x f(z ) fla)™ € f(N)
eli dxzxd'e f(N).

Téten normaalisuuskriteerin nojalla f(N) <

2. Oletetaan, ettd M < H.
Lauseen 4.7.5 nojalla f~'(M) < G.
Onko f~Y(M) 9 G?
Olkoon x € f~Y(M) jaa € G. Nyt f(z) € M ja f(a) € H
Koska M < H, niin Lauseen 4.5.2 nojalla
fla) = f(z)* f(a)™" € M

eli f(a)* f(z)* flah) e M

eli fla-z-a')eM

eli a-x-a”'e fH(M).

Téten normaalisuuskriteerin nojalla f~1(M) < G.

Maaritelma 4.7.7. Olkoon f : G — H homomorfismi. Joukkoa
Im(f) = f(G) ={f(x) |z € G}

sanotaan homomorfismin f kuvaksi (the image of f) ja joukkoa

Ker(f)={z e G| f(z)=en} = f'({en})

sanotaan homomormismin f ytimeksi (the kernel of f).
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Lause 4.7.8. Olkoon f : G — H ryhmdahomomorfismi. Tdalloin Im(f) < H
ja Ker(f) < G.

Todistus. Seuraa suoraan lauseista 4.7.5 ja 4.7.6.

Huomautus. Jos G on ryhmé ja N < G, niin kuvaus
f:G—G/N, fla)=aN

on surjektiivinen homomorfismi, jonka ydin on N. Kyseessa on ns. luonnol-
linen homomorfismi G — G/N.

Maéritelmi 4.7.9. Ryhmiét (G, -) ja (H, ) ovat isomorfiset eli rakenneyh-
taldiset (G and H are isomorphic), mikili on olemassa bijektio f : G — H,
joka toteuttaa ehdon f(a-b) = f(a) * f(b) aina, kun a,b € G (eli f on bi-
jektiivinen homomorfismi). Tall6in merkitdan G = H ja sanotaan, ettd f on
ryhmdisomorfismi (a group isomorphism).

Huomautus. Jos G on &dérellinen ryhmé ja G = H, niin |G| = |H|.
Huomautus. Jos G = H ja H = N, niin G = N.

Lause 4.7.10 (Homomorfismien peruslause). Olkoon f : (G,-) — (H,x*)
homomorfismi. Tdlloin

G/Ker(f) = Im(f)
Todistus. Merkitédén Ker(f) = K ja mééritellddn kuvaus
F:G/K — Im(f), F(aK)= f(a).

1. Onko kuvaus F' hyvinmééritelty (ts. onko kuvaus F' riippumaton sivu-
luokan mééradjan valinnasta)?

Olkoon ¢’ K = aK. Talléin ' € aK eli a’ = a - k jollakin k € K. Nain
ollen

F(a'K) = f(a) = f(a-k) = f(a) = f(k) = f(a) x ey = f(a) = F(aK).
Siispé F' on hyvinméaaritelty.

2. Onko kuvaus F' surjektio?

Olkoon f(b) € Im(f). Télloin bK € G/K ja F(bK) = f(b), joten F on
surjektio.

35



3. Onko kuvaus F' injektio?
Olkoon F(aK) = F(bK), jolloin f(a) = f(b). Talloin f(b)~! * f(a) =

em, joten
e = f(0)™" x fla) = f(07) % f(a) = f(07" - a).
Niin ollen ytimen méiritelméin nojalla b= - a € K eli
K=0b"aK=b"K: aK.
Operoimalla yhtéloa puolittain vasemmalta sivuluokalla bK saadaan

bK s e K =bK - b 'K -aK
= bK = aK.

Siispé F' on injektio.
Kohtien 2. ja 3. nojalla kuvaus F' on bijektio G/K — Im(f).

4. Onko kuvaus F' ryhméhomomorfismi?
Olkoon aK,bK € G/K. Télléin

F(aK -bK) = F((a-b)K) = f(a-b) = f(a) * f(b) = F(aK) * F(bK),

joten F' on ryhméhomomorfismi.

Kohtien 1.-4. nojalla kuvaus F' on ryhméisomorfismi G/Ker(f) — Im(f) eli
G/Ker(f) = Im(f).

Lause 4.7.11. Samaa kertalukua olevat sykliset ryhmdt ovat isomorfiset.

Todistus. Luennolla.

Lause 4.7.12. Olkoon G ryhmda. Tdlloin on olemassa sellainen permutaa-
tioryhmd, joka on isomorfinen ryhmdn G kanssa.

Todistus. Ryhmdteoria-kurssilla.

Lause 4.7.13. Olkoon G ryhmd, N < G ja {eN} < H<G/N.

Tdlloin on olemassa sellainen M < G, ettd

NaM«d.
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Todistus. Olkoon f: G — G/N, f(a) = aN (luonnollinen homomorfismi).
Merkitdén M = f~Y(H) ={a € G| f(a) € H}.

Lauseen 4.7.6 nojalla
M= f'(H)QG.

Liséksi, jos « € N, niin f(z) =N =eN € H. Siten

vef Y H)=M
ei N <M.

Koska N < G, niin N < M. Néin ollen N < M < @G.

Koska H < G/N, niin on olemassa sellainen N € G/N, ettd N ¢ H.

Siis
fa)=aN ¢ H
ei x¢f'H) =M ja zcd
eli M«G.

Vastaavasti, koska {eN} < H, niin on olemassa sellainen yN € H, etta
yN #eN. Siisy ¢ eN = N.

Toisaalta
fly)=yN e H
ei yef ' H) =M
Siten N < M.
Néin ollen N <M < (. O

Edellisessé lauseessa itse asiassa toteutuu, ettd H = M/N.

Lause 4.7.14. Olkoon G ryhmd, N < G, M <G ja N < M <G.

Talloin
{eN} < M/N <G/N.
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Todistus. Olkoon f: G — G/N, f(a) = aN (luonnollinen homomorfismi).
Koska N <4 G ja N < M, niin N <M, eli M/N on olemassa.
Nyt f(M)={f(x) |z e M} ={xN |z e M} =M/N.

Koska M < G, niin Lauseen 4.7.6 nojalla M/N = f(M) < G/N (koska f on

surjektiivinen homomorfismi).

Selvésti {eN} < M/N. Koska N < M, niin on olemassa sellainen z € M,
ettd x ¢ N.

Talloin N € M/N jaxN # eN = N. Siis {eN} < M/N.
Vastaavasti, koska M < G, niin on olemassa sellainen y € G, ettd y ¢ M.
Talléin yN € G/N jayN ¢ M/N. Siis M/N <G/N.

Naéin ollen

{eN} < M/N <G/N.
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