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1 Matriisialgebra ja optimointi

Matriisien avulla voidaan

késitella yhtaloita tehokkaasti
ratkaista yhtéloryhmia

ratkaista optimointitehtavia
- regressioanalyysi
laatia erilaisia malleja esim. panos-tuotos—malli

1.1 Maaritelma

Matriisi on taulukko

ayjp a2 - Aip
Qg1 A22 - dgp

A= . . . . = Amxn - (aij> - (az’j)mxn )
Am1 Am2 - Amn MXn

missd luvut a,; ovat reaalilukuja. Lukuja a;; sanotaan matriisin A alkioiksi. Alkio
a;; on matriisin A ¢:nnelld vaakarivillé ja jmnelld pystyrivilld oleva alkio. Matriisi,
jossa on m vaakarivid ja m pystyrivid, on m X n—matriisi; merkitdan A,,«,. Jos
m = n, niin A on nelibmatriisi.

Kaksi matriisia

a1 - Adip bii - bis
A= + ja B=

m1 = Qmn mXn brl brs rxs

ovat samat eli A = B, jos ja vain jos
(i) m=rjan=s
(11) aij = bij \V/’l,j

Jos matriisissa n = 1 eli se on m x 1-matriisi, niin kysymyksessa on m—ulotteinen
u1

pystyvektori u = ( : ), missd u; on vektorin @ ¢. komponentti.

Um,
Vastaavasti v = (vy,...,v,) on n-ulotteinen vaakavektori (1 X n—matriisi) ja v;
on vektorin v ¢. komponentti.



1.2  Matriisien laskutoimituksia
1.2.1 Matriisien yhteen- ja vahennyslasku

Matriisit A ja B voidaan laskea yhteen (vdhentéda toisistaan) jos ja vain jos ne
ovat molemmat m X n-matriiseja.

Olkoot A ja B m X n—matriiseja, ts.

11 - Qi b1 - b
Am1 - Amn MXN bml e bmn .
Talloin
app +biy o a, + by
A+B= : : :
am1 + bml e Amn + bmn i
Vastaavasti
ay —bun - ap, — by
A—-B=
am1 — bml e Amn — bmn mxn

Matriisien yhteenlasku on

1. vaihdannainen: A+ B=B+ A
2. liitdnndinen: A+ (B+C) = (A+ B) + C.

Esimerkk: 1.1.
2 5 10 (0 3 4%_208 7\
9 1 —7 5 12 6 -19 —-6)

1.2.2 Skalaarilla kertominen

Matriisilaskennassa reaalilukua kutsutaan skalaariksi.
Olkoon nyt A = (a;j)mxn ja k € R. Téll6in
aixz - Aip kay; -+ kay,
kA=k-| @ o = : - = (kaij)mxn = Ak.

Ay - Qmn MXT kaml kamn MXT



FEsimerkki 1.2.
5 0 2 1\
-5 3 8)

Huomautus. A— B=A+(-B)=A+(-1)-B

1.2.3 Matriisien kertolasku:

Matriisien A = (aij)mxn ja B = (bij)rxs tulo AB on mahdollinen jos ja vain
jos n = r. Siis matriisin A pystyrivien lukuméaérd = matriisin B vaakarivien
lukumaéra. Matriisi A on tulon AB edellinen tekija ja B jdlkimmaéinen tekija.

Olkoon A = ((ll'j)an ja B = (bij)nxs'
n

Talloin A, - Boxs = (AB)mxs = (Cij)mxs, Missé ¢;; = Zaikbkj eli alkio c;;
k=1

saadaan matriisin A i:nnen vaakarivin ja matriisin B j:nnen pystyrivin pistetu-

lona.
Siis
aix - Aip by - bis
AB = :
Am1 Amn mxn bnl bns nxs
Z a1pbgpr - Z a1;bps
k=1 k=1
Z b1 : Z A bics
kzl kzl mXs
Esimerkki 1.3.
6 9
4 1
A:(130 ; j) |1 7 ia 02(9;5) |
2x3 5 11 2x3
3x2

Laske AB, BA ja AC.

Matriisien kertolasku on
1. liitdnnédinen: A(BC) = (AB)C
2. ei vaihdannainen: siis yleensd AB # BA.



Esimerkki 1.4.
0

(2,1,0)- | 1] = 1]-(2,1,0)=
2

1 1) (0 1\ 0 1\ (1 1\ _
0 1 1 1) 11 0 1)
Falk-kaavio: (ks. Esim. 1.3)

6 9
A:(Sig) B=|1 71 AB =
104 1), , -

3x2

—_

1.3  Erikoistyyppisid matriiseja
1.3.1 Diagonaalimatriisi

Olkoon A = (aij)nxn neliomatriisi. Matriisin A péélavistdjén muodostavat alkiot
a1, a2, - . ., Gny. Matriisi A on diagonaalimatriisi, jos matriisin A muut alkiot
paitsi mahdollisesti paélavistajén alkiot ovat nollia.

Eli

ayp -+ QAip
A=

Qp1 -+ Qnn nxn

on diagonaalimatriisi, jos a;; = 0, kun 7 # j.



1.3.2  Identtinen matriisi (Yksikkomatriisi)

Identtinen matriisi on diagonaalimatriisi, jonka kaikki péaalévistdajan alkiot ovat
vkkosia.
Siis A = (a;;)nxn on identtinen matriisi, jos
ai;j =0, i#]
aiizl, i:1,2,...,n.
Identtistd matriisia merkitddn symbolilla I,, (= I,,xy,). Siis

Il = s ]2 = s 13 = jne.

Olkoon A m x n—matriisi. Talloin A,,xnl, = Amxn ja InAmxn = Amxn-

1.3.3 Nollamatriisi
Matriisi A = (ai;)mxn on nollamatriisi, jos a;; = 0 V4, j. Nollamatriisia merki-
taan O,y xp.
Siis esimerkiksi
O2><3 -
Selvasti
Amxn + Omxn - Omxn + Amxn - Aan ja
kamémxn - kan seké OanBnXs - Omxs‘

1.4 Transponoitu matriisi

Olkoon A m x n—matriisi. Matriisin A transponoitu matriisi A on n xm-matriisi,
jonka 4. vaakarivi on matriisin A 7. pystyrivi (ja j. pystyrivi on matriisin A j.

vaakarivi).
Jos
a1 Q12 - Qin 11 A21 -+ Aml
Q21 Q22 -+ Q2 . Q12 Q22 -+ Am2
A= , o ] ,niin AT = )
Am1 Am2 - Amn mxn A1p A2n - Amn nxm



Huomautus.

Uq U1
(ul,...,un)T: . ja : = (V1,...,0p).

Unp Un

Diagonaalimatriisin D transponoitu matriisi D7 on aina alkuperiinen diagonaa-
limatriisi, eli DT = D.

Esimerkki 1.5.

1 -2 6
a7 4 0
14 5 9
0 1 2

Neliomatriisi A = (a;j)nxn On Symmetrinen, jos a;; = aj;  Vi,j. Talloin A = AT,

Symmetrinen matriisi A on idempotentti, jos lisiksi A - A = A.

FEsimerkki 1.6. Onko matriisi

[SHFENGIIN]
N~

(SIS

idempotentti matriisi?
Huomautus. Olkoot A = (@ij)mxn, B = (bij)mxn ja C = (¢ij)nxr. Téll6in
(A+ B =A"+ BT ja (BC)' =C'B".

1.5 Matriisin determinantti

Determinantti on reaaliluku ja méaaritelladn vain neliomatriiseille. Matriisin A
determinanttia merkitédén det A ja |A|.
1.5.1 Determinantin maaraaminen:

2 X 2-matriisin determinantti

@11 A2 ..
Kun A = ( ) , niin det A = |A| = aj1a22 — a12a91.
G211 A22/, ,



1 X 1-matriisin determinantti

Kun A = (an)1X1 , niin det A = |A| = a13.
Esimerkki 1.7.
-8 1|
3 4]

Determinantin maéarittaminen yleisesti:

Jos n > 2, niin matriisin A,,,, determinantti palautuu 2 x 2-matriisin tapaukseen
seuraavasti:

M;; on sellainen (n—1) x (n—1)-matriisi, joka saadaan matriisista A poistamalla
siitd i. vaakarivi ja j. pystyrivi. M,; on matriisin A (alkioon a;; liittyvé) alimatriisi.

Determinantti det M;; = |M,;| on matriisin A (alkioon a;; liittyvd) alidetermi-
nantti.

Skalaari A;; = (—1)""7|M;;| on matriisin A (alkioon a;; liittyvé) kofaktori.

Talloin matriisin A determinantti

det A =|A] =) ay(-1)"|My;| Vie{l,... n}
j=1

Talloin det A on kehitetty i. vaakarivin mukaan.

Samoin
n

det A= [A] =) a (=) |My| Vje{l,... n},
=1

jolloin det A on kehitetty j. pystyrivin mukaan.

Siis n X m—matriisin determinantti méaratadn sen tiettyjen (n — 1) x (n — 1)—
alimatriisien determinanttien avulla.

Toistamalla yo. menettelyd jokaisen n x m—matriisin A determinantti voidaan
palauttaa sen tiettyjen 2 x 2-alimatriisien determinanteiksi.

10



FEsimerkk: 1.8. Olkoon

Maaraa |Al.
Sarruksen menetelma: - Kay vain 3 x 3-matriiseille.

FEsimerkk: 1.9. Olkoon

3 0 =2
A=16 -8 1
0 3

Madraa |A| Sarruksen menetelmélla.

1.5.2 Determinantin ominaisuuksia:

Olkoon A n X n-matriisi.

1) Jos matriisin A kaksi samansuuntaista rivid vaihdetaan keskenéén, deter-
minantin merkki vaihtuu.

FEsimerkki 1.10.

9 12 15
1 7 1=
1 1 1

2) Jos matriisin A jokin vaakarivi (tai pystyrivi) kerrotaan vakiolla ¢ € R,
determinantti muuttuu c-kertaiseksi.

FEsimerkki 1.11.

9 12 15
1 7 1=
1 1 1

3) Jos matriisin A johonkin riviin lisitddn jokin muu samansuuntainen rivi
vakiolla kerrottuna, determinantin arvo ei muutu.
Tavoite: Paljon 0O:ia riville, jonka suhteen determinantti kehitetaén.

11



FEsimerkki 1.12.

3 0 =2
6 -8 1|=
0 3 4

4) Jos A = (a;j) on yldkolmiomatriisi (t&lloin kaikki alkiot padlévistédjan ala-
puolella nollia) tai alakolmiomatriisi (kaikki alkiot padlavistajan yldpuo-
lella nollia), niin

det A = |A| = ajjas9 - - apy.-
Ominaisuuksien 1) — 3) avulla saadaan jokaisen nelidmatriisin determinantti muu-
tettua ylé- tai alakolmiomatriisin determinantiksi, joka on helppo maarittaa.

5) |A] = |AT]

6) Jos matriisin A jokin vaakarivi (tai pystyrivi) koostuu pelkistidn nollista,
niin |[A| = 0. (Kehitetdén determinantti ko. rivin suhteen.)

7) Jos matriisin A kaksi samansuuntaista rivid ovat samat, niin |A| = 0.

8) Olkoot A ja B n x n—matriiseja. Talloin |[AB|=|BA|=|A||B]|.

9) Jos A = (a;;) on diagonaalimatriisi, niin |A| = a11a22 - - - .

FEsimerkki 1.13. Olkoon

3 0 =2
A=16 -8 1
0 3 4

Madritetddn |A] kdyttamalld ominaisuutta 3).

1.6 Kaanteismatriisi

Olkoon A n x n—nelibmatriisi. Sellaista n x n—matriisia B, joka toteuttaa ehdon
AB = BA = I,, sanotaan matriisin A kiiénteismatriisiksi ja merkitiin B = A~1.

Kaikilla neliomatriiseilla ei ole kddnteismatriisia. Matriisi, jolla on kdédnteismat-
riisi, on sdannéllinen.

Lause 1.1. Matriisilla A on kddnteismatriisi olemassa jos ja vain jos det A # 0.

Huomautus. Kaanteismatriisi on yksikésitteinen.

12



Todistus. Jos By ja Bs ovat sellaisia matriiseja, etté

niin

Siis

ABl = BlA = In ja ABQ = BQA = In,
By = BiI, = B,(AB,) = (B1A)B, = I,B, = B.

By = Bs.

Huomautus. Jos AB = I, niin my6s BA = I,,.

1.6.1

Menetelmia kdanteismatriisin ratkaisemiseksi:

Ratkaistaan matriisin A kiénteismatriisi A™' = B yhtilostd AB = I,,.
(Siis B tuntematon matriisi.)
AB=1, <&
aip a2 QA1n bir iz bin ro. 0
Q21 QA2 Q2n ba1 a2 Gon | 0 1. 0
Ap1  Ap2 Apn, bnl bn2 bnn 00 ... 1

Kysymyksessd on n?:n tuntemattoman b;; ja n*n yhtélon ryhmé, joka on
vaikea ratkaista paitsi tapauksessa n = 2.

FEsimerkki 1.14. Olkoon
-1 6
A= )
(%)

Madritda A~! mikili se on olemassa.

Kéanteismatriisi kofaktorien ja determinantin avulla
Olkoon A n x n—matriisi, jolle det A # 0. Olkoon K seuraava matriisin A
kofaktorien A;; muodostama matriisi:

Al 1 A12 Aln
K — A'21 AQZ A2n
Anl An2 Ann

13



missd A;; = (—1)"|M,;| (alkion a;; kofaktori).
Télloin
-1 1 T

T det A ’

FEsimerkki 1.15. Maaritd matriisin

0o -2 -3
A= 1 3 3 kdanteismatriisi.
-1 -2 =2

3) Gaussin eliminoimismenetelma

Olkoon
ai; - Qi
A=
anl Ann nXn
Muodostetaan matriisi
a1; QA -t Q1 1 0 - 0
21 A929 - - QAon, 0O 1 - 0
(AlL)=
Ap1 Ap2 - Anpn 0 0 nxon

Té&ssé matriisissa voidaan
i) vaakarivi kertoa milld tahansa vakiolla,

ii) jokin vaakarivi lisétéa vakiolla kerrottuna toiseen vaakariviin,

iii) vaihtaa vaakarivit keskendén.

Niilla operaatioilla pyritddn muuttamaan matriisi ( A ‘ 1 ) muotoon
( I ‘ B ), jolloin matriisi B = A~

Esimerkk: 1.16. Maarita matriisin

0o -2 -3
A= 1 3 3 kaanteismatriisi.
-1 -2 =2

1.6.2 Kéiinteismatriisin ominaisuuksia:

Olkoon A n x n—matriisi, jolle det A # 0 eli A~! 3. Téllsin



1.7

w N =

)
)
)
)

4

(A1) =A
(A—l)T — (AT>—1 EI: (AT)—l — A—l
(AB)™' =B A7 jos B™' 3

1
det (A1) = o

Lineaarisen yhtidléryhmin matriisimuoto ja sen ratkaiseminen
Tarkastellaan yhtéloryhmaéé, jossa muuttujien lukuméérd on sama kuin
yhtéldiden lukumaara

.
a11c1 + apxe + ...+ a1, = C1

2171 + G222 + ... + A2y = Co

(1)

\anlxl + ApoTo + ...+ ATy = Cp

missé kertoimet a;; ja vakiot ¢; ovat tunnettuja. Tdma on n:n muuttujan
x1,...,x, vakiokertoiminen lineaarinen n:n yhtéaloén ryhmaé. (Siis muuttu-
jien lkm = yhtéloiden lkm.)

Yhtaloryhmé (1) voidaan esittdd matriisimuodossa:

aixp a2 Q1n X C1
ag1  a22 Q2p, X2 C2 ( 2)
an1 Gn2 nn nxn Ln nx1 Cn nx1
eli muodossa
A-X=0C. (3)

Jos kerroinmatriisilla A on kdéinteismatriisi, kerrotaan yhtélo (3) puolittain
vasemmalta kidnteismatriisilla A~! ja saadaan:

AV AX) = A0 &
(ATAHX =AC & ”
IX=A"C &
X =A"1C.

15



Lause 1.2. Jos matriisi A on sdinndéllinen eli A™' on olemassa (det A # 0),

niin yhtdloryhmdin (1) yksikdsitteinen ratkaisu on X = A7'C. (Yhtdiloryhmilli

yksikdsitteinen ratkaisu < A sddnndéllinen.)

Esimerkki 1.17. Ratkaise yhtaloryhma

—2y—3z=1
rT+3y+3z2=2

—r—2y—2z=1.

Lause 1.3. (Cramerin sdinto). Oletetaan, ettd yhtiloryhmdssa (1) onn tuntema-

tonta ja n yhtaloa sekd det A # 0 eli yhtdloryhmdlla on yksikdsitteinen ratkaisu

X=A7C.

Cramerin sdanto yhtdaloryhmdn ratkaisemiseksi ilman kddnteismatriisin A™' las-

kemista on seuraava:

1 Q12

1 |C2 ao9
il _
Al

Cp  Qp2

A1n
Aon
. )
Aon
11
1 |a21
. xn —_
’ |Al
an1

Esimerkk: 1.18. Ratkaise yhtéaloryhma

r+y—z2=2

a11

A1(n-1)
a2(n—1)

QAn(n—1)

r—2y+z=-9
dr +3y+22=1.

2) Tarkastellaan yhtaloryhméaa

(

a111 + 122 + ...+ ATy

a91T1 + A92X9 + ... 4+ GonTy,

&1
C2

&1
C2

Cn

:Cl

Co

a1z -0 Qip
Qg3 -+ Q2p

)
Apg -+ A2

\amlxl + e + ...+ Ty = Cpy

16



eli n:n muuttujan zq,...,x, ja m:n yhtalon ryhma, joka voidaan esittaa

matriisimuodossa
@13 A2 - Qip T C1
Q21 Q22 -+ A2p X2 C2
: = (6)
Am1 Gm2 - mn mxn Ln nx1 Em mx1
Matriisiesitys on talléin muotoa:
A-X=C, missd A= (aij)mxn- (7)

Tapauksessa m # n A~! ei ole olemassa ja det A ei ole olemassa, joten
menetelmit X = A7'C ja Cramer eiviit toimi. Samoin, jos m = n, mutta
|A| = 0, niin menetelmit X = A71C ja Cramer eivit toimi.

Lause 1.4 (Gaussin eliminoimismenetelmé). Gaussin eliminoimismenetelmdd
voidaan soveltaa myds tapauksissa, joissa kerroinmatriisilla A ei ole kddnteismat-
riisia, det A = 0, ja silloinkin, kun yhtdléryhmdn yhtdloiden ja tuntemattomien
muuttugien lukumddrd ei ole sama.

Menetelmd perustuu siihen, ettd yhtialoryhmddan (5) voidaan soveltaa seuraavia
alkeismuunnoksia sen ratkaisun muuttumatta

(a) yhtdldiden jarjestyksen vaihto

(b) yhden tai useamman yhtdlon kertominen vakiolla (# 0)

(¢) yhden tai useamman yhtdlon kerrannaisen lisadminen muihin yhtdldihin.

Yhtaloryhmdn asemasta tarkastelemme taydennettya kerroinmatriisia

11 Q2 - Qip | O

_ Q21 Q22 ~--- Q2 | C2
(A|C) - : : - : : ' <8)

Am1 Am2 - Amn | Cm

mx(n+1)

Nyt yhtdloryhmdn (5) alkeismuunnoksia (a), (b) ja (c) vastaa tiydennettyyn
kerroinmatriisiin (8) kohdistuvat muunnokset:

(a) vaakarivien jarjestyksen vaihto
(b) yhden tai useamman vaakarivin kertominen nollasta eroavalla vakiolla

(¢) wvaakarivin kertominen vakiolla ja sen lisidminen toiseen vaakariviin.
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Huomautus. Vain vaakarivimuunnoksia.

Néilld muunnoksilla matriisi (8) pyritdén saamaan muotoon

10 -0
01 0| _ _ _

X |=(I|AC)=(I|X), (9)
o0 --- 1

josta saadaan ratkaisu X. (Tapaus m = n ja yksikisitteinen ratkaisu.)

Tal muotoon

1 0
1 0
: B 1
00 - 0 : (10)

joka avataan takaisin yhtdloryhméksi. (Tapaukset m # n tai ei yksikésitteista
ratkaisua.)

FEsimerkki 1.19.

r+3y—z=1
rT—=2y+z=2
20 —y+2=3

FEsimerkki 1.20.
T+ 2y —2z=10

20 + 4y — 22 =20

rT+y+z2=06
Esimerkk: 1.21.

x4+ 2y —2=10

20 +4y —22=5

r+y+z==6
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1.8 Lineaarinen riippuvuus ja matriisin aste

1.8.1 Lineaarinen riippuvuus

Olkoot vy, v, . . ., Uy n—komponenttisia vektoreita (vaaka- tai pystyvektoreita).
Vektorit vy, v, . .., U, ovat lineaarisesti riippuvia, jos on olemassa sellaiset reaa-
liluvut ry, 79, ..., 7, jotka eivat kaikki ole nollia, etté

U1 + 719Uy + ... +Tm@m = 0.

Talloin jotkut vektorit voidaan esittdé toisten lineaarisena yhdisteena.
Jos ehdosta
U1 + 1oy + ... + Uy = (_)

seuraa, ettd r1 = ro = ... = r,, = 0, niin vektorit vy, vs, ..., v, ovat lineaarises-
ti riippumattomia. T&lloin mitddn vektoria ei voida esittda toisten lineaarisena
yhdisteena.

Esimerkk: 1.22. Tutki, ovatko seuraavat vektorit lineaarisesti riippumattomat.

a) (1,2,1), (0,1,2) ja (1,3,3)
b) (1,2) ja (2,0)

1.8.2 Matriisin aste

Matriisi A = (a;;)mxn on muodostunut m:sté vaakavektorista ja n:sté pystyvekto-
rista. Jokaisella matriisilla lineaarisesti riippumattomien vaakarivien lukumadara
on lineaarisesti riippumattomien pystyrivien lukumaéara. Tata lukuméaéariaa sano-
taan matriisin A asteeksi ja merkitddn r(A).

Tietysti 1 < r(A) < min(m,n).

Esimerkki 1.23. M&aaritd matriisin A aste, kun

1 4
a) A=15 3
1 2
1 3
by A=[3 9
2 6
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Matriisin A = (@;;)mxn alimatriisi on matriisi, joka saadaan poistamalla matrii-
sista A nolla tai useampia pysty- ja/tai vaakariveja.

Lause 1.5. Olkoon A matriisi ja m suurin sellainen kokonaisluku, ettd matriisilla
A on olemassa m x m—alimatriisi, jonka determinantti # 0. Talloin r(A) = m.

Esimerkki 1.24. (Toisella tavalla.) Maéritd matriisin A aste, kun

1 4
a) A= |5 3
1 2
1 3
by A= |3 9
2 6
1 21
)A=[01 2
1 3 3

1.8.3 Matriisin asteen ominaisuudet

Olkoot A ja B n x n—matriiseja.
1) Diagonaalimatriisin aste = matriisin nollasta eridvien alkioiden lukumé&a-
réa. (Miksi?)
Erityisesti r([,) = n.
2) r(A) = r(AT).
3) 7(AB) < min{r(A),r(B)}.

Lause 1.6. 7(A,x,) = n jos ja vain jos A on sddnndllinen eli det A # 0 eli
At 4

Siis A on sddnnollinen jos ja vain jos sen kaikki pystyrivit (vast. vaakarivit) ovat
lineaarisesti riippumattomat.
Matriisissa voidaan sen astetta muuttamatta:

a) Vaihtaa samansuuntaisten rivien jarjestysta.

b) Kertoa miké tahansa vaaka- tai pystyrivi nollasta eroavalla vakiolla.

c) Lisdtd mihin tahansa riviin jokin toinen samansuuntainen rivi vakiolla
kerrottuna.

20



Tavoite: Ylakolmio/alakolmiomatriisin aste on helppo laskea Lauseen 1.5 menet-
telylla.

FEsimerkki 1.25. Maarai matriisin

-1 2 6

A= 4 L5 2 aste.
-3 -8 6 9
-5 —4 1 =3

1.9 Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Matriisien sovelluksissa joudutaan joskus tilanteeseen, jossa on ratkaistava n x n—
matriisia A koskeva yht&lo

AanXnXl = )\Xa (11)
missi X = (z1,...,2,)7 ja A € R ovat tuntemattomia.

20+ 3y + 5z = Az
Esimerkiksi r +2y+22=>\y ,2,y, %z ja )\ tuntemattomia.
r +3y+3z2= XAz

Yhtils (11) pétee aina, kun X = 0.

Jos on olemassa nollavektorista eroava vektori X € R" ja reaaliluku A, joille
AX = AX, niin luku A\ on matriisin A ominaisarvo ja X on ominaisarvoa \
vastaava ominaisvektori X # 0.

Huomautus. Olkoon X matriisin A ominaisvektori ja A vastaava ominaisarvo. Jos
a # 0, niin my6s aX on matriisin A ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori.

Todistus.

A(aX) = (Aa)X = (aA)X = a(AX) = a)X = \aX)
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1.9.1 Ominaisarvojen maaraaminen

Tarkastellaan yhtaloa (11)

Talld yhtélolla on yksikdsitteinen ratkaisu, kun (A — AI) on sédénnoéllinen, eli
|A— M| #0eli (A—A)~! on olemassa. Tamé ratkaisu on

X=(A-X)""-0=0.
Siten ratkaisu X = 0 on yksikiisitteinen (eli ainoa) ratkaisu, kun (A — AI) on
sddnnollinen, eli |A — M| # 0.

Téten yhtalslld (A— M) X = 0 on (ei-triviaali) ratkaisu X # 0 tésmiilleen silloin,
kun A— A7 ei ole sddnnollinen eli tdsmaélleen silloin, kun det (A — \I) = |[A—\I| =
0.

Siten matriisin A ominaisarvot saadaan yhtéloén |A — AI,,| = 0 reaalijuurina.

Lauseke |A—AI| on A:n suhteen astetta n oleva polynomi. Sitd sanotaan matriisin
A karakteristiseksi polynomiksi ja yhtéloa |A — AI| = 0 matriisin A karakteristi-
seksi yhtaloksi.

Huomautus. Karakteristisen polynomin nollakohdat eivat vilttaméatta ole reaali-
sia (siis eiviit ominaisarvoja) ja jokin nollakohta voi olla moninkertainen.

Esimerkki 1.26. Maaritd matriisin

A= 103 ominaisarvot
~\3 2 ‘
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1.9.2  Ominaisarvojen ominaisuuksia

Olkoon matriisin A karakteristisen yhtalon |A — AI| = 0 juuret Ay, ..., A, (kaikki
eivéat ehkd eri lukuja eivitkd reaalisia). Talloin

Mg Aze oA =[] = Al =det A
=1

)\1—1—)\2+)\3+...+)\n:Z)\i:a11+a22+...+ann:Za,~,~.
=1

i=1
Summa a1y + ags + . . . + Gy, on matriisin A jalki, merkitdén tr(A).

Huomautus. Ala- ja ylakolmiomatriisin ominaisarvot ovat péaalévistajan alkiot.

1.9.3 Ominaisvektoreiden maarittaminen

Olkoon A matriisin A = (a;;)nx» ominaisarvo. Ominaisarvoon A liittyvét ominais-
vektorit saadaan yhtilén (A — A1,,) X = 0 ratkaisuna X, missi X # 0.

Esimerkk: 1.27. Maarita matriisin

1 =2
A—
-2 1
ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Pystyvektorien
T Y1
X=1: ja Y =
T Yn

pistetulo on X - Y = x1y1 + Toys + ... + Toln.

Vastaavasti vaakavektorien

X:(Il)"'axn) ja‘ Y:(yh""yn)

pistetulo on X - Y = 2191 + Toys + ... + ToYn.

Pystyvektorit
1 Y1

s
Il
$.
~
I

Tn Yn
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ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ortogonaaliset, jos

XTY =0 eli XY =x1p1+22ys+ ...+ x0y, =0.

Vastaavasti vaakavektorit X = (x1,...,2,)ja Y = (y1,...,yn) ovat ortogonaali-

set, jos X - Y =0eli XYT =0.

Huomautus. Symmetrisen matriisin A eri ominaisarvoihin liittyvéit ominaisvek-
torit ovat ortogonaaliset. Siis jos X; on symmetrisen matriisin A ominaisarvoon
A; liittyva ominaisvektori ja A\; # Ay, niin X; - Xy = 0.

1.10 Optimointi ja matriisit
Olkoon y = f(X) = f(x1,...,7,), eli f on n:n muuttujan funktio.
Funktion f gradientti V f(X) pisteessi X on
VX)) = (A(X), f(X), . fulX)),
missd f; on funktion f osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen.

Hessin matriisi muodostetaan seuraavasti:

fiu fizoo fin
Jar fa2 o0 fon o o [(0f
H=f,= f Lo , issd f”:@_xj(axl)
fnl fn2 fnn nxn
91()?)
_ 92(X) e : :
Olkoon g(X) = ‘ , missd X = (xy,...,2,) (vektoriarvoinen n:n muut-
gm(X)
tujan funktio).
Jacobin matriisi
9 991 O¢
oxr,  0xo oz,
o |22 9 . Do
=L — | Ox; Ox ox,
J X : 1 : 2 ) |
9m  Ogm O9m
Ox;  0xy 0%n ) osn
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Esimerkki 1.28. Olkoon f(X) = f(z,y, 2) = 3zy +yz+ 5z, mairdi Vf(X) ja H.
. . s = ) 2 2 3 8,f
Esimerkki 1.29. f(X) = f(z,y,2) = (22 + vy, 22* + 2* 4 y, 82%). Madraa Ba

Olkoon

a1 - Qip

Ap1  *++ Gpp nXn

Matriisi A on positiividefiniitti, jos sen alideterminantit

11 a1z 413

a1l a2
) }As‘: a1 Qg2 A23|, ---
Q21 A2

‘A1‘ = @11, |A2| =

as31 @32 0433
‘An| = ‘A‘ ovat kaikki positiivia.
Vastaavasti matriisi A on negatiividefiniitti, jos

|Ai| <0, |4 >0, [|43]<0,
eli  (=1)4;]>0.

1.10.1 Normaalit aériarvot (ei sidotut)

Minimoi/maksimoi f(z1,...,z,), missd f on derivoituva funktio, n > 2.

1° Adriarvon mahdollinen olemassaolo: (KRP)

Lause 1.7. Jos funktio f(X) = f(x1,...,3,) on derivoituva pisteessi Xo, niin
piste Xo on funktion f(X) mahdollinen paikallinen ddriarvokohta jos ja vain jos
Xy on kriittinen piste eli

gf (Xo) =0 Vi (osittaisderivaatat = 0)
T
eli

(

le =0

facz =0

fxn =0

\

eli gradientti V f(Xo) = 0.
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2° Aériarvon olemassaolo ja laatu:

Lause 1.8. Olkoon loydetty kriittinen piste Xo ja H(Xo) funktion f(X) Hessin
matriisi kriittisessd pisteessi Xo. Talloin

1) Kriittinen piste X, on funktion f(X) paikallinen maksimikohta, jos funk-
tion Hessin matriisin alideterminantit

(—=1)"|Hy(Xo)| >0, kaikillai =1,...,n (H negatiividefiniitti).

2) Kriittinen piste X, on funktion f(X) paikallinen minimikohta, jos funktion
Hessin matriisin alideterminantit

|H;(Xo)| >0, kaikillai=1,...,n (H positiividefiniitti).
3) Kriittinen piste Xj ei ole paikallinen #iriarvokohta, jos
|H;(Xo)| #0, kaikillai=1,...,n

mutta 1) tai 2) ei toteudu

4) Jos |Hi(Xo)| = 0, jollakin ¢ = 1,...,n = Testi ei kerro mitiiin, joten
tutki tarkemmin.

Esimerkki 1.30. Etsi paikalliset dériarvot funktiolle f(x,y) = 2%y +v° — .

1.10.2 Sidotut aariarvot

Kahden muuttujan ja yhden yhtalorajoitteen tapaus

Adriarvot funktiolle f(z,y) ehdolla g(x,y) = 0.

Muodostetaan Lagrange—funktio

1° Adriarvon mahdollinen olemassaolo: (KRP)

L,=f.—Xg.=0 L,=0
Ly=f,—Agy=0 i {L,=0
Ly=g(xz,y) =0 Ly=0
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2° Aériarvon olemassaolo ja laatu:

Lasketaan laajennetun Hessin matriisin H determinantti

) 0 9= gy
Gy Lyz Ly

ja sen arvo kriittisessa pisteessa.

KRP on sidottu paikallinen maksimikohta, jos |H| > 0. KRP on sidottu paikalli-
nen minimikohta, jos |H| < 0. Jos |H| = 0, tutki tarkemmin.

Esimerkki 1.31. Etsi dériarvot funktiolle f(z,y) = 5z? + 6y*> — zy ehdolla
T+ 2y = 24.

n:n muuttujan ja m:n yhtdlorajoitteen tapaus, missa m <n

Maksimoi (vast. minimoi) funktio f(zy,...,z,) ehdoilla g;(z1,...,z,) = 0, missi
1=1,...,m.

Lagrange—funktio:
L(xy, .o @y A1y ey Aim) = f(T1, .., 20) — Z)\jgj(xl, ey X)),
j=1

missa Aj:t ovat Lagrange-kertoimia.
1° Aidriarvon mahdollinen olemassaolo: (KRP)

{g;,:o , {in:o kaikillai=1,...,n
¢ 0 eli

gTL]- g; =0  kaikilla j =1,...,m.

Niin saadaan mahdollinen paikallinen ddriarvokohta X,.

2° Aériarvon olemassaolo ja laatu:

Maéritelldsn laajennettu Hessin matriisi H

I7 (_)me men
(JT Hyn

nxm

) (n+m)x(n+m)
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eli

e 91 ...  9u
0 0 ox1 Oxn
e 9m .. Ogm
_ 0 0 Ox1 Oxn,
H =
91 .. 9gm
ox1 ox1 Ldfll‘l e Lxlxn
90 ... Ogm | [ v L
Ozn Oy, Enil Tnn (m+n)x(m+n)

Laajennetun Hessin matriisin tarvittavat alideterminantit |H;| ovat

o 91 .. Oq
0 0 ox1 ox;
e Ogm .. Ogm
_ 0 0 Oz Ox;
‘Hz(X(J)’ = )
dg1 .. Ogm
0x1 o1 mel T mei
g1 .. Ogm
Ox; Ox; infl U Léﬂz%
missa i =m+1,...,n.

Eli |H;| on "vasemmasta ylikulmasta” i:nteen muuttujaan asti otettu alidetermi-
nantti. Siis nollamatriisin lisdksi otetaan mukaan i kappaletta pysty- ja vaakari-
veja.
Nyt dériarvon laatu mahdollisessa paikallisessa dériarvokohdassa X, maariytyy
seuraavasti:
1) Jos (—1)!|H;| > 0, kaikilla i = m + 1,...,n, niin KRP on paikallinen
sidottu maksimikohta.
2) Jos (—1)™|H;| > 0, kaikilla i = m + 1,...,n, niin KRP on paikallinen
sidottu minimikohta.

3) Jos kumpikaan ei toteudu, testi ei kerro mitdén, joten tutki tarkemmin.

Esimerkki 1.32. Méaritd funktion f(z,y,2) = —2? — 7Ty — 102 — 3 paikalliset
aariarvot ehdoilla z +y+ 2z =0jaxr + 2y + 32 = 0.
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Lagrangen kertoimen tulkinta

Tehtava alunperin muotoa:
Maximoi/minimoi funktio f(X) ehdoilla g;(X) = b;, missi
X =(r1,...,2)jaj=1,....,m.

Voidaan osoittaa, ettd optimikohdassa X

LX)

;= )
ob;

Eli kerroin A; osoittaa kuinka paljon optimiarvo muuttuu, jos alkuperéisen teh-

tavan rajoitetta g; muutetaan.

Eli jos rajoitteessa oleva vakio b; muuttuu yhden yksikon, niin optimiarvo muut-
tuu A; yksikkod.

Usein b; kuvaa jonkin resurssin méérda (tyot, luonnonvarat), jolloin \; ilmoittaa
resurssin varjohinnan. Eli paljonko kannattaa maksaa, jos saa yhden yksikon lisaa
resurssia?’

Esimerkki 1.33. Anna arvio funktion f(x,y) = 5z + 6y* — ry dériarvoille ehdolla
T+ 2y = 25.

Esimerkki 1.34. Anna arvio funktion f(x,y) = 5z + 6y* — ry dériarvoille ehdolla
T+ 2y = 23.

Huomautus. Ehtojen kertoimien on oltava positiivisia ja L = f — > \;g;.

n:n muuttujan ja yhden epdyhtéalorajoitteen tapaus

Adriarvot funktiolle f(zy,...,x,) ehdolla g(x1,...,z,) <O0.

Menetelma on seuraava:

1) Aédriarvotetaan funktio f(zy,...,,) ilman epdyhtéilsehtoa
g(xy,...,z,) <0.
Mahdollinen paikallinen #iriarvokohta X, 16ytyy siis funktion f(X) osit-
taisderivaattojen nollakohtana.
Suoritetaan normaali laatutarkastelu kriittiselle pisteelle X, Hessin mat-
riisin avulla.
Jos kriittinen piste toteuttaa ehdon g(zi,...,x,) < 0, niin se on myds
epayhtaloehdon mukainen sidottu paikallinen dériarvokohta.
(Adriarvokohta 16ytyy siis ehtoalueen sisilté, g(zy,...,x,) < 0.)
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2)

3)

Tarkastellaan epéyhtélorajoitteen g(z1, ..., x,) < 0sijaan yhtalorajoitetta
g(xy, ..., x,) = 0.
Ratkaistaan kuten normaali sidottu dédriarvotehtéva, missa Lagrange-funk-
tio on nyt muotoa

L(zy,...,x0N) = fx1, ... x0) — Mgz, ... ).

Olkoon ratkaisuna saatu kriittinen piste Xj.

Suoritetaan Lagrangen mukainen laatutarkastelu kriittiselle pisteelle X
laajennetun Hessin matriisin avulla.

(Adriarvokohta 16ytyy siis ehtoalueen reunalta, g(x1,...,x,) = 0.)

Kohtiin 1) ja 2) perustuva péattely.

Esimerkki 1.35. Maksimoi/minimoi f(z,y) = 5z*+ 6y* — zy ehdolla z + 2y < 24.

Esimerkki 1.36. Maksimoi/minimoi f(z,y) = 5z%+ 6y* — zy ehdolla z + 2y > 24.

n:n muuttujan ja yhden epdyhtéilorajoitteen tapaus

(Lambda—péattely)

Aédriarvot funktiolle f(zy,...,x,) ehdolla g(x1,...,z,) <O0.

Menetelmé on seuraava:

1)

Oletetaan epéyhtélorajoitteen sijaan yhtélorajoite g(z1, ..., x,) = 0.
Ratkaistaan kuten normaali sidottu dédriarvotehtéva, missa Lagrange-funk-
tio on nyt muotoa

L(zy,...,z0A) = fxg, ... x0) — Ag(xq, ..., xp).

Olkoon ratkaisuna saatu kriittinen piste Xy ja A = ). (Tarkista, etti
1ydetty KRP toteuttaa alkuperéisen ehdon.)

Jos saatu Ay > 0, niin X, on funktion f(z1,...,,) mahdollinen sidottu
ddriarvokohta ehdolla g(xy,...,2z,) < 0. Laatu médrdytyy laajennetun
Hessin matriisin avulla.

Jos saatu \g < 0, niin funktion f(xy,...,z,) sidottu ddriarvokohta eh-
dolla g(xy,...,x,) < 0 saadaan funktion normaalista &&riarvokohdasta
eli funktion osittaisderivaattojen nollakohdasta. Samoin &ériarvon laatu
Hessin matriisin avulla.

Esimerkki 1.37. Maksimoi/minimoi f(z,y, z) = xy + xz + yz ehdolla zyz > 125.
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n:n muuttujan ja yhden epdyhtalorajoitteen tapaus

(Kuhn-Tuckerin—menetelmi)

Olkoon  f(xy,29,...,2y) n:n muuttujan funktio epayhtéalorajoitteella
g(x1,29,...,2,) < 0. Piste * = (27,23, ...,2}) on funktion f paikallinen mak-
simikohta vain, jos on olemassa ei-negatiivinen luku A\ siten, ettd A ja piste
(xf, 25, ..., 2) toteuttavat Kuhn-Tuckerin ehdot:
0 0
h=9r 399 g visi0

Ag(z1, 29, ..., Ty) =0
g(l‘hx%”'al‘n) S 0

Namé ehdot ovat riittavét, jos funktio f(xi,xs,...,z,) on ylospdin kupera ja
g(x1,29,...,x,) on alaspdin kupera. Koska funktion f(xi,zs,...,x,) maksimi-
kohta on funktion —f(z1,xs,...,2,) minimikohta, niin tulos on kiytettéavissa
myo0s silloin, kun alaspéin kupera funktio minimoidaan alaspéin kuperan ehto-
joukon yli.

Huomautus. Funktio f(xy,zs,...,x,) on alaspéin kupera alueessa, jos mitka ta-
hansa kaksi pistetta (Z1,Zs,...,Z,) ja (Z1,Te,...,T,) toteuttavat epayhtiloeh-
don

Fl =& +tz1, .. (1= 8)Fn + tT,]
< (A =t)f(Z1, T2y, Tp) +Lf(T1, T2y .o, Tp)-
Funktio on aidosti alaspéin kupera, jos < voidaan korvata merkilld < ; funktio

on ylospain kupera, jos < voidaan korvata merkilla >, ja aidosti ylospéain
kupera, jos < voidaan korvata merkilla > .

1.11 Panos-tuotos—malli

Tunnetaan erds panos-tuotos—taulu:

Tyl Tig T3 - Tin | Yi
T1 | 11 T12 13 ... Tin | Y1
To | T21 T2 T23 ... Ton | Y2
T3 | 31 T332 X33 ... T3n | Y2
Ty, Tnl Tn2 Tn3 cee Tnn Yn
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Vaakarivilla toimialan 7 kokonaistuotannon z; kiytto valituotteina x;; toimialoilla
7 ja lopputuotteena v;.

Muodostetaan malli, joka kertoo yleisesti lopputuotteiden kysynnin perusteella
toimialojen kokonaistuotannon.

Mallin muodostaminen tapahtuu vaakarivien perusteella:
n
T = Z x;j +v; , missé n on toimialojen lukumaaré. (12)
j=1

Mallin kiinteédt kertoimet lasketaan erdastd tunnetusta panos-tuotos—taulusta
seuraavasti:

Qaij = x—” < Tj = QT , 1Nissa 0< Qij < 1. (13)
J

Panoskerroin a;; ilmaisee kuinka paljon toimialalla j tarvitaan toimialan 7 tuo-
tantoa yhden tuoteyksikon tuottamiseen.

Sijoittamalla yht&lo (13) yhtdloon (12) saadaan:

n
xi:E a;jry +y;, missai=1,...,n.
j=1

Eli

p
Ty = a1 + aj9xg + ...+ a2, + Y1,

Ty = G21%1 + G22%2 + ... + A2y Ty, + Yo ,

\xn = Up1T1 + Ap2T2 + ... + QupTy + Yn -

Yleinen muoto:

X = kokonaistuotanto
X =AX+Y , missi Y = loppukysyntd
A = nk. teknillinen matriisi

El
X1 aiy Q12 0 Qp T n
X2 Q21 Q22 -+ QA2p ) Y2
= +
Ln nx1 an1 Gn2 - nn nxn Ln nx1 Yn nx1
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Téstd saadaan ratkaistua toimialojen tuotannot x;, kun tunnetaan kertoimet a;;
ja lopputuotteiden kysynnét y;, eli tiedetdan halutut lopputuoteméaarat ja suhde
kuinka paljon toimiala tarvitsee toisten toimialojen tuotantoa valituotteina. Siis

X=AX+Y
X - AX =Y
IX —AX =Y

(I-AX =Y |I-A)"
X=(I—-A)"Y

te ot

Niin johdettu yht#ls X = (I — A)~'Y on panos-tuotos-malli, joka ilmaisee
toimialojen kokonaistuotannon riippuvuuden lopputuotteiden kysynnésta. Kaan-
teismatriisi (/ — A)~' on Leontief:n kddnteismatriisi. Merkitddn sen alkioita b;;:

T bii biz -+ by n
1) bar bay -+ Doy Yo
Tn nxl1 bnl an T bnn nxn yn nx1

Siis €T, = b¢1y1 -+ bizyg + ...+ binyn-

Leontief:n kddnteismatriisi ilmaisee toimialojen kokonaistuotannon ja lopputuot-
teiden kysynnan valisen riippuvuuden. Eli alkio b;; ilmaisee, kuinka paljon tuo-
tantoa tarvitaan toimialalla i, jotta toimialalla j voitaisiin tuottaa yksi loppu-
tuoteyksikko.

Esimerkk: 1.38. Kahden teollisuudenalan tuotantoa kuvaa seuraava taulukko.
Muodosta sen avulla panos-tuotos—malli. (luvut milj. euroa)
kokonais- valikiaytto  loppu-
tuotanto A B kysynta
tuottaja A 600 150 240 210
B 480 200 120 160

1.12 Derivointi vektorimuodossa

Adriarvotehtéivissd joudutaan joskus derivoimaan lausekkeita, jotka siséltivit
matriiseja ja vektoreita.
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1.12.1 Lineaarisen vektorin derivointi

Funktio f : R™ = R on lineaarinen, jos se on muotoa

F(X) = fz1,22,...,Tn) = @121 + a222 + ... + ATy,

missé a; € R vakioita.

Asettamalla
T aq
_ x a
X = _2 ja a= :
Tn, ap,
funktio f saadaan muotoon
X1 (431
fX)=a"X=(ay,...,a,) | : | =XTa=(z1,...,2,)
wn a’n
Osittaisderivoimalla funktiota f saadaan
of 0a'X of o0a'X of 0a"X
— = =a — = =as, ... — =
8x1 8x1 b 81’2 8x2 2 ’ 8xn 8xn

Osittaisderivaatoista voidaan muokata vektori

dal'xX
of oaTxX Oy “
—_— = — = = : =a.
0X 0X 9aT % .
oz,
Samoin _
0X"a
0XTa Oy “
— = . = . - d .
0X _ :
oXTa Qn,
oz,
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Esimerkki 1.39. Jos

2 T
—1 _

a= ja X = = ,
3 T3
5 Ty

niin f(X) = _TX = 21’1 — X9 + 31’3 + 5$4 ja

2
oa’ X da’X oa’ X oa’ X o oatX —1 _
=2, =—-1, =3, =5, eli — = =a.
0xy 0xo 03 0y 0X 3
5

1.12.2 Vektoriarvoisen funktion derivointi

Funktio F' : R™ = R" on m: muuttujan vektoriarvoinen funktio. Funktion
arvot ovat n-komponenttisia pystyvektoreita, joiden jokainen komponentti on m:n
muuttujan reaaliarvoinen funktio.

f1<.l’1, Ce ,ZEm>
F= :
fn(xlu s 7xm)
Kukin f; voidaan derivoida jokaisen muuttujan z; suhteen
oh 0k Ok
8}_7’ B (9961 6.771 ‘ 81’1 B JT
X : : " : =J.
oh Of  Of
0y, Oy, ITm/ mxn

FEsimerkki 1.40. Olkoon

_ _ 22 + 22 — 23573
F(X)=F = ! 2 .
(X) (w1, 22, 5) <4x1x§ — 13 + Srow’

Talloin
2:6'1 41’%
219 — 213 —2x + 5x§

—2ZL‘2 81’11’3 + 101‘21’3

oF _
oxX

3x2
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1.12.3 Kvadraattisenmuodon derivointi

Olkoon A symmetrinen n x n—matriisi ja X = (11, 29,...,1,)T . Lauseke
app 0 Qip T
XTAX = (wy,ccma) | 0 0 ] = fX)
L4275 N ¢ 7F) Ty

on kvadraattinen muoto.

Ottamalla osittaisderivaatat muuttujien z1, x> ..., z, suhteen, saadaan
5 - (XTAX) )
—( XT A X) = : =2AX
0X 0 o Ao
E(X TAX)

Tai
O xmax) = (Lxrax), L(xmax) 9 (x7A%)) = 2X74A
0X 1 " Oy T Oy, '

FEsimerkki 1.41. Olkoon

T 3 1 =2
X = | T2 ja A= 1 0 3
T3 -2 3 2
Talloin
1 -2 X1
XTAX = (z1,20,23) [ 1 0 3 To
-2 3 2 I3
I
= (31’1 + 2o — 2.733, Ty + 3I3, —2$1 + 31’2 + 2.I3) i)
T3
= 395% + xox1 — 22371 + 1T + 3T3Ty — 27123 + 3Tox3 + 23:'%
= 322 + 22129 — 42125 + 62973 + 2([% = f(X).
Siten

0 op . o 0 op . o
— XTAX =621 + 229 —4dxs, —XTAX =22, + 6ay
8.731 ax2
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0

ja  —XTAX = —4x; + 624 + 4us.
8333
Siis
9 . ~ 633'1 —+ 2.1'2 — 4.]73 31'1 + X9 — 233'3
a_XXTAX = 22(31 + 6$3 =2 Ty + 3373
—4[)31 + 6%2 + 41‘3 —2ZL’1 + 31‘2 + 21‘3

3 1 -2 I
=211 0 3 Ty | =24X .
-2 3 2 T3

1.12.4 Bilineaarinen derivointi

Olkoon
X1 21
X = . 7=
‘,'Um Zn
ja B m X n—matriisi.
Lauseke
by - bip 21
X'BZ = (xy,...,00) | + . | = (X, 2)
bml e bmn Zn
on bilineaarimuoto.
Talloin
5 = (X"BZ) )
ﬁ(XTBZ) = : =BZ
8§m (XTBZ)
5 %(XTBZ) )
ja ﬁ(XTBZ) = : =BT'X.
= (XTBZ)
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Esimerkki 1.42. Olkoon

I 2 2
3 2 4 2

Talloin
2 2
XTBZ: (.1'1,1’2,1'3) 3 3
2 4

= (21‘1 + 329 4 223,221 4 329 + 4%3) (Zl)
22

= 22121 + 3702, + 2321 + 27129 + 3702 + dw32e = f(X, 7).

Nyt
0  —p_ = O .. _
—(XT"BZ) =22 +22, —(X"BZ)=232 +32
8:1:1 Lo
ja i()_(TBZ) = 221 + 4z
J B3 = 221 2.
Eli
a 221 + 22’2 2 2
_ — Z —
a—X(XTBZ) =|3214+3% | =13 3 (;) = BZ.
221 + 4z 2 4) 7
Edelleen
0 or 5 ] O o5
—(X"BZ) =21+ 322+ 223 ja — (X BZ)=2x1+ 3wy +4x3.
(921 82;2
Siis
T
I 2 2 T
8 = = 2[L‘1—|—3£L'2+21'3 2 3 2
—(XT'BZ) = = =(3 3
57" ) (2951 + 325 + 4y 2 3 4)|™ 2
XT3 2 4 I3



1.13 Matriisien sovellutus regressioanalyysissa

Usean muuttujan Pienimmén nelibGsumman-regressioanalyysissé ajatellaan, ettd
(selitettavd) muuttuja y riippuu (selittavistd) muuttujista z, xs, ...,z ja hai-
rictekijasta v yhtalon

y =B+ fix1 + Boxa ...+ Brar +u

mukaisesti.
Vakioita By, 01, . .., Ok €l tunneta ja kiytettavisséd on n:n kappaleen otos muuttu-
jan y ja muuttujien x1, o, ...,z arvoja. Siis n kpl y:n arvoja ja niitd vastaavat

z;:n arvot ovat tiedossa:

Vi = Bo + Bixii + Boxai .o+ BrTi +ui, 1 =1,2,... 0. (14)

Tehtévana on 16ytaé estimaatit (arviot) vakioille Sy, 51, .. ., Ok eli 16ytdéd (paras)
lineaarinen funktio, jonka kautta y riippuu muuttujista x;. Merkitaén:

(7 1 211 21 - Bo Uy
_ Y2 1 219 o0 -+ T _ B . Us
Y=| |, X=]|. . . ) B=1 . Ja u=| |

Yn 1 Tin Top - Lkn nxk-+1 6]{5 Unp,

Yhtéloryhmé (14) saadaan nyt matriisimuotoon

Y =X3+1u. (15)

Vakioiden [y, f1, ..., 0 estimaattien 10ytdmiseksi kiytetddn ns. pienimman ne-
liGsumman menetelmaéa.

Merkitéin vektorin 3 estimaattia

Talloin

=~
I
<
=
+
ol
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missi € = Y — X3 = (e, e9,...,e,)T on n:n ns. jidnndstermin muodostama
pystyvektori.
Siis

€ =Y — (Bo+31$1i+...+5k$kz‘)~

Pienimman nelidsumman menetelméssia summa

n

Y el =ce

i=1
minimoidaan. (Virheen minimointi.)
Siis etsitddn [, jolla virhe minimoituu.

Nyt

3

YT = (XB)") - (Y — XPB)
= (V"= 3"X")- (Y - XB)
=YY —YTX3 - BTXTY + BTXTX}.

Vektorin 3 méadrittimiseksi etsitdin lausekkeen &7 € pienin arvo kuten normaalissa
aariarvotehtavassa.

Etsitdan ensin KRP derivoimalla lauseke tuntemattoman B suhteen ja asettamal-
la se nollaksi:

) _ _ R
a—B(éTé) = XTIy - X7y 4 2XTX}3
= 2XTY 4 2XTX[3 =0

e XT'x3=X"Y &
B=(XTX)"'XTy |
mikali X7 X sdannollinen.

Jotta voidaan osoittaa, ettd = (XTX) 2 XTY on minimiratkaisu, on tutkittava

toista derivaattaa
0%e’e

032

- a%(_QXTY +2XTXp) =2XTX .
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Jos matriisi X7 X on positiividefiniitti, niin kyseessi on minimiratkaisu.

Kiytinnon tilanteissa X7 X on aina positiividefiniitti.

Esimerkki 1.43. Estimoi yhtalon y = B+ 121 kertoimia § pienimmén neliGsum-
man menetelméalld, kun havaintoaineisto on seuraava:

Yy1=">9 1 = —1
Y2 =3 12 =0
Yys = —2 T3 =1
Ys =38 Ty = —2

1.14 Lineaarinen optimointi

Maksimoitaessa voittoa tal minimoitaessa kustannuksia tulee usein eteen resurs-
sien rajallisuus.

Tehtdvi. Maksimoi/minimoi kohdefunktio
z = f(x1,29,...,2,) = 121 + T2 + ... + cpxy + ¢ (Lineaarinen!!!)
rajoitteilla

( . .
aj1ry + a12x2 + ... + ajpr, > by (Lineaariset!!!)

211 + A22%2 + . .. + ATy < by

amlml+am2$2+---+amnxn S bm
\l’jZO 4 jzl,,n

1.14.1 Geometrinen ratkaisu

Kahden pdamuuttujan tapaus:
Max/min f(z1,%2) = 121 + caxe + ¢o rajoitteilla

4
a1171 + a1are > by

a2171 + a22%2 < by

A1 T1 + Aoy < by,

(1,72 > 0, ei pakollinen.
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Muodostetaan ratkaisumonikulmio eli etsitdan ehtoalue, jossa rajoitteet toteutu-
vat.

Lause 1.9. Jos ratkaisumonikulmio on suljettu, niin optimointitehtdvin yksikd-
sitteinen ratkaisu loytyy ratkaisumonikulmion kdryista. Jos ratkaisuja on useita,
niun ainakin kaksi niista loytyy ratkaisumonikulmion karkipisteistd. Jos ratkaisu-
monikulmio on avoin alue, tutki tarkemmain.

Esimerkki 1.44. Max/min f(x1,x2) = 227 + 1025 rajoitteilla
21’1 + 9 S 6

51}1 -+ 41‘2 Z 20

1,202 0.

Huomautus. Ratkaisumonikulmio ei vilttamatta ole suljettu rajoitteilla. Esimer-
kiksi:

2I1+1‘2§6 2$1+ZEQZ6
Sx1 + dxy > 40 51 + 4xy > 40

Esimerkki 1.45. Min/max f(x,y) = 2z + 10y rajoitteilla

20 +9y > 6
ox + 4y > 20
z,y > 0.
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Esimerkki 1.46. Min/max f(x,y) = —2x + 10y rajoitteilla

20 +y > 6
ox + 4y > 20
z,y > 0.

1.14.2 Kantaratkaisu—menetelma

Tehtdvi. Maksimoi/minimoi kohdefunktio

z= f(x1,29,...,2,) = 171 + T2 + ... + Ty + o
rajoitteilla
(a11$1 + a19To + ...+ apx, < by
a91T1 + Q999 + ... + Qonxy, Z b2
Am1T1 + Q2% + ... + AmnTn S bm
\.CC]' 20 V]zl,,n
Rajoite-epéyhtélot muutetaan lisimuuttujien (x,41, ..., Tyim) avulla yhtaloiksi:

(
a111 —+ 122 4+ ...+ A1nTy + Ln+1 = bl

2171 + A22%2 + ... + A2 Ty — Tpyo = by

Am1T1 + Apmalo + . .. + GpnTp + Tppm = bm

lz; >0 Vi=1,....,n+m.

Kantaratkaisu on eo. yhtaloryhmén sellainen ratkaisu, jossa tuntemattomista
X1, ..., Tnim o0 n kappaletta nollia ja lisdksi positiivisuusehtoa ei huomioida.

Kantamuuttujat ovat ne m muuttujaa, joita ei aseteta nolliksi.

Hyvaksyttiva kantaratkaisu on kantaratkaisu, joka toteuttaa myo6s positiivisuus-
ehdon.

Optimaalinen kantaratkaisu on hyvéiksyttéva kantaratkaisu, joka antaa kohde-
funktion optimiarvon.
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Lause 1.10. Jos kohdefunktiolla on ddrellinen optimi, niin ainakin yksi optimaa-
linen ratkaisu loytyy hyvdiksyttivind kantaratkaisuna.

Optimointi:
1) haetaan kantaratkaisut
2

)
3) lasketaan funktion arvot kohdan 2) pisteissé
4)

valitaan hyvéksyttivat kantaratkaisut

valitaan néistd haettu optimiarvo.
Esimerkki: 1.47. Min/max f(x,z9) = 221 + 10z, rajoitteilla
21’1 + X2 < 6

51’1 + 41’2 Z 20

Ty, w02 0.

Huomautus. Kantaratkaisu—menetelma ei toimi avoimessa alueessa. Pienelléd va-
rovaisuudella kyllakin.

1.14.3 SIMPLEX-menetelmé
Tehtdvi. Maksimoi/minimoi kohdefunktio
z=f(X) =121+ cara + ... + Cpy,

rajoitteilla
(allazl + apoxy + ...+ apx, < by

a211 + a29T9 4+ ...+ A92p,Tn Z bg

Am1T1 + Q2% + ... + Qpnn S bm

\sz() VJ:L,TL

Rajoite-epéayhtalot muutetaan lisimuuttujien avulla yhtéloiksi:

Esimerkiksi rajat

{a11x1 + Q1222 + ... + A1, Ty S bl

a1 + G22%2 + ... + ATy > by

N 1121 + 19T + ... + A1 Ty + Tpa = by
2171 + A22%2 + ...+ ATy — Tpyo + Tpys = by .
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Lisdmuuttujat:

ZTni1 €l kohdefunktioon, kyllakin arvotaulukkoon.
Zn+3 kohdefuntioon ja arvotaulukkoon.

minimointi = Mz, ) o
M suuri positiivinen luku.

maksimointi = —Mx, 3,
ZTnao €l kohdefunktioon eikéd arvotaulukkoon lisimuuttujana.
Esimerkki 1.48. Minimoi z = f(xq,x2) = 221 + 10z5 rajoitteilla
21’1 + 9 S 6

51}1 -+ 41‘2 2 20

1,202 0.
Rajoite-epéayhtdlot muutetaan lisimuuttujien avulla yhtaloiksi:

201 +x2 + 23 =06
5r1 +4x9 — x4 + 25 = 20

X1,T2,T3, T4 2 0.

= minimoi z = f(x1,23) = 221 + 1029 + M x5 edelld olleilla rajoitteilla.

Muodostetaan arvotaulukko seuraavasti:

cj 2 10 0 0 M

c; lisimuuttujat arvot T T T3 T4 Ts
0 T3 6 2 1 1 0 0
M Ty 20 5 0o -1 1
2 20M S5M 4M 0 —-M M

ci — 2 2—5M 10—4M O M 0

J

(Kun 23 = 6 ja x5 = 20, niin 2y =29 =0 = z=20M)

zjn arvot saadaan laskemalla lisimuuttujien arvoiksi sarakkeen luvut ja kertoi-
miksi c3 ja cs.

c; — z;j edustaa lisdysta funktion arvoon, joka saavutetaan muuttujan j yhden
yksikon lisdyksella (ko. arvoista).
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Optimaalisuuden tarkistus:
Maksimointitehtavas:

Jos rivin ¢; — z; kaikki arvot ovat negatiivisia (< 0), niin tulosta ei voida parantaa
ja on loydetty maksimikohta.

Minimointitehtava.:

Jos rivin ¢; — z; kaikki arvot ovat positiivisia (> 0), niin tulosta ei voida parantaa
ja on siten loydetty minimikohta.

Nyt 2—-—5M <0 ja 10 —4M < 0 = ei minimikohta.
Korvaavan ja véistyvdn muuttujan valinta:

Suurin parannus eli tassa tapauksessa pienennys funktion arvoon saadaan muut-
tujan x; lisdyksesta

(2—=5M < 10 —4M, M suuri positiivinen luku)
= x1 korvaava muuttuja ja xi:n sarake optimisarake.

Jaetaan lisimuuttujien arvot vastaavilla optimisarakkeen arvoilla:

6 20
$3Z§:3 [L‘S;E:

4

Se, jolla on pienempi positiivinen arvo, valitaan véistyvaksi muuttujaksi.

= x3 vaistyva muuttuja

Muodostetaan uusi arvotaulu:

Korvaavan muuttujan z; rivi saadaan véistyvin muuttujan zs rivin alkioista ja-
kamalla ne optimisarakkeen z; muuttujan x3 arvolla.

¢ 2 10 0 0 M

c; lisimuuttujat arvot T, Ty T3 T4 Ts
2 1 3 1 % % 0 0
M Ts 20 4 0 -1 1
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Muut rivit:

uuden vanhan vanhan rivin vastaava
rivin | = | rivin | — [ alkio optimi- alkio korvaa-
alkio alkio sarakkeessa valla rivilla
¢ 2 10 0 0 M
c; lisamuuttujat  arvot Ty Ty T3 Ty Ts
2 1 3 1 % % 0 0
M x5 5 0 % —g -1 1
zj 6+5M 2 1+3M 1-2M -M M
cj — % 0 —3M -1+ gM M 0
Ei minimiratkaisu, silld 9 — %M < 0.
Nyt x5 on korvaava muuttuja ja zo:n sarake on optimisarake.
Liséksi 5 | 510
x1: 7=6 Ja z5: 5= 3
2 2
= x5 vaistyva muuttuja
Muodostetaan uusi arvotaulu:
cg 2 10 0 0 M
c; lisimuuttujat arvot T1 Xo T3 T4 Xp
2 ) 3 1 £ £ 0 0
10 5 2 2
10 T2 3 1 =5 -5 3
c; 2 10 0 0 M
c; lisimuuttujat arvot Ty X9 T3 T4 T
4 8 _ 4 1 1
2 1 3 10 % =3 3 B
2 B =36 2 10 2=-14 2=-6 L£=6
cj — % 0 0 14 6 M—6
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Tama on minimiratkaisu, silla 14 >0, 6 >0 ja M —6 > 0.

Siis minimiratkaisu on x; = % ja T = %, jolloin minimiarvo on 36.

Esimerkki 1.49. Maksimoi z = f(x1,22) = 227 + 1025 rajoitteilla
201 + 12 <6

5LU1 + 4ZE2 > 20

1,29 > 0.
Muutetaan epayhtalorajoitteet yhtaloiksi:

2$1+$2+I3:6
5[E1+4ZE2—1’4+ZL‘5:20

L1, T2,T3, T4 Z 0.

= maksimoi z = f(z1,%2) = 2x1 + 1025 — M x5 edelld olleilla rajoitteilla.

Muodostetaan arvotaulukko seuraavasti:

cj 2 10 0 0 —M
c;  lisimuuttujat  arvot 1 To T3 Ty Ts
0 T3 6 2 1 1 0 0
—M T 20 5 4 0 -1 1
Zj —20M —5M —4M 0 M -M
cj — % 2+5M 104+4M 0 —-M 0

(Kun 3 =6 ja x5 =20, niin z; =2 =0 = z=—20M)
Optimaalisuuden tarkistus:

Nyt 24+5M >0 ja 10+4M >0 = ei maksimikohta.
Korvaavan ja véistyvidn muuttujan valinta:

Suurin parannus funktion arvoon saadaan muuttujan z; lisdyksesta
(24+5M > 10+4M, M suuri positiivinen luku)

= x; korvaava muuttuja ja x,:n sarake optimisarake.

Jaetaan lisamuuttujien arvot vastaavilla optimisarakkeen arvoilla:

6 20

4
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Se, jolla on pienempi positiivinen arvo, valitaan véistyvaksi muuttujaksi.

= 3 vaistyva muuttuja

Muodostetaan uusi arvotaulu:

Korvaavan muuttujan z; rivi saadaan vaistyvan muuttujan x3 rivin alkioista ja-
kamalla ne optimisarakkeen x; muuttujan x3 arvolla.

¢ 2 10 0 0 —-M

¢; lisamuuttujat arvot Ty Ty T3 Ta 5
2 T 3 1 % % 0
—M Ts 20 5 4 0 -1 1
¢ 2 10 0 0 —M
c; lisamuuttujat  arvot Ty Ty T3 Ty 5
2 T 3 1 % % 0
—M Ts 5 0 % —g -1 1
zj 6—5M 2 1-32M 1+:M M -M

Ei maksimiratkaisu, silld 9 + %M > 0.

Nyt x5 on korvaava muuttuja ja xs:n sarake optimisarake.
Liséaksi

T =06 ja xj5:

ol
wlw] Ot

= x5 vaistyva muuttuja

Muodostetaan uusi arvotaulu:

c; lisimuuttujat arvot Ty Ty T3 X4 Ts

2 T 3 1 & 2 0 0
10 5 2 2

10 T2 3 L =5 -5 3
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¢; 2 10 0 0 -M
c; lisamuuttujat arvot Ty Ty T3 Ty 5
4 4 1 1
2 T 150 1 O §5 §2 —2§
2; 36 2 10 —-14 -6 6
Cj — Zj O O 14 6 —M — 6

Téamaé ei ole maksimiratkaisu, silla 14 > 0 ja 6 > 0. Koska 14 > 6, niin z3 on
korvaaja muuttuja ja x3:n sarake on optimisarake. Lisédksi

Ty =1 ja x9: = =-2

5

[SIENIPS

10
3
3

= 7 vaistyva muuttuja

Muodostetaan uusi arvotaulu:

¢ 2 10 O 0 -M
c; lisimuuttujat arvot Ty Ty T3 X4 Ts

0 3 1 50 1 1 -4
10 5 2 2

c; 2 10 O 0 —-M

c; lisimuuttujat arvot T1 X9 X3 Ta s
0 3 1 50 1 4 —1
10 2 21 0 -3 i
% 50 2 1w o0 % ol

¢ =z -5 0 0 P -M-3
Ei maksimiratkaisu, silld % > 0. Nyt x4 on korvaava muuttuja ja x4:n sarake

optimisarake. Lisaksi

Y

r3: — =4 ja x9: = —-20

1
n 1
4 4
=

3 vaistyva muuttuja
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Muodostetaan uusi arvotaulu:
c; 2 10 0 0 -M

c; lisimuuttujat arvot Ty Tog T3 T4 T5
0 Ty 4 3 0 4 1 -1
1 1
C; 2 10 0 0 —-M
c; lisimuuttujat arvot Ty Tog T3 X4 Tk
0 T4 4 3 1 -1
10 To 6 2 1 1 0 0
2 60 20 10 10 0 0
Cj — Zj —18 0 —10 0 —M

Selvisti kyseessd on maksimiratkaisu. Nyt

ZE2:6
= 5!E1+46—4+1’5:20 = 37121}5:0

$4:4

Optimikohta on siis 1 = 0, x5 = 6.

2=2-0+10-6 —M -0 = 60.
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2 Integraalilaskenta

2.1 Johdanto

Integrointi on derivoimisen kd#nteistoimitus. Siis
/f($) dr = F(z) < DF(x)=f(x).

On siis médritettavd funktio F'(x), kun sen derivaattafunktio f(z) tiedetaén.

Taloustieteessd voidaan kidyttaéd seuraavissa tapauksissa:

rajahyotyfunktio = hyotyfunktio
rajakustannusfunktio = kustannusfunktio
rajatulofunktio = tulofunktio

Maarétty integraali: integrointi yli jonkin vélin

/abf(:v)da:

Menetelma, jolla voidaan laskea kdyrdn rajoittaman pinnan ala.

Kokonaistulo on rajatulofunktion rajoittaman pinnan ala. Kuluttajan ylijaama
on kysyntakiyran alapuolella jadva pinta-ala. Vastaavasti tuottajan ylijadma on
tarjontakayran alapuolella jaava pinta-ala.

2.2 Integraalifunktio
Pyritddn maaraamadn funktio F(x), kun sen derivaattafunktio f(x) on annettu.

Funktio F' on funktion f integraalifunktio, jos

F'(z) = f(x) Ya € Dy.

Merkitaan

[ @) =P
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Koska funktio F'(z) on derivoituva on se myos jatkuva. Olkoon F(z) funktion
f(z) erds integraalifunktio. Siis F'(z) = f(z). Toisaalta kun ¢ on vakio, niin

D(F(z)+¢) = DF(x)+ Dc= F'(x)+ 0= F'(z) = f(x).
Siis jokainen funktio F'(x)+ ¢, missé ¢ on vakio, on my6s funktion f(z) integraa-
lifunktio.

Lause 2.1. (Integraalilaskennan peruslause). Olkoon funktio f(z) jatkuva ja de-
rivoituva valilld |a, b[. Jos lisiksi f'(x) =0V x €la,b], néin f(x) on vakiofunktio
talla valilla.

Todistus. Vertaa f(x):n kasvunopeus. O

Olkoon Dy =la,b] ja olkoot F'(x) ja G(x) molemmat funktion f(z) integraali-
funktioita, eli F'(z) = f(x) ja G'(z) = f(x).

Talloin

D(G(x) - F(x)) = DG(x) — DF(x) = G'(x) - F'(z) = f(x) — f(z) = 0.

Integraalilaskennan peruslauseen nojalla G(z) — F'(z) on vakiofunktio, eli on ole-
massa ¢ € R siten, etta

G(x)— F(z)=c Vz €la,b] & G(z)=F(z)+ec

53



Lause 2.2. Olkoon f(x) funktio, jolle Dy =|a,b[ ja F(x) on erds funktion f(z)
integraalifunktio. Tdlloin {F(z) 4+ c|c € R} on funktion f(x) kaikkien integraa-
lifunktioiden joukko.

Kun annetaan yksi piste (xg,yo), jonka kautta integraalifunktio kulkee, niin inte-
graalifunktio saadaan taysin mdadrdttyd:

F(zg)+c=y < c=yo— F(xo).

Lause 2.3. Olkoot f(x) ja g(x) funktioita, joilla Dy = D, =|a, b. Oletetaan, ettd
F(z) on erds funktion f(z) ja G(z) erds funktion g(x) integraalifunktio. Tdilldin

(i) F(z)+ G(x) on funktion f(x)+ g(x) integraalifunktio
(i) aF(z) on funktion af(x) integraalifunktio (a € R vakio)

Todistus.

(i) D(F(z) + G(z)) = F'(z) + G'(2) = f(z) + g()
(ii) D(aF(z)) = aD(F(x)) = aF'(x) = af(x).

Funktion f(z) integraalifunktiota merkitdan:

/ F@)dz = F(z) + ¢,

missé F'(x) on funktion f(x) eréis integraalifunkto ja ¢ on integroimisvakio. Lause
2.3 saadaan nyt muotoon

0 [ @ +g@)de = [ fa)dns [ ga)da
(i) /af@;) dx:a/f(x) da.

Derivoimiskaavoista saadaan seuraavat integroimiskaavat:

(1) /adx =ar+c¢, missida € R on vakio.

a+1 a+1 1)@
(2) /xadx: Z+1+c, a1, acR, sili D5+1 - (“a++ )13“" — 10,

Jos a ¢ 7, niin oltava x > 0. (juuren alla posit.)
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1
(3) /—d:czln]:d—l—c, x #0,
T

Dlnwzl, kun x > 0
silla Dln x| = Ty 1
Dn(—z)=—-(-1)=—, kunz <0.

—X T

(4) /e’” de =e" +¢, silld De® = e”.

(5) /axdx: ¢ +e¢, silla D e
Ina Ina Ina

Olkoot funktiot ¢g(z), f(x) ja f'(x) jatkuvia ja G(z) erds funktion g(z) integraa-

lifunktio. Talloin

DG(f(z)) =G (f(x)- f'(x) = g(f(x)) - ['(x).

Téamén avulla saadaan seuraavat integroimiskaavat:

O O e
R (f(x))a—H . (CL+ 1)(f(x))a / _ a £/
silla. D il P} f(x) = flo)*f'(x).

Olkoon nyt a # —1 ja f(z) # 0. Talléin

f’(:c) =In|f(x c x silla
®) [ L e =mlf@)] e @) £ 0.5

Dn f(z) =
Dn|f(z)] = /(@)

9) /ef(m) flx)de =@ ¢ silla Del@ = f@ L (1)

) =
1 ')
fla)”

-

~—

kun f(z) >0

kun f(z) < 0.
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)

(10) /af(x)f'(:c) dr = e 7O

f(x) Caf@) o
g plll _ e o™ f@) s

Ina Ina

f'(x)

Funktiota f(z) sanotaan integroituvaksi, jos silld on olemassa integraalifunktio.
Jokainen jatkuva funktio on integroituva. Saadaan suhde

f derivoituva = f jatkuva =  f integroituva.

Olkoot funktiot f ja g derivaattoineen jatkuvia. Talloin

(2) - g(x)) = ['(x) - 9(z) + f(z) - ¢'(2)
/ 2) + f(z) - ¢'(2)) dx = f(z) - g(z) + ¢

o / f(@) - glx) dz + / f(z) g'(2)dz = f(z)  g(x) +c

Tasta saadaan ns. osittaisintegroinnin kaava:
(11)
/f’(x) ~g(x)dx = /f x)dx + c.

Valitaan:

f": voidaan (osataan) integroida

g : yksinkertaistuu enemmén derivoimalla

Esimerkki 2.1.

Esimerkki 2.2. Maarita funktion f(x) = 823 — 2x

a) Kaikki integraalifunktiot
b) Se integraalifunktio F'(z), jolle F'(1) = 9.

Esimerkki 2.3.
/ Vo4 o +1
Y dzx
T
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Esimerkki 2.4.

23:p 22:p
/ C N
2x

3
/ N
2+ 1
/e_IQx dx
2
/ x dx
3+ 1
/xlnxd:c

2.3 Integrointi osamurtokehitelman avulla

Esimerkki 2.5.

Esimerkki 2.6.

FEsimerkki 2.7.

Esimerkki 2.8.

On médrattava [ %, missd P(x) ja Q(z) ovat polynomeja.

Jos polynomi P(x) on jaollinen polynomilla (), niin tehtéva palautuu polyno-
min integrointiin.

Jos polynomi P(z) = Q'(x), niin tehtdvé palautuu integroimiskaavaan (7).

Oletetaan nyt, ettd P(z) ei ole jaollinen polynomilla Q(z) eikéd se ole sen deri-
vaattafunktio. Olkoon liséksi polynomi P(z) alempaa astetta kuin Q(z), muutoin
suoritetaan ensin jakaminen (katso esim. 2.9 jélkeinen teksti).

Télloin rationaalifunktio gg; voidaan esittdd osamurtolausekkeiden summana,

jotka kyetaan integroimaan.

Menetelma on seuraava:

dat. Tekijat ovat muotoa ax + b (vastaa polynomin @)(z) reaalista nolla-
kohtaa) tai ax® + bx + ¢ (tapaus, jossa nollakohta ei ole reaaliluku eli 2.
asteen tekijé ei jakaannu).

2) Kutakin polynomin Q(x) tekijdi vastaa osamurtolauseke seuraavasti:
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4)

a) yksinkertainen lineaarinen tekija ax + b

A
ar +b

b) n—kertainen lineaarinen tekija (az + b)"

Al + AZ + + An
ar+b  (ax +b)? (ax + b)»

c) yksinkertainen toisen asteen jaoton tekiji ax? + bx + ¢

Ax + B
ax?+bxr+c

d) n-kertainen toisen asteen jaoton tekiji (az?® + bx + c)"

All‘ + Bl AQZC + Bg Anl' + Bn
+ Foo
ax?+br+c (ax?+br +c)? (az? + bx + c)”

missd A, B, Aq,...,A,, B1,..., B, ovat vakioita, jotka pitdd méaarata.

Vakiot madrataan seuraavasti:

Lauseke % esitetddn osamurtolausekkeiden summana. Kerrotaan puo-
littain nimittdjalla Q(z), jolloin vasemmalle puolelle jaa P(x) ja oikeal-
le puolelle osamurtolausekkeiden vakioita siséltava polynomi. Vertaamalla
kyseisen polynomin ja polynomin P(x) termien kertoimia, saadaan vakiot

maarattya.

Integraali [ % saadaan osamurtolausekkeiden integraalien summana.

Esimerkki 2.9.

/ r+3 d
2+ 31z +2

Jos P(x) on korkeampaa tai yhtéd suurta astetta kuin @(x), niin jaetaan:

P(x)
Q(x)

PI(SL’)
Q(z)

= R(z) +

missa jakojaannos Pj(z) on alempaa astetta kuin Q(z).

Siten

/P(m) dx:/R(x) dz + gl((f)) dz.
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Esimerkki 2.10.

/3:3—2:76—6
——dx
2 —2x+1
x
—d
/x4+6x2+5 v

2.4 Integrointi sijoitusmenetelmaa kiyttaen

FEsimerkki 2.11.

Integraali [ f(z)dz voidaan muuttaa yksinkertaisempaan muotoon sopivalla si-
joituksella x = ¢(t), missd t on apumuuttuja ja funktio g(¢) on derivoituva (muut-
tujan ¢ suhteen). Derivoimalla lauseke x = ¢(t) puolittain muuttujan ¢ suhteen

saadaan
dx

= = g'(t) eli dx=g(t)dt.

Téaten saadaan sijoitusmenetelméan sdanto:

/ f(z) dz = / F(g(8) - g/ (t)dt = F(t) + C

Siis sijoituksessa = = ¢(t) integraalissa korvataan = lausekkeella g(t) ja dx lausek-
keella ¢'(t)dt. Integroinnin jéilkeen palataan alkuperdiseen muuttujaan  sijoituk-
sella t = g~ !(z).

Huomautus. Sijoitusmenetelméstd on hyotyd vain, jos se johtaa yksinkertaisem-
paan integraaliin! Yleensé korvataan jokin muuttujaa x sisdltévé termi apumuut-
tujalla t.

Kayttokelpoisia sijoituksia:

ar+b

crrq» Voidaan

1) Jos integroitavan funktion osana esiintyy termi ax + b tai

ar+b

sijoittaa t = ax + b tai ¢ = 2=

FEsimerkki 2.12.

/de
V2z +1

2) Jos integroitavan funktion osana esiintyy termi

b b\"
Vaxr +0b, (ax+b)", pf 0T+ tai (aw—l— ) ,

cx +d cx +d
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voidaan sijoittaa

cx +d cx +d

b b\"
t=Var+b, t=(ax+b)", t= {20 i 1= (a“ ) ,
Esimerkki 2.13.
7=
—dx
V1 — 2z
Jos integroitava funktio f on rationaalinen muuttujan x murtolukupotens-

sien suhteen, saadaan integroitavasta rationaalinen muuttujan ¢ suhteen
sijoituksella x = ¢4, missé d on muuttujan z murtopotenssien nimittéjien

1
/ v - dx
1+ 21

Jos integroitava on rationaalinen termin (az + b) murtolukupotenssien

pienin yhteinen jaettava.

FEsimerkki 2.14.

suhteen, kilytetiiin sijoitusta az + b = ¢4, missi d on termin (ax + b)
murtolukupotenssien nimittdjien pienin yhteinen jaettava.

FEsimerkki 2.15.
T
/—3 dx
(1+22)2

Huomautus. Pienin yhteinen jaettava tarkoittaa sellaista pieninté lukua, jonka

jotkut tietyt luvut jakavat tasan. Esimerkiksi lukujen 2 ja 3 pienin yhteinen jaet-

tava on luku 6.

5)

6)

Jos integroitavassa funktiossa f esiintyy

voidaan sijoittaa

xT

t=e" = x=Int tai t=a¢" = x=Ilog,t.

Tietyissd erikoistapauksissa sijoitus x = % on tehokas.

FEsimerkki 2.16.
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2.5 Maaraamaton integraali taloustieteessa

Taloustieteessa kuvataan jonkin muuttujan y vaihtelua toisen muuttujan x suh-
teen kayttden keskimaaraisen muutoksen ja rajamuutoksen kéasitteitd. Rajamuu-
tosfunktio saadaan alkuperiisestd funktiosta derivoimalla, joten alkuperdinen
funktio saadaan rajafunktiosta (vakiota vaille) integroimalla.

2.5.1 Kustannusfunktiot

Olkoon C' = C(z) kokonaiskustannusfunktio, missé x on tuotannon méaara. Tél-
16in AC(z) = @ on keskiméérdisten kustannusten funktio ja MC(z) = C'(x)
on rajakustannusfunktio. Kokonaiskustannusfunktio C'(z) saadaan siten integroi-
malla rajakustannusfunktio MC(z) eli

Cla) = / MC(x) da.

Integroimisvakio ¢ saadaan maarattya jonkin alkuehdon avulla. Usein annetaan
kiintedt kustannukset, eli kustannukset tuotannon méaéran x ollessa nolla.

Esimerkki 2.17. Olkoon rajakustannusfunktio MC(z) = 2 + 60z — 5x?. Méai-
rid kokonaiskustannusfunktio C'(z) ja keskimédraiskustannusfunktio AC(z), kun
kiinteat kustannukset ovat 65.

5
C(I):/MC($)d5E=/2+60I—5$2d:p:2aj—{—30x2—§$3+C
5)
CO) =65 = 2:0430-0°—2-0°+c=065 = =05
5)
=>C($):2x+30x2—§x3+65

2x + 3022 — 323 + 65
Clz) _ 2o+ 300 — 5w :2+30x—§x2+6—5.
e

AC(z) = . .

2.5.2 Tulofunktiot

Kun y = f(z) on kysyntéfunktio, missé y on tavaran yksikkohinta ja x kysynnén
suuruus (méadrd), niin

kokonaistulofunktio R(z)=xy =z - f(zx)

_dR@) ,
=S f@) o f).

ja rajatulofunktio M R(x)
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Siten kokonaistulofunktio on rajatulon integraalifunktio, eli
R(z) = /MR(x) dx.

Integroimisvakio ¢ méaaraytyy usein ehdosta, ettd kokonaistulo on nolla, kun ky-
syntd  on nolla eli R(0) = 0.

Keskimaaréisten tulojen funktio

AR(z) = = = f(x) = kysyntéfunktio.

Esimerkki 2.18. Olkoon rajatulofunktio M R(z) = 8 — 6x — 2z*. Miérai koko-
naistulofunktio R(z) ja kysyntafunktio f(z), kun kysynnén méaaralld nolla koko-
naistulo on nolla.

2

R(I):/MR(x)dOC:/8—6$—2x2dx:8x—3x2—§x3+c
2

R0)=0 = 8:0-3:0°-2-0°+c=0 = c=0

= R(z) =8z — 3% — gx?’

3
R 8z — 322 — 223 2
f(z) = (x) = ! ’ 37 =8 — 31 — 22
T T 3

2.5.3 Kansantulo, kulutus ja sddstdminen

Olkoon C' = C(x) kulutusfunktio, missd C' on kansallinen kokonaiskulutus ja x
kokonaiskansantulo. Rajakulutusalttius saadaan seuraavasti:

dC
— = (C"(x).

o ()

Olettamalla, ettd © = C(x) + S(z), missd S(z) on sdédstofunktio, saadaan raja-
saastamisalttius seuraavasti:

Sx)=z—-C(z) =
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Koska kansallinen kokonaiskulutus on rajakulutusalttiuden integraalifunktio, niin
C(z) on muotoa

O(z) = / C'(z) da.

Esimerkk: 2.19. Olkoon rajakulutusalttlus =56 + \/5 (milj. euroa). Kun kan-
santulo on nolla, on kulutus 640 milj. euroa. Maaraa kokonaiskulutusfunktio.

16
/C’(m)dx:/56+%dx:56x—|—32\/5+c

C(0)=640 = 56-0+32V/04+¢c=640 = =640
= C(x) = 56z + 32z + 640

2.5.4 Piaioman muodostus

Olkoon K (t) pddoman kokonaisméa#ra ajan hetkelld ¢ ja K(t) on derivoituva
muuttujan ¢ suhteen. Pddoman muodostuksen aste (nopeus) on télléin

dK

- =@

Nyt pddoman muodostuksen aste K'(t) on yhtd suuri nettoinvestointivirran ()
kanssa. Saadaan yht&lot

(1) = 1(t)
:>/K’ t)dt = /()d
=K () = [ 1) d

Siten pddoman kokonaisméérd on padoman muodostuksen asteen tai nettoinves-
tointivirran integraalifunktio. K(t) saadaan, kun em. integraaleissa maarataén
integroitumisvakio.
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Esimerkki 2.20. Nettoinvestointivirta I(t) = 5t7. Méérité pédioman kokonais-
madra ajanhetkelld ¢, kun pddoman kokonaismaéra ajanhetkelld ¢ = 0 on 30.

10

5t 7 T
K(t):/[(t)dt:/5t§dt:1_(:+c: T e

= 2

7.0%
K(0)=30 = “S—4c=30 =c=30

7 1
= K(t):§t70+30

2.6 Maaratty integraali

Olkoon y = f(z) vililld [a, b] jatkuva funktio ja F'(z) sen jokin integraalifunktio.
Luku F(b) — F(a) on funktion f(z) méaéritty integraali yli vélin [a,b].

Merkitaan: ,
/f(x) dz = [ F(x) = F(b) - F(a)

Esimerkk: 2.21.
/ (22° 4 5z) dx
0

2.6.1 Maaratty integraali ja pinta-ala

Oletetaan, ettd y = f(z) on jatkuva funktio ja f(z) > 0V z € Dy. Tehtévéna on
médrittda seuraava pinta-ala A.
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Olkoon A(xg) kiyrén y = f(x), x—akselin, y—akselin ja suoran x = x( rajoittaman
alueen pinta-ala.

Alueen BsB;B;Bg pinta-ala on AA = A(zg + Ax) — A(xg).
Suorakulmion By By BsBg pinta-ala on Az - f(zg + Az).
Suorakulmion Bj3B,B;Bg pinta-ala on Ax - f(x0).

Selvasti
Az - f(xg) < AA < Az - f(xg + Ax) | Az
& f(xg) < Alzo T AX; — Alo) < f(zo + Ax). (16)



Kun Ax — 0, saadaan

lim f(zo) = f(zo) Ja Aliglof(xo + Az) = f(xo).

Az—0

Siten ottamalla puolittain yhtalosta (16) Alimo saadaan:
T—

Flwo) < Al}prgo Ax

< flwo) & A(zo) = f(20).

Koska xy on mielivaltainen, saadaan A’(x) = f(x). Siten A(z) on funktion f(x)
erds integraalifunktio.

Nyt A = A(b)—A(a). Olkoon F'(z) mielivaltainen funktion f(x) integraalifunktio.
Télloin
F(z) = A(z) 4+ ¢, ¢ vakio.
Siis
F(b) — F(a) = (A(b) + ¢) — (A(a) + ¢) = A(b) — A(a) = A.
Lause 2.4. Jos funktio f(z) on vdlilld [a,b] jatkuva ja f(x) >0V x € [a,b], niin

madrdatty integraali f: f(z)dx on kayrin y = f(x), x—akselin sekd suorien x = a
ja x = b rajoittaman alueen pinta-ala.
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2.7 Maaratyn integraalin ominaisuuksista

Lause 2.5. Olkoot funktiot f(x) ja g(x) jatkuvia vdlilli [a,b] ja olkoon ¢ € R
vakto. Talloin

(4) fcf(x) dx = cjéf(x) dx
(1) [ (f(@) + g(a)) de = [ () + [ glo)da

Todistus. Olkoot F'(z) ja G(x) funktioiden f(x) ja g(x) erdét integraalifunktiot.

(i)

Esimerkki 2.22.
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Lause 2.6. Jos funktio f(x) on jatkuva vdlilld [a,b] ja a < ¢ < b, niin

/bf(a:)dx:/cf(x)dx+/bf(x)da:.

Todistus. Olkoon F'(x) erds funktion f(z) integraalifunktio.

21, 2<0
Esimerkki 2.23. Olkoon f(x) = { . r=

»—r—1, >0

Lause 2.7. Myos tilanteessa a > b

Nyt )
/f@) dr = 7F(x) — F(a) — F(a) =0
Jja . “ a )
[ @) de = FO) = Fla) = ~(Fla) = F) = - [ f()do

Lause 2.8. Olkoot f(z) ja g(x) jatkuvia funktioita valilld [a,b].

(i) Jos f(x) > 0 valilld |a, b, niin ff(x) dx > 0.

(i) Jos f(x) < g(x) valilli [a,b], niin [ f(x)dx < [ g(z)dz.

a

. Maaraa ff(:c) dx
9
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(ii1) Jos f(x) <0 vdlilld [a,b], niin jzf(x) dx <0.

Todistus. Olkoon F'(x) funktion f(x) integraalifunktio ja G(z) funktion g(x) in-
tegraalifunktio.
(i) F'(z) = f(x) > 0 vélilld [a,b] < F(x) on kasvava valilla [a, b]
& F(b) > F(a).
b
Néin ollen [ f(z)dx = F(b) — F(a) > 0.
(ii) Koska f(x) < g(z) valilla [a, b], niin g(x) — f(x) > 0 vélilld [a, b] ja kohdan
(i) nojalla

b

/(() fa dx>mb/‘ dx—/f

@/ﬂ@@ﬁ/ﬂ@m

(iii) F'(x) = f(z) <0 valilld [a,b] < F(z) on viahenevi vililla [a, b]
& F(b) < F(a).

Néin ollen [ f(z)dx = F(b) — F(a) < 0.

g’%c-

O

Lause 2.9 (Integraalilaskennan véliarvolause). Olkoon f(x) suljetulla vililld [a, b]
jatkuwva funktio. Tdlloin on olemassa ainakin yksi xo €la,b|, jolle

b
/f($) dx = f(z0)(b—a).

Todistus. Olkoon f(x) suljetulla valilld [a, b] jatkuva funktio. Siten f(z) saavuttaa
talld vélilld suurimman arvon (= M) ja pienimmén arvon (= m). Siis vililld [a, b]
on voimassa m < f(x) < M.
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Lauseen 2.8 kohdan (ii) nojalla

/bmd:cg/bf(x)dxg/bde
& ?mxg/bf(x)dxg?Mx
@m(b—a)g/bf(x)dng(b—a) |:(b—a) (b>a)

b
1

Jatkuva funktio saa arvokseen jokaisen arvon minimin ja maksimin valilté, joten

b
on olemassa sellainen zy €]a, b[, etti f(zo) = 7= [ f(x)dx. O

Geometrisesti:

Vililla ]a, b[ on sellainen kohta zg, ettd kuvion suorakulmion pinta-ala on yhta
suuri kuin kiyrdn y = f(z) rajoittaman alueen pinta-ala.
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2.8 Pinta-alan maaritys integraalin avulla

1° f(z) > 0 valilld [a, b] ja jatkuva télld vélilla.

Nyt kiiyrén y = f(x), x—akselin seké suorien z = a ja x = b rajoittaman alueen

pinta-ala
b
A= / f(z)dx
Esimerkki 2.24. Maéaritd sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiayrd y = x—lg,

x—akseli sekd suorat x =1 ja x = 3.
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2° f(x) < 0 valilla [a,b] ja jatkuva télla valilla.

Madritetaan kiyran y = f(x), z—akselin sekd suorien x = a ja x = b viliin jadvin
alueen pinta-ala A.

Kéayrat y = f(x) jay = — f(z) ovat symmetriset x—akselin suhteen.
Nyt —f(z) > 0 ja siten kiiyrin — f(z), x—akselin seké suorien x = 0 ja x = bviliin

jaava pinta-ala
b

m:/ﬁﬂ@w.

a

Symmetrian perusteella tdmé on myos z—akselin ja kiyrdn f(x) véliin jaévin
alueen pinta-ala alapuolisen alueen pinta-ala.

Siten kun f(z) < 0 vélilld [a, b], niin kiyrdn y = f(z), x—akselin sekd suorien
r = a ja r = b viliin jadvan alueen pinta-ala

A:j—ﬂ@m.
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Esimerkki 2.25.

a) Madraa valilla [0, 1] kiyrdn f(x) = 2®

—x ja x—akselin véliin jaavan alueen
pinta-ala.

b) Méiarda kiyrin f(x) = 2°

— x ja x—akselin rajoittaman alueen pinta-ala.

3° Kahden kiyran viliin jaava pinta-ala.

Oletetaan, ettd f(xz) > g(x) valilld [a, b] . Méaaritettéva sen alueen pinta-ala, jota
rajoittavat kiyrdt y = f(x) ja y = g(x) sekéd suorat = a ja x = b. Nyt funktiot
f(z) ja g(x) voivat saada my0s negatiivisia arvoja valilla |a, b].

Olkoon ¢ niin suuri vakio, ettd g(x)+c > 0 valilla [a, b] (tall6in myds f(x)+c > 0).

On selvi, ettéd kdyrien y = g(x) +cjay = f(z) + ¢ véliin jadva alue on yhté suuri
kuin kiyrien f(z) ja g(z) valiin jaava alue. Kayrien y = f(x) + cjay =g(x) + ¢
valiin jaavan alueen pinta-ala

A= / (f(2) + ) de — / (9(x) + ) dx = / (f(2) - g(x)) dr.
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Esimerkki 2.26. Maaritd sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat suorat x = 0 ja

r = 2 sekil kiiyrit f(x) = e” ja g(z) = 2z — 2°.

Esimerkki 2.27. Maérité sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrd y? = 4z,
y—akseli ja suora y = 2.

Esimerkk: 2.28. Laske kiyrien y = /1 —x ja y = /& — 2 seké suorien y = 1 ja
y = 2 viliin jaavan alueen pinta-ala.

2.9 Osittaisintegrointi, osamurtokehitelmai ja sijoitus maaratyssa
integraalissa

Lause 2.10. Olkoot f'(x) ja ¢'(z) jatkuvia funktioita vililla |a,b]. Tdlloin

[ 1@ s@yde= / @) g@) - [ f0)- g (@) o

Todistus. Merkitdan

Télloin
[ r@g@rds= [ 1w ds - fmﬂmm:7mm—/ﬂmﬂmm
= ?f(fc)g(fv) — | f(@)g (z)dx

FEsimerkki 2.29.

74



Lause 2.11. Osamurtokehitelmd pdatee myds mddrdtylle integraalille.

Esimerkki 2.30 (vrt. esim. 2.9).

2

/ T+ 3 d
—  dx
224+ 3x+2

1

Lause 2.12. Olkoon f(z) jatkuva vililld [a,b] ja g(t) sellainen vdlilld [o, 5] mdd-
ritelty funktio, ettdi

(i) ¢'(t) jatkuva valilld [, B]
(i) g(t) € [a,b] aina, kun t € |o, B]
(ii1) g(a) =a ja g(B) =10

Talloin , 5
/ f(x)dz = / Flo(t)) - g'(t) dt

Todistus. Olkoon F(z) jokin funktion f(z) integraalifunktio (f jatkuva). T&lloin

D(F(g(t))) = F'(g(t)) - 4'(t) = f(g(t)) - ¢' (1)

/ flo — F(g(t)).
Siis
b B8
/ f(z) dz = F(b) — F(a) = F(g(8)) — F(g(a)) = / fa(t)) - g'(t) dt
’ ) ]
Menettely:

b
Kun halutaan laskea [ f(z)dx kiyttamalla sijoitusta @ = ¢(t), missd g tayttad

vaaditut ehdot, niin korvataan funktio f(x) lausekkeella f(g(t)) ja dx lausekkeella
g'(t) dt. Uudet integroimisrajat o ja 8 on my0s madritettava eli

r=a = a=g'a) ja x=b = B=g ).
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Menetelma ei vaadi takaisin sijoitusta niin kuin madraaméattomaéassé integraalissa.

Esimerkki 2.31. )

[
1+\/Ex

1

2.10 Maaratyn integraalin taloustieteellisii sovelluksia

2.10.1 Kuluttajan ylijaama

Kysyntéafunktio y = f(z) kuvaa hyodykkeen hinnan y riippuvuutta kaupaksi kéy-
vaan madraan . (Kysyntdfunktiosta saadaan selville tuotteen kysynnén maéra

eri hinnoilla.)

Jos markkinahinta on g, ja vastaava kysyntaméara xg, niin ne kuluttajat, jotka
ovat valmiita maksamaan hyodykkeestd enemmén kuin markkinahinnan, hyoty-
vat siitd, ettd hinta on vain yo = kuluttajan ylijiama.

Kuluttajan ylijaamé on kysyntdkdyrdn y = f(z) ja suoran y = y, viliin jaava
pinta-ala:
xo mo
Kuluttajan ylijaiama = /f(x) dr — Toyo = /g(y) dy,
0 Yo

missi jilkimmaéisessi kaavassa kysyntifunktio on muodossa x = g(y) = f~(y)
ja mg hinta, jolla ei kysyntéa ole eli my = f(0).
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Huomautus. Kuluttajan ylijadmén yksikko on rahayksikko.
Esimerkki 2.32. Olkoon kysyntifunktio y = 32 — 42 — 2%. Miirdd kuluttajan
ylijddma kun

a) To = 2

Esimerkki 2.33. Monopolin haltija pyrkii maarittaméaan tuotteen hinnan ja myy-
tavin madran siten, ettd voitto maksimoituu. Maarita vastaava kuluttajan ylijaa-
mé, kun kysyntéfunktio on y = 16 — 22 ja rajakustannusfunktio MC(x) = 6 + .

2.10.2 Tuottajan ylijadma

Tarjontafunktio y = f(z) kuvaa hyddykkeen hinnan y riippuvuutta tarjottuun
méaarddan . (Tarjontafunktiosta saadaan selville tuotteen tarjonnan méaéra eri
hinnoilla.)

Jos tuotteen hinta on y, ja vastaava tarjonnan maara xg, niin ne tuottajat, jotka
myisivit tuotteensa alle hinnan yo hyotyvét siitd, ettd hinta on .

Tuottajan ylijaidméa on pinta-ala, joka jé& tarjontakdyrén y = f(x) ja suoran
Yy = yp valiin:

Tuottajan ylijadma = xqyy — /f(x) dr = /g(y) dy,
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missi jilkimmaéisessi kaavassa tarjontafunktio on muodossa = = g(y) = f~(y)
ja My on hinta, jolla tarjontaa ei ole eli My = f(0).

Huomautus. Tuottajan ylijadméan yksikké on rahayksikko.

Huomautus. Yleisesti markkinahinta maaraytyy kysynnén ja tarjonnan tasapai-
nosta (kysyntd—tarjonta).

Esimerkki 2.34. Mairda markkinahinta, kun kysyntifunktio on y = 16 — 22 ja
tarjousfunktio y = 4 + z.

Ratkaisu:
Lasketaan milld hinnan y ja médrén x arvolla toteutuu kysyntd—=tarjonta.
Siis
16 -2 =4+
s P+r-12=0

14 /T—4-1-(—12) —11@_—117_{3

= = —
2-1 2 2 —4  ei kdy

= r=

= y=4+3=7

3 3 2
Tuottajan ylijaama = 3 -7 — / B+ x)dr =21 — / (31‘ — %)
0
0

9 9 9
=21—1(4- - — =921—-12—-2=9_Z2
[ 342 0} ) g ?

3

3 3
Kuluttajan ylijaimé = / (16 —2%)dv —3-7 = / (16‘” - %) -
0
0

:16~3—§—21:48—9—21:18

2.10.3 Kokonaisvoitto

Integrointia voidaan useissa tapauksissa kdyttaéd kokonaisvoiton tai kokonaisnet-
toansioiden méédrdamiseen, kun ei tiedetd voittofunktiota. (Tiedetdén esimerkiksi
rajatulofunktio ja rajakustannusfunktio.)
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Yleisesti voitto maksimoituu (vapaan kilpailun olosuhteissa), kun

rajatulo=rajakustannus (ks. esim. 2.35).

Kokonaisvoitto saadaan rajatulofunktion MR(z) ja rajakustannusfunktion
MC(z), missd x tuotannon mééri, erotuksen integraalina yli vélin [0, a, missé a
on tuotantoméara, jolla voitto maksimoituu.

Esimerkk: 2.35. Etsi tuotannon maara, jolla voitto maksimoituu ja kokonais-
voitto, kun rajatulo- ja rajakustannusfunktio ovat M R(z) = 25 — bz — 222 ja
MC(z) =15 — 2z — 22

Ratkaisu:

Nyt [I(z) = R(z) — C(z).

Voiton maksimointi:

Tt e

(:

% — MR(z) — MC(z) = 0

MR(z) = MC(x)

25 — 5x — 22° — 15+ 2z + 2> =0

10 -3z —2*=0 |- (=1)

2 +3x-10=0

3041 (C10) —3i7_{—5
2 2 2
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Nyt lausekkeen (M R(x) — MC(z)) derivaatta on voittofunktion II(x) 2. deri-
vaatta, eli sen merkki ilmaisee saadaanko kohdassa x = 2 voiton maksimi vai

minimi.
d*11 d
i %(MR(x) —MC(z)) =—-3—2x
Nyt
d*11

W(Q) =-7<0 = maksimi

Siis voitto maksimoituu, kun x = 2.
2
Kokonaisvoitto = /[(25 — 5z — 22%) — (15 — 22 — 2?)] dw
0
2

3, 1

Il
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Esimerkki 2.36. Yhtiossa harkitaan myyntihenkiloston lisdédmistd. Yhden uuden
myyjan palkkauksesta aiheutuvat lisikustannukset (rajakustannus) ovat
5y = 48z, missi rajakustannusten y yksikké on 1000 euroa ja x on tyéhon jo
otettujen uusien myyjien lukumaéréd. Yhden uuden myyjan aikaansaama lisatulo
r (rajatulo) saadaan yhtdlostéd (r —2)? = 4(x + 10), missé rajatulon r yksikks on
1000 euroa ja z jo palkattujen uusien myyjien lukumaara. Yhtio ottaa uusia myy-
jid, kunnes palkkaamisesta aiheutuvat kustannukset kasvavat yhta suuriksi kuin
hankittu lisdtulo, eli r = y (rajatulo=rajakustannukset; voiton maksimointi).

2.11 Maaratyn integraalin numeerinen arviointi

Usein joudutaan tilanteisiin, joissa integraalia ei voida esittdé alkeisfunktioiden
avulla tai integroitava on médritelty empiirisen aineiston (kéyré, taulukko ym.)
avulla. Seuraavassa kolme arviointimenetelméi méaérétyille integraaleille.

e Puolisuunnikassaanto

e Simpsonin saanto

e Taylorin sarja

Arviointimenetelmét, jotka esitellaan, vaativat kiytdnnossa tietokoneen kayttoa.
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2.11.1 Puolisuunnikassidanto

Puolisuunnikassdénnossé integroitava funktio korvataan suorilla, joten menetel-
maé on tassd mielessé lineaarinen.

b
Olkoon méarattaviana [ f(z) dz.

Jaetaan integroimisvéli [a, b] n:44n yhtd suureen osaan, kukin pituudeltaan Az.

Olkoot jakopisteet a = g, x1, 22, ..., 2, = b ja vastaavat funktion arvot

Yo = f(x())?yl = f(zl)"">yn = f(l'n)

Muodostetaan puolisuunnikkaat seuraavasti:

Talloin
. . . 1
1. puolisuunnikkaan pinta-ala = 5(90 +y1)Ax
1
2. puolisuunnikkaan pinta-ala = §(y1 + yo) Az

1
3. puolisuunnikkaan pinta-ala = 5(92 +y3) Az

1
(n — 1). puolisuunnikkaan pinta-ala = §(yn_2 + Yp_1)Ax

1
n. puolisuunnikkaan pinta-ala = E(yn,l + yn) Az
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Kaikkien n kappaleen puolisuunnikkaan yhteisalaksi saadaan

n—1
1 1
A " ) aIn
T Q?JO+ ;1 Yi + 29

Siten puolisuunnikassddnto méaaratylle integraalille on

i=1

b
/f(x)dx ~ Ax -

n—1
1
5(3/0 +Yn) + Zyz] :

Luvun n kasvaessa menetelmé antaa paremman approksimaation.

4

Esimerkki 2.37. Laske [ x(16 — a:Q)% dz puolisuunnikassédénnon avulla, kun vali-
2
taan tarkkuus n = 4.

2.11.2 Simpsonin saanto

Simpsonin saanté kiyttad toisen asteen kdyrid approksimoimaan annettua funk-
tiota f(x). Kolmen pisteen kautta voidaan aina asettaa kulkemaan paraabeli.
Paraabelin yhtalo voidaan méaarata ndiden pisteiden avulla. Simpsonin sdanndsséa
tatd yhtaloa ei tarvitse kuitenkaan 16ytéaa, koska sen rajoittaman alueen pinta-ala
voidaan maarata muutenkin.

Jos paraabeli kulkee pisteiden (xo,%0), (x1,91) ja (x2,y2) kautta ja zo — x; =
r1 — xg = Ax, on paraabelin, x—akselin ja suorien z = xq ja x = x5 rajoittaman
alueen pinta-ala

Ax
A:?'(y0+4y1+y2)
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b
Tehtdvénd arvioida integraalia [ f(z)dz.

Jactaan integroimisvéli [a, b] n:88n yhtd suureen osaan (n parillinen), joiden pi-
tuus Azx.

Olkoot jakopisteet a = xg, x1, ..., x, = b ja vastaavat funktion arvot
Yo = f(wo),y1 = f(x1), - yn = f(20)-

Laitetaan paraabelit kulkemaan aina kolmen pisteen kautta.
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Pinta-aloiksi saadaan talloin

Ax
A = ?(yo +4y1 + o)
Ax
Ay = ?(?h + 4ys + ya)
Ax
A% = ?(yn—Q + 4yn—1 + yn)

Pinta-alojen summa on

Ax

N (Yo +4y1 +2y2 +4ys + 2ys + ... + 2Up—2 + 4Yp—1 + Yn)-

b
Siten Simpsonin sdénté integraalille [ f(z) dz on

b
Az
/f(ﬂf) dr ~ 5 (Yo +4y1 +2y2 + ... + 2Un—2 + AYn—1 + Yn).

Luvun n kasvaessa approksimaatio paranee.

4

Esimerkki 2.38. Laske [ (16 — 22)2 dz Simpsonin sdé&nnslls, kun tarkkuus n = 4
)

Ratkaisu: Nyt Ax = % = % ja
7 0 1 2 3 4

T; 2,0 2,9 3,0 3,5 4,0
yi = f(x;) 6,928 7,806 7,937 6,778 0

P>
S

“[yo + 4(y1 + y3) + 2y2 + y4)

4
/a:(16 - xQ)% dx ~
2

=
w
ot

— =2 .6,928 + 4(7,806 + 6, 778) + 2 - 7,937 + 0] = 13,523

|
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Toisaalta

2 2
4 § 4
:_% /16—x 1 /16—35 %
2 2 2
1
=-3 (0—12 )— 13,856
2.11.3 Taylorin kehitelmé
n!l=1-2-3-...-n (n positiivinen kokonaisluku, 0! = 1)

Olkoon f*)(a) funktion f(z) k. derivaatta kohdassa = a.

Lause 2.13 (Taylorin lause). Oletetaan, ettd funktiolla f(x) on kaikkien kerta-
lukugen derivaatat mdadrittelyjoukossaan ja a € Dy. Tdlloin

(x—a)’+...+
R, (x), missi R,(x) — 0, kun n — oo.

Talloin yo. sarja on funktion f(x) Taylorin sarjakehitelmé kohdassa x = a.

Kun funktion f(z) Taylorin sarjakehitelmd katkaistaan sopivan termin kohdalta,
saadaan polynomi, joka approksimoi funktiota f(z).

Huomautus.

Ezf“ I

Sarjaa voidaan integroida termeittdin kunnes tarpeellinen tarkkuus on saavutet-

tu.

Yleensé kannattaa valita a € [c, d], missé [c, d] on integroimisvali.
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Siis

f(x)dx = d f(a)—|—f’(a)(:c—a)+L<f)(a:—a)2+... dx
2!

1
3
Esimerkki 2.39. Laske [ % dx Taylorin sarjakehitelmén avulla tarkkuudella
0

k = 4.
Ratkaisu:

f(x):xil Valitaana:% f<}l):%:%

/ _QI($+1)—JJ2_J:2—|—2;(; ) 1 _%_’_%_g
f@ == T ey r(3)- a2
f//( )_ (2x+2)(1’—|—1)2 _ (x2+21‘)2<:€—|— 1)

v (x+1)4

S+t (DY (13 f <Z>—@?_ﬁ

" o _2'3(1’+1)2 . —6 ” 1 B -6 __@
1@ = = T Gy / (Z)_@_ 55
@, 6-4-(x+1°* 24 ()<1>_£_24576

PO == "y o ()7 3125
FO0 = f )<4)_ o
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3

3.1

Kompleksiluvuista ja trigonometrisista funktioista

Kompleksiluvut

Kompleksiluku z on muotoa z = a + bi, missd a ja b € R.

reaaliosa Re z = a, imaginaariosa Im z = b

i on imaginaariyksikko, jolla i> = —1 eli i = /—1
C = (a+bi|a,b € R), kompleksilukujen joukko
R=(a+bilacRjab=0)

RcC

itseisarvo |z| = Va2 + b2

liittoluku z = a — b2

Olkoon z; = a + bt ja 2o = ¢ + di. Tall6in

71=20 & a=cjab=d

214+ 2= (a+c)+ (b+d)i

® 2129 =(a+bi)(c+di) =ac+ adi+ bci+bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

2 (a+bi)  (a+bi)(c—di) (a+bi)(c—di) 2

» (ctdi)  (c+di)(c—di) 2+d |z

Huomautus. Olkoon z = a + bi. Talloin

2| = [7]

o z-z=zP=a*+1?

Toisen asteen yhtalon ratkaiseminen:

b= Vb? — 4ac

a’+br+c=0 < x=
2a

Tapaus, jossa b? — 4ac < 0 :

e ci reaalista ratkaisua

e ratkaisu kompleksilukujen joukossa C

Esimerkki 3.1. 922 — 122 +5=0
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Lause 3.1. Jokaisella n:nnen asteen yhtalolla
™ + ap 12" P+ a4 ag =0

on joukossa C tdsmdlleen n juurta eli ratkaisua eli nollakohtaa.

Olkoon
Po(2) = anz™ + ap_12" ..+ a2 + ag

ja 21, 22, . . ., zn yhtdlon P,(x) = 0 juuret eli nollakohdat, missd z; € C.
Tdlloin

P.zx) =ap(x —21)(x —22) - ... - (x — 2)

3.2 Trigonometriset funktiot

Huomautus. Asteiden sijasta kiytetddn yleensé radiaaneja:

360° = 27 (rad) 180° = 7 (rad)
2 360°
1° = — (rad 1(rad) =
360 " (rad) = =57

o = % or (rad), eli 7= 180°, g —90°, 27 = 360° jne.

YksikkGympyra:
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Kulman o = ZAOB suuruus radiaaneissa on kulmaa vastaavan yksikkéympyran
kaaren AB pituus. Kulma lasketaan positiiviseksi xz-akselista vastapaivaén eli po-
sitiiviseen kiertosuuntaan ja negatiiviseksi myotapaiviaan eli negatiiviseen kierto-
suuntaan. YksikkOympyréassa ei tarvitse rajoittaa kulman « suuruutta, vaan se
voi olla miké tahansa reaaliluku, my6s negatiivinen.

Olkoon piste (z,y) kulmaa « vastaava yksikkéympyréan kehépiste. Télloin trigo-
nometriset funktiot méaaritelladn seuraavasti:

Trigonometriset funktiot

sina =y, cosa=x jasiten —1<sina<1, —1<cosa<1.

Yy  sina s
tana = = = , aF —+nm.
T  Ccosa 2
COos 1
cotar = — = — = . a#nm.
sin & tan «
Siten
s
cos0 = , COS — = , COST = ,
2
3
cos — = cos 2w =
2 )
. . T .
sin(0 = , SIln — = , sinm = ,
2
. 3T :
sin — = sin 27 =
2 )

Huomautus. Trigonometristen funktioiden potenssimerkkinnét:

(sinz)" = sin" z,
cosz)” = cos" x
(cos ) ,

(tanz)" = tan" z.
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Kaavoja:

sin?z +cos’r =1 (Pythagoraan lauseesta)

{sin (m—z) =sinx {sin (5 —x) =cosw

cos (m —x) = —cosx cos (5 —x) =sinz

cosx = cos (z +n - 2m) cos (—z) = cosz
sinz = sin (z 4+ n - 27) sin (—z) = —sinaz
sin (x £ y) =sinx - cosy + cosz - siny
cos(zty)=cosz-cosy Fsinzx-siny
sin2x = 2-sinx - cosw
— e L2 L2 2
cos2x =cos"x —sin“xz =1—2sin“x =2cos“z — 1

sin x

lim =1
z—0 g
Suorakulmainen kolmio:
v
b
a O
a
) b a b
sina = -, cosa=—, tana= —,
c c a
. b a
a=sin"" - =cos " —
c c

a® +b* = ¢* (Pythagoraan lause)
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Kulman « ratkaiseminen (kidanteisfunktio):

y =sinx & gz =arcsiny =sin" 'y

Y = COST & 1z =arccosy =cos 'y
Yy =tanx & = arctany = tan™* Y
y = cotwx & x = arccoty = cot™! Y

Esimerkki 3.2. Maarité arctan 1 ja arcsin ‘/7?:
Koska tan 7 = 1, niin arctan 1 = 7.
Koska sin § = ‘/75, niin arcsin ‘/75 =3

Esimerkk: 3.3. Ratkaise yhtélo sin 2x = cos x.

Muistikolmiot:

Derivoimiskaavat:
Dsinx = coszx

Dsin f(x) = cos f(z) - f'(x)

Dcosz = —sinz

Dcos f(z) = —sin f(z) - f'(x)

—1<y<l1
-1<y<1

yelR
yelR
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Dtanz = —— =1 4 tan’z

cos? x
Dtan f() = s - (@) = [1+tan? [ ()] @)
Dcotx = '_21 = —(1 + cot? )

sin® x
Dot f(x) = gy (@) = ~[1 4 cof? f(2)] -/ (e)
D arcsing = —— 441

arcsinz = ik T
D arcsin f(z) = ﬁw - f(z), flx)#=£1
1
D arccosx = —m, x # +1
Darecos f(x) = ——— s @) ) £
1

D arctanx = 1522 relR
D arctan f(x) = . jlf(a:)Q ()
Darccot x = %1&72, relR
Darccot f(x) = #1(93)2 - f(x)

Esimerkki 3.4. Maaraa seuraavat derivaatat
a) Dsin (22?)

b) D arctan (2z?%)

c¢) D arcsin (22?)

d) D tan (2?)

)

e) Dtan®z
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Integroimiskaavat:
/Sin:vdx = —cosz+C

/sinf(x) - f'(x)dz = —cos f(x) + C
/cosxdx:sinx+C’
/cos f(x)- f(x)dx =sin f(x)+ C

1

dr = arcsinz + C
1— 22

/\/%W - f'(x) dx = arcsin f(z) + C
/1—:302 dx = arctanx + C

L ! = arctan f(x

Esimerkki 3.5. Maarda seuraavat integraalit

a) /cos (bx) dx

b)/\/Z:

c) /2+x2d$

1
dx
)
1
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4 Differentiaaliyhtalot

Differentiaaliyhtéld: yhtalo, jossa esiintyy tuntematon funktio derivaattoineen.

Differentiaaliyhtalon kertaluku: yhtélossé esiintyvin tuntemattoman funktion de-
rivaattojen korkein kertaluku.

Differentiaaliyhtilo: F(x,y,y/,...,y™) =0, y=y(z) jay=2

4.1 Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtilo

F(z,y,y) =0, y=ylx) ja y=7
Normaalimuoto: iy = f(z,y)

Huomautus. Kaikki 1. kertaluvun differentiaaliyht&lot eivét ole saatettavissa nor-
maalimuotoon.

Differentiaaliyhtélon ' = f(x,y) ratkaisu valilla I = [a,b] on funktio y = y(x),
jolle ¥/ (z) = f(z,y(x)) Vazel.

Yhtélon y' = f(x,y) yleinen ratkaisu on funktio y = y(z, ¢), joka jokaisella vakion
c arvolla on ko. yhtalon ratkaisu, ns. yksityisratkaisu.

Jos vaaditaan lisdksi jokin alkuehto y(xo) = yo, niin ¢ tulee tdysin méérittya ja
saadaan tietty yksityisratkaisu.

Seuraavaksi tarkastellaan erilaisia normaalimuotoisia differentiaaliyhtaloita.

Normaalimuotoiset differentiaaliyhtalot

y = f(z,y) (17)

Yhtalolla on aina alkuehdon toteuttava ratkaisu.

4.1.1 Separoituvat differentiaaliyhtalot

Separoituvassa differentiaaliyhtalossd muuttujat voidaan erottaa, ts. yhtilo on

muotoa d
= I(x)- g(y) = F(a,).
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Ratkaisumenettely:

Erotetaan muuttujat:

—— = f(z)dx (9(y) #0)

/ﬁdy—/f(a:)dm—irc,

josta y = y(x) voidaan ratkaista.

Integroidaan:

Huomioi erikseen tilanne g(y) = 0

Esimerkki 4.1.
W) +y=0

FEsimerkki 4.2.

y/ —_ _y2

Etsi yleinen ratkaisu seké sellainen yksityisratkaisu, joka toteuttaa ehdon
y(0) = 1.

Huomautus. Myds y(x) = 0 on yhtilén ¢’ = —y? eriis ratkaisu.

Tata ns. erikoisratkaisua ei saada yleensa yleisestéd ratkaisusta millaan vakion c
arvolla vaan se on huomioitava erikseen.

FEsimerkki 4.3.

d
(1+x2)~£+x(l+y)20

4.1.2 Ensimmaéisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtalo

o + p(x)y = q(x), missd p(x) ja q(x) jatkuvia. (18)
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Homogeeninen tapaus

1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtélé on homogeeninen, jos g(x) = 0. Siis
dy
=0. 19
o @)y (19)

Tama on separoituva ja ratkaistaan kuten edella:

d d

= —pla)-y & “l=p@)ds (5 #£0)
1

@/—dy:—/p(x)d:c <:>ln|y|:—/p(:c)da:+c'
)

o el — o= [ p(@)dzte & |yl = e~ Jp@)de

& y(x) = Ce JP@)de yleinen ratkaisu

FEsimerkki 4.4.
y —2y=0

Téydellinen 1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtilo

2L playy = q(a) (17

Lause 4.1. Jos y; = y1(x) on differentiaaliyhtilon (18) jokin ratkaisu (saatu
kokeilemalla) ja yo = yo(x) on yhtdlda (18) vastaavan homogeenisen tapauksen
(q(x) = 0) yleinen ratkaisu, niin yhtalén (18) yleinen ratkaisu on

y(x) = yo(r) + y1(2).

Ratkaisu y1(z) loydetidn kokeilemalla, kun q(z) on polynomi, €™, sin kz, cos kx
tar naiden tulo tai lineaarinen yhdiste.

Kokeilun/yritteen y;(x) muodostaminen
1) g(x) on x:n polynomi
Yrite: yi(x) = x:n polynomi (samaa astetta kuin ¢(z), kertoimet tunte-
mattomat).
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2) q(z) = ek f(x), missd f on z:n polynomi.
Yrite: yy(x) = € Q(z), missi Q(z) on z:n polynomi (samaa astetta kuin
f(zx), kertoimet tuntemattomat).

3) q(z) = Tsinkz + V cos kx
Yrite: y;(x) = Asinkx + Bcoskx

Huomautus.
Jos q(x) = sin kx, niin y;(x) = Asin kx + B cos kz.
Jos q(x) = cos kx, niin y, (x) = Asin kz + B cos kz.

4) q(x) on edellisten yhdiste tai tulo.

2. tapa lineaarisen differentiaaliyhtdlon (18) ratkaisemiseksi:
Y (@) + p(r)y(z) = q(x)

Kerrotaan puolittain lausekkeella e/ P(#) .

el POy (2) 4 p(x) - el PO E - y(2) = g(w) - I PO E

Saadaan: p
& (@) = gla) - 1

Integroidaan molemmat puolet x:n suhteen:
efp(x) dx . y(x) — /q(gj) . efP(CC) dzx dl'

= Tésta saadaan y(x) ratkaistua.

Esimerkki 4.5.
y —2y=2°—2x—3

Esimerkki 4.6.

dy 2 2 T
— ——y=zx°-e
der x Y
Esimerkki 4.7.
y/ + y = €2x
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4.1.3 Lineaarisen differentiaaliyhtélon erikoistapaus

Differentiaaliyhtdlé muotoa

d
—f W) +p@)fly) = alz), ylz) =7 (20)
missa f(y), p(z) ja g(x) ovat jatkuvia funktioita.

Eli muotoa

Ratkaistaan ensin f(y) kertomalla puolittain termilla e/ P dr Saadaan

/ d X X X i
d

& (el ) = gla) -l On o

Téstd f(y) ratkaistaan integroimalla yhtdld (21) z:n suhteen ja saadusta funk-
tiosta f(y) ratkaistaan puolestaan funktio y(z).

Esimerkki 4.8.

d 2
d—y +zylny = zye ™, alkuehto y(0) =1
x

4.1.4 Homogeeniset differentiaaliyhtélot

Differentiaaliyhtélé on homogeeninen, jos sen normaalimuoto sailyy muuttumat-
tomana, kun z ja y korvataan Az:lla ja \y:1la (A # 0 vakio). Siis

dy

&L= fwy) 22)

on homogeeninen, jos f(Ax, \y) = f(z,y).

Homogeeninen differentiaaliyhtdlé (22) on nyt muotoa

2-0(2)-1(.) g

Toisaalta differentiaaliyhtélo

M(z,y) de + N(z,y) dy = 0 (@ _ —M(w,m)

dr  N(z,y)
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on homogeeninen, jos M ja N ovat samanasteisia homogeenifunktioita.

Jokin funktio h(z,y) on k. astetta oleva homogeeninen funktio, jos
h(Ax, \y) = Nh(x,y).

Homogeenista differentiaaliyht&lod ratkaistaessa sijoitetaan (tuntemattoman
funktion vaihto)

y_ U (u = M =u(x)onx:n funktio)
x x
. dy du dy du
=7 i — =z _1. el
ja I u+x I (y U = I U+ dx)
vhtilosn (23)
dy y
Z_g(2 22
dr 7 <x> ’ (22)
jolloin saadaan
du du  g(u) —u
uta =g(u) & = = h(z,u).

Tamé on separoituva differentiaaliyhtéilé uuden tuntemattoman funktion wu(x)
suhteen. Téstd voidaan ratkaista normaalisti u(z) ja sen avulla saadaan

y(r) =z - u(z)
Esimerkki 4.9. 2 g
y© +2xy
I = PO x#0
Esimerkki 4.10.
dy
r—=x+y, x>0
dx

4.1.5 FEksaktit differentiaaliyhtéalot

Differentiaaliyht&lo
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (24)

)
on eksakti, jos on olemassa sellainen funktio g(z,y), ettd
(

y
dg(z,y)
y

dg(z,y)
ox

= M(z,y) ja

= N('T7y)
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Tésta saadaan, ettéd differentiaaliyhtélo (24) on eksakti, jos ja vain jos
OM(z,y) _ ON(z,y)
y - Ox

e

Eksaktin differentiaaliyhtédlon ratkaiseminen:

0 0
Etsitdan funktio g(z,y), jolla %9 m ja 99 _ N.
ox dy
Siis
g(x) = /de ja (muuttujaa z siséltava g(x,y) : n osa)
g9(y) = /Ndy (muuttujaa y sisaltava g(z,y) : n osa)

Néamé yhdistdmalla saadaan funktio ¢g(z,y) méadrittyd vakiotermia vaille.

Eksaktin differentiaaliyhtélon ratkaisut saadaan ratkaisemalla y yhtalosta
9(x,y) = 0.

Esimerkki 4.11.
(2% 4+ y*)dz + 2zy dy = 0 alkuehto y(1) = 1.

4.2  Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

F(z,y,y,y")=0 y(x) =7

Nyt y = y(z, ¢1, ¢2) on yleinen ratkaisu, jossa ¢; ja co ovat mielivaltaisia vakioita.
Jos asetetaan lisdksi ehdot y(xo) = yo ja ¥/ (x¢) = y1 (tai y(z1) = y1), niin vakiot
c1 ja co tulevat taysin méaarattya ja saadaan haluttu yksityisratkaisu.

4.2.1 Toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyht&lo

Homogeeninen tapaus

y' +p@)y + q(z)y =0 (25)

Lause 4.2. Yhtdlolli (25) on tasmalleen yksi annetut alkuehdot y(xo) = yo ja
Y (xg) = 1 toteuttava ratkaisu.
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Vakiokertoiminen 2. kertaluvun homogeeninen lineaarinen differentiaaliyhtélo

Yy +ay +by=0 (26)
Yrite:

yzer‘az
= y/:,rer:c ja y//:r26ra:

sijoitetaan yrite yhtdloon (26)

= %" +are™ + bye™ =0 (27)
s (rPHar+be* =0
& rP+ar+b=0 (28)

Tama on ns. karakteristinen yhtalo, josta r ratkaistaan.

Eri tapauksia:

1. Karakteristisen yhtélon (28) juuret ovat reaaliset ja erisuuret

2 1
r“+ar+b=0 & r=
T9

Télloin yhtélon (26) ratkaisuja ovat

() = en?
yaz) = €™y
Differentiaaliyhtélon (26) yleinen ratkaisu:

y(x) = Cre"* 4+ Coe™*, 1,0y € R.

FEsimerkki 4.12.
y" +5y + 6y =0
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Ratkaisu:

Yrite: y(x) =€

= () =re" jay(v) =r’e™
& i 4 5re’™ 4 6" =0
& (rP+5r+6)e*=0
& P45 +6=0
541 {—2
= r=——Y"_
2 -3

Differentiaaliyhtilon y” + 5y + 6y = 0 ratkaisuja ovat y(x) = e %* ja
Yo () = 737,

Differentiaaliyhtdlon yleinen ratkaisu on y(x) = Cie™ 2+ Che 3%, C,Cy €
R.

. Karakteristisen yhtélon (28) juuret reaaliset ja yhté suuret.
PPrar+b=0 & r=r=rn
Nyt
yi(x) = e

on yhtélon (26) erds ratkaisu. Toiseksi ratkaisuksi kdy funktio

yo(x) = xe™.
Talloin yhtélon (26) yleinen ratkaisu on

y(z) = Che™ + Coxe™
Esimerkki 4.13.
y' =4y +4y =0

Ratkaisu:

Yrite: y(z) =€

= y/(l’) — Temv ja y// — 7,,267"2
S r2e™ —4re™ 4 4™ =0
o= (7‘2 —4r+4)e™ =0
& rP—dr4+4=0
4 4++/0
= r= 2\/_ =2 (kaksinkertainen)
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Differentiaaliyhtilon y” — 4y’ + 4y = 0 eris ratkaisu on y;(z) = €** ja

toiseksi ratkaisuksi kiy yo(z) = ze®®.

Differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on y(z) = C1e?* + Cyxe**, C1,Cy €
R.

. Karakteristisen yhtdlon (28) juuret eivét ole reaalisia eli
P+ar+b=0 & r=atif
Télloin yhtélon (26) ratkaisuja ovat
yi1(x) = e*cosfr ja ys(x) = e*sinfr.
Differentiaaliyhtdlon (26) yleinen ratkaisu téssé tapauksessa on

y(x) = C1e™* cos fx + Cre™* sin fx
= () cos Bz + Cysin fx).

FEsimerkki 4.14.
y' — 4y + 13y =0

Ratkaisu:

Yrite: y(x) =e€™
y(@) =re’™ jay'(z) = e’
r2e’ — 4re™ + 13" =0
(r* —4r +13)e™ =0
r?—4r+13=0
_4+V/-36 4+6
2 2
a=2 ja =3

R

T =2+ 3

Differentiaaliyhtilon y” — 4y’ + 13y = 0 ratkaisuja ovat y;(z) = €2* cos 3z
ja ya(x) = *
Differentiaaliyhtdlon yleinen ratkaisu on y(z) = C1e** cos (32)+Cye?® sin (3z)
= e2*(C} cos (3x) + Cysin (32)), C1,Cy € R.

sin 3.
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Téydellinen 2. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtéalé

y' 4+ plx)y +q(z)y = r(x) (29)

Lause 4.3. Yhtdlon (29) yleinen ratkaisu y = yo + y1, missa yo on yhtaloa (29)
vastaavan homogeenisen yhtdlon (ts. r(xz) = 0) yleinen ratkaisu ja y; on yhtalon
(29) jokin yksityisratkaisu (loytyy kokeilemalla).

Vakiokertoiminen 2. kertaluvun tdydellinen lineaarinen differentiaaliyhtélo

y' 4+ ay' + by =r(z) (30)

Kun a ja b ovat vakioita, niin yo 16ydetaan helposti (kuten edelld). Ongelmana
on y:n loytdminen.
Kokeilun /yritteen 3, (z) muodostaminen:

1. r(x) on muuttujan x polynomi

Yrite: yi(x) = z:m polynomi (samaa astetta kuin r(z), kertoimet tunte-
mattomat).

2. r(r) = e f(z), missi f on muuttujan z polynomi.

Yrite: y1(z) = e¥*Q(x), missi Q(x) on zn polynomi (samaa astetta kuin
f(z), kertoimet tuntemattomat).

3. r(z) =Tsinkx + V coskx
Yrite: y;(x) = Asinkx + B cos kx

Huomautus.
Jos r(x) = sin kx, niin y;(x) = Asin kx + B cos kzx.
Jos r(x) = cos kx, niin y;(x) = Asin kz + B cos kx.

4. r(z) on edellisten yhdiste tai tulo.
Esimerkki 4.15.

Ratkaisu:

1° Homogeeninen tapaus:
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= karakteristinen yhtdl: 7?41 =0
& r=-1=i & r=+i=0=%i
= a=0ja g=1

Differentiaaliyhtélon (32) yleinen ratkaisu on

yo(z) = C1e% cos (1x) + Coe® sin (12) = Cy cosx + Cysinx, Cp,Cy € R.

2° Yrite: y1(x) = Az +B = y(r)=Ajay" =0

Sijoitetaan ylld olevat yhtdloon (31), jolloin saadaan

A=1
O+Az+B=2 = = @) ==
B=0

Siis differentiaaliyhtélén (31) erds ratkaisu on yy(z) =«

3° Differentiaaliyhtdlon (31) yleinen ratkaisu on

y(x) = yo(z) + y1(x) = Crcosz + Cysinx + x, C1,Cy € R.

FEsimerkki 4.16.
y' + 2y +y=e*(9r+1) (33)

Ratkaisu:

1° Homogeeninen tapaus:
y'+2 +y=0 (34)

= karakteristinen yhtilo: 4+ 2r +1=0

2 Vi
L2V

r —1 (kaksinkertainen)

Differentiaaliyhtélon (34) yleinen ratkaisu on

yo(x) = Cre ™ + Cyze™™, C1,Cy € R.
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2° Yrite:
y1(z) = e*(Az + B)
=  yi(z) =2*(Ar + B) +e* - A
= e**(2Az + 2B + A)
= yl(z) =2e*(2Az + 2B + A) + e** - 24
= e*(4Ax + 4B + 24 + 2A)
= ¥ (4Azx + 4A + 4B)

Sijoitetaan ylld olevat yhtdloon (33), jolloin saadaan

e**(4Ax + 4A + 4B) + 2¢* (2Az + 2B + A) + *(Ax + B) = ¥ (92 + 1)

& ¥ (9Ar +6A+9B) = *(9z + 1)
9A=9 = A=1

{6A+9B:1 = 9B=1-6A=-5 & B=

Nyt differentiaaliyhtélon (33) erés ratkaisu on y;(x) = €**(

3¢ Sifferentiaaliyhtélon (33) yleinen ratkaisu on

5)
y(x) = yo(x) + y1(z) = Cre™™ + Chwe™™ + ¥ (z — §), C,Cy €R.

Esimerkki 4.17.
y" +4y = 6sinx + 9cosx

Esimerkki 4.18.
y”—4y:$2+6z
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5 Differenssiyhtalot

Funktion y, = f(t) arvoja tarkastellaan ajanhetkena ¢ (yo, y1,-..).
Funktion f(t) ei tarvitse olla jatkuva funktio.
Aikaa tarkastellaan diskreettind, mieluummin periodina kuin pisteené.
Differenssioperaattori A kuvaa funktion y muutosta ajan suhteen:
Ay; = Yi1 — Yy (1. differenssi)
APy, = A(Ay) = Ayrr — ) = WYrv2 = Y1) — Werr — W)

Ay = A(A y,)

Esimerkki 5.1.
Ay, =2, Ay, = —0,1y,

5.1 Ensimmaéisen kertaluvun differenssiyhtalot

Tarkoituksena 10ytaa jokin y; = f(t) siten, ettéd differenssiyhtélé toteutuu.
Yhtalo siséltdd vain ensimmaisia differenssejé.

Téydellinen muoto: a1ys+1 — agys = ¢, a; ja c vakioita.

Homogeeninen muoto: aiy;+1 — agy; = 0, a; vakioita.

5.1.1 Homogeenisen muodon ratkaiseminen:

a1Yi+1 — aoyr =0
Yritetddn ratkaisua y, = A(D') sijoittamalla se differenssiyhtdloon. Saadaan
ap Ab'T — g Abt =0 | (AbY)

karakteristinen yhtalo:
arb—ag=0

Téstd saadaan yleinen ratkaisu y, = Ab', kun b on ratkaistu. Yksityisratkaisu
saadaan alkuehdolla yy = ..., jolloin A ratkeaa.
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Esimerkki 5.2. Ratkaise y;11 — 5y = 0 alkuehdolla yy = 5.

5.1.2 Taydellisen muodon ratkaiseminen:

A1Yt+1 — QoY = C

Yleinen ratkaisu y; = vy, + yp, missd y, on vastaavan homogeenisen muodon
yleinen ratkaisu ja y, kokeilemalla saatu jokin ratkaisu taydelliselle muodolle.

Kokeilu: Yritetdén ensin y, = k (vakio), jos tdmé ei toimi yritetdén y, = kt,
sitten y, = kt* jne (kokeilusta pyritdén ratkaisemaan vakio k).

Esimerkk: 5.3. Ratkaise y;11 — 5y, = 1 alkuehdolla yo = %.

5.2  Toisen kertaluvun differenssiyhtalot

Yhtilot, joissa esiintyy toista differenssia A2

Yksityisratkaisuun tarvitaan kaksi alkuehtoa yo =...jay; =....
Téydellinen muoto: asys1o + a1ys11 + aoyr = ¢, a; ja c vakioita.

Homogeeninen muoto: asy;io + a1yis1 + agys = 0,  a; vakioita.
5.2.1 Homogeenisen muodon ratkaiseminen:

agY+2 + @1Ye1 + aoye = 0
Yritetdéan ratkaisua y, = A(b') sijoittamalla se differenssiyhtaloon. Saadaan
CLQAbtJrQ + &1Abt+l -+ aoAbt =0 ‘ . Abt
Karakteristinen yhtalo:

ash® + a1b+ ag = 0,

josta ratkaistaan b.
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Eri tapauksia:

1. Karakteristisen yhtalon juuret ovat reaaliset ja erisuuret.
ab* +ab+ay=0 < :{

Talloin homogeenisen muodon yleinen ratkaisu on

yr = At + Agbl
Esimerkki 5.4. Ratkaise y;10+vy:11 —2y; = 0 alkuehdoilla yg = 4 jay; = 5.

2. Karakteristisella yhtalolla kaksinkertainen reaalijuuri.
b’ +ab+ag=0 < b=b =b
Talloin homogeenisen muodon yleinen ratkaisu on
Y = A0+ Asb't
3. Karakteristisen yhtalon juuret eivit ole reaalisia.
ab?  +ab+ap=0 < b=a+if
Talloin homogeenisen muodon yleinen ratkaisu on

v = Ai(a+iB)" + As(a —iB)’

Yksityisratkaisut saadaan, kun alkuehtojen perusteella ratkaistaan vakiot A; ja
As.

5.2.2 Taydellisen muodon ratkaiseminen:

AoYt+2 + A1Yi+1 + QoY = C

Yleinen ratkaisu y; = vy, + yp, missd y;, on vastaavan homogeenisen muodon
yleinen ratkaisu ja y, kokeilemalla saatu jokin ratkaisu téydelliselle muodolle.

Kokeilu: Yritetdén ensin y, = k (vakio), jos tdmé ei toimi yritetdén y, = kt,
sitten y, = kt? jne (kokeilusta pyritdén ratkaisemaan vakio k).

Yksityisratkaisu saadaan, kun alkuehtojen perusteella ratkaistaan vakiot A; ja
As.

Esimerkki 5.5. Ratkaise y;10 + yir1 — 2y, = 12 alkuehdoilla yg = 4 ja y; = 5.
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