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1 Kertausta kurssilta Lukuteoria ja ryhmat

(N&ité asioita kerrataan vain tarpeen mukaan.)

Maaritelma 1.1. Kokonaislukujen joukossa 7 maéaritellyn ekvivalenssire-
laation
tRycrz=y (modm)& m|x—y

ekvivalenssiluokkia kutsutaan jadnndsluokiksi modulo m. Luvun y maaraé-
maésta jaannosluokasta modulo m kiytetdan merkintaéd

yl={z€Z|z=y (m)}.

Kaikki erilliset jadnnosluokat (mod m) ovat {[0],[1],[2],..., [m — 1]}. Tésta
joukosta kdytetddn merkintad Z,, = {[0], [1],[2],...,[m — 1]}

Masritelma 1.2. Jaannosluokkaa [a] (mod m) sanotaan alkuluokaksi
(mod m), mikali syt(a, m) = 1. Alkuluokkien joukkoa merkitédén 77 .

Miten jadnnosluokilla lasketaan?

Jﬁsxza (m)jay=0b (m),niinz+y=a+0b (m) jaxy = ab (m). Niin
la] + [b]
[a] (0]

[a+0b] ja
[ab]

Maaritelma 1.3. Olkoot G # () ja (%) joukon G bindérinen operaatio eli
a*b € G aina, kun a,b € G. Pari (G, x) on ryhmd (group), mikéli seuraavat
kolme ehtoa toteutuvat:
1. () on assosiatiivinen eli
(axb)*xc=ax(bxc)

aina, kun a, b, c € G}



2. Joukossa G on sellainen alkio e, ettd
axe=e*xa=a

aina, kun a € G. Alkiota e kutsutaan neutraali- tai ykkésalkioksi (iden-
tity /neutral element);

3. Aina, kun a € G, on olemassa sellainen alkio a=! € G, etté
-1 ~1

a*xa =a *xa = e.

Alkiota a~! kutsutaan alkion a kddnteisalkioksi (inverse element).

Jos liséksi (G, x) toteuttaa ehdon

4. axb=>bxa aina, kun a,b € G eli () on kommutatiivinen,

niin kyseessé on Abelin ryhmd eli kommutatiivinen ryhma.

Lause 1.4.
1. Pari (Zp,+) on Abelin ryhmd.
2. Pari (77,,) on Abelin ryhmd.
Madéritelma 1.5. Olkoon (G,*) ryhméa ja H C G, H # (). Jos (H,x)

on ryhmaé, sitd sanotaan ryhmdn (G, *) aliryhmdksi (subgroup); merkitaan
(H,*) < (G,x*) tai lyhyemmin H < G.

Lause 1.6 (Aliryhmékriteeri). Olkoot (G, *) ryhmdi ja H C G, H # (. Nyt
H < G jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. a,be H=axbe H;

2.a€c H=a'eH.
Seuraus 1.7. Olkoot (G, *) ryhmd ja H C G, H # 0. Tdalloin H < G jos
ja vain jos ehto

3. abe H=axblcH

on votmassa.



Maaritelma 1.8. Olkoon (H,*) < (G,*) ja a € G. Joukkoa

aH =axH = {axh|h e H} sanotaan alkion a mddraamdksi aliryhmdan H
vasemmaksi sivuluokaksi (left coset).

Joukkoa Ha = H xa = {h*a|h € H} sanotaan alkion a mddrdidmdksi
aliryhman H oikeaksi sivuluokaksi (right coset). Oikeilla sivuluokilla on voi-
massa samat ominaisuudet kuin vasemmilla sivuluokilla.

Lause 1.9. Olkoon G ryhma, H < G ja ayH,axH, ... aliryhmdn H vasem-
mat swuluokat ryhmdassa G.

Tdlloin
G = U aiH
ja aina joko a;H (Na;H =0 tai a;H = a;H.

Lisdksi, jos b € aH, nitn bH = aH. Siten hH = eH = H kaikilla h € H.

Lause 1.10 (Lagrangen lause). Olkoot G ddrellinen ryhmd, H < G ja n
aliryhmdn H vasempien siwuluokkien lukumddrd ryhmdssa G. Tdlloin

|G| =nl|H],

ts. aarellisessd ryhmdssd aliryhmdn kertaluku jakaa ryhmdn kertaluvun.

Maaritelma 1.11. Olkoon G ryhma ja a € G. Télloin joukko
H={d"|ke7)}

on alkion a generoima syklinen ryhmd (cyclic group); merkitddn H = (a).
Alkio a on generoija (generator).

Lause 1.12. Olkoot G ryhma ja a € G sekd n pienin sellainen posititvinen
kokonaisluku, ettd a™ = e. Tdlloin |(a)| = n.

Lause 1.13. Jos G on ddrellinen ryhmd, niin o/ = e kaikilla a € G.

Maaritelma 1.14. Olkoon N < G. Aliryhméd N sanotaan normaaliksi,
mikéli aN = Na aina, kun a € GG. Tall6in merkitadan N < G.



Lause 1.15. Ryhmdn G aliryhmd N on normaali jos ja vain jos

aNa™' €N aina, kun a € G.

Huomautus. Abelin ryhmén jokainen aliryhmé& on normaali.

Olkoon nyt (N,x*) < (G, *). Sivuluokkien joukossa {aN | a € G} voidaan
mééritelld operaatio (-) seuraavasti:

aN -bN = (a*b) N.

Néin saatu operaatio (-) on hyvin mddritelty (well-defined) eli se ei ole riip-
puvainen sivuluokkien aN ja bN edustajista. Lisdksi sivuluokkien joukko
{aN | a € G} yhdessé kyseisen operaation kanssa on ryhma.

Lause 1.16. Olkoon G ryhmd ja N < G. Tdlloin ({aN |a € G},-) on
ryhmd.

Maaritelma 1.17. Edelld esiteltya paria ({aN | a € G}, -) kutsutaan ryh-
man G tekijaryhmdaksi normaalin aliryhmédn N suhteen (factor group/quotient
group of G by N). Kyseisestd ryhmésta kiytetddn merkintdd G/N.

Maaritelma 1.18. Olkoot (G,-) ja (H,*) ryhmid. Kuvausta f : G — H
sanotaan ryhmdhomomorfismiksi ryhmalta G ryhmaélle H, mikéli

fla-b) = f(a)* f(b)

aina, kun a,b € G.

Lause 1.19. Olkoon f : G — H ryhmahomomorfismi ja olkoot eq ja ep
ryhmien G ja H neutraalialkiot. Tdalloin

fleq) =en Jja fla™h) = (f(a)™

aina, kun a € G.

Maaritelma 1.20. Olkoon f: G — H kuvaus, S C G jaT C H. Joukon
S kuva kuvauksessa f on joukko f(S) = {f(s)|s € S}.
Joukon T alkukuva kuvauksessa f on joukko f~Y(T)={g€ G| f(g) € T}.
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Maaritelma 1.21. Olkoon f: G — H homomorfismi. Joukkoa
Im(f) = f(G) = {f(x) |z € G}

sanotaan homomorfismin f kuvaksi (the image of f) ja joukkoa
Ker(f) ={x e G| f(z) = en}

sanotaan homomormismin f ytimeksi (the kernel of f).

Lause 1.22.
1. Ker(f) <G, ja
2. Im(f) < H.

Maaritelma 1.23. Ryhmit (G, +) ja (H,*) ovat isomorfiset eli rakenneyh-
taldiset (G and H are isomorphic), mikili on olemassa bijektio f : G — H,
joka toteuttaa ehdon f(a-b) = f(a) * f(b) aina, kun a,b € G (eli f on bi-

jektiivinen homomorfismi). Talloin merkitadn G = H ja sanotaan, ettd f on

ryhmdisomorfismi (a group isomorphism).

Lause 1.24 (Homomorfismien peruslause). Olkoon f : G — H homomor-

fismi. Tdalldin

G/Ker(f) = Im(f).



2 Renkaat

2.1 Renkaiden teoriaa
Maaritelma 2.1.1. Kolmikko (R, +,-) on rengas (ring), mikali

1. (R,+) on Abelin ryhmé (ns. additiivinen ryhmd):
e (+) on bindédrinen operaatio joukossa R eli a + b € R kaikilla
a,b e R.

e (+) on assosiatiivinen operaatio eli a+ (b+c¢) = (a+0b) + ¢ kaikilla
a,b,ce R.

e Joukossa R on neutraalialkio operaation (+) suhteen eli on ole-
massa sellainen alkio 0 € R, ettd a+0 = 0+ a = a kaikilla a € R.
Tata alkiota nimitetadn renkaan R nolla-alkioksi.

e Jokaisella joukon R alkiolla on olemassa kdanteisalkio joukossa R
operaation (+) suhteen eli jokaiselle @ € R on olemassa sellainen
alkio —a € R, ettd a + (—a) = —a + a = 0. T&té kidnteisalkiota
nimitetdan alkion a vasta-alkioks:.

e (+) on kommutatiivinen operaatio eli a+b = b+a kaikilla a, b € R.
2. (R,-) on monoidi:

e () on binéérinen operaatio joukossa R eli a-b € R kaikilla a,b € R.

e () on assosiatiivinen operaatio eli a - (b-¢) = (a - b) - ¢ kaikilla
a,b,c € R.

e Joukossa R on neutraalialkio operaation (-) suhteen eli on olemas-
sa sellainen alkio 1 € R, ettd a-1 = 1-a = a kaikilla a € R. Tata
alkiota nimitetaan renkaan R ykkosalkioks:.

3. Seuraavat distributiivisuus- eli osittelulait ovat voimassa:

a-(b+c)=a-b+a-c ja
(a+b)-c=a-c+b-c

aina, kun a,b,c € R.

Liséksi rengasta sanotaan kommutatiiviseksi, mikali se on kommutatiivinen
operaation (-) suhteen eli jos a-b =10 - a aina, kun a,b € R.
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Huomautus. Renkaan ykkosalkio on yksikésitteinen.

Jatkossa operaation () tuloksesta a - b kiytetaan lyhyempad merkintéé ab.

Esimerkki. Esimerkiksi (Z,+, ), (Zm,+,+), (R, +,") ja (C, +, ) ovat renkai-
ta.

Lause 2.1.2. Olkoot R rengas, a,b ja ¢ joukon R alkioita sekd O renkaan
R nolla-alkio. Tdlloin

1. 0a =a0 =0y
2. a(=b) = (—a)b = —(ab);
3. (—a)(—b) = ab;

4. a(b—c)=ab—ac ja (a —b)c = ac — be.

Huomautus: merkinndlld b — ¢ tarkoitetaan yhteenlaskua b+ (—c).
Todistus. Luennolla.
Maéiritelma 2.1.3. Olkoot (R, +,) rengas ja § # S C R. Jos (S,+,)

on rengas, jolla on sama ykkosalkio kuin renkaalla R, niin sitd sanotaan ren-
kaan R alirenkaaksi (subring).

Lause 2.1.4 (Alirengaskriteeri). Renkaan (R,+,-) ei-tyhji osajoukko S on
renkaan R alirengas jos ja vain jos

1.a,beS=a—-bes;
2. a,be S =abe S,
3. 1p€S.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. |S| | |R)|



2.2 Ideaali

Maaritelmé 2.2.1. Renkaan (R, +, -) ei-tyhjé osajoukko I on ideaali (ideal),
mikali

1. (I,+) < (R,+);

2. ra€l jaar €l aina, kuna € [ jar € R.

Huomautus.

e Renkaalla on aina triviaalit ideaalit R ja {0}

o [I]||R|

Lause 2.2.2. Jos I on renkaan R ideaali ja 1z € I, niin [ = R.
Todistus. Luennolla

Lause 2.2.3. Jos I ja J ovatl renkaan R ideaaleja, niin tdlloin myds niiden
leikkaus I N J ja summa

I+J={a+blacl,be J}
ovat ideaaleja.
Todistus. Luennolla.

Huomautus. Edellinen tulos voidaan yleistdd useammalle ideaalille, leik-
kauksen tapauksessa jopa adédrettémén monelle.

Maaritelma 2.2.4. Jos (R,+,-) on rengas ja a € R, niin suppeinta ide-
aalia, joka sisdltda alkion a, sanotaan alkion a generoimaksi padideaaliksi
(principal ideal) ja siitd kdytetdan merkintdd (a). Toisin sanoen alkion a
generoima padideaali on sellainen ideaali, joka sisdltda alkion a ja sisdltyy
kaikkiin muihin alkion a siséltdviin renkaan R ideaaleihin.

Huomautus. Ykkosalkion méardamé péadideaali on koko rengas R.
Nolla-alkion méardédma péédideaali on {0}.
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Lause 2.2.5. Jos (R,+,) on kommutatiivinen rengas ja a € R, niin
(a) = Ra = {ra | r € R}.

Todistus. Luennolla.

Lause 2.2.6. Renkaan (Z,+,-) jokainen ideaali on pddideaali.

Todistus. Luennolla.

Maaritelma 2.2.7. Rengas (R, +,-) on padideaalirengas (principal ideal
ring), jos sen jokainen ideaali on pééideaali.

Mairitelma 2.2.8. Renkaan (R, +, ) ideaali M on maksimaalinen, mikali
1. M # R;

2. jos I on renkaan R ideaali ja M C [ C R, niin [ = R.

(Siis M on laajin mahdollinen renkaan R aito ideaali.)

Ongelma. Tiedetaén, ettd renkaan (Z, +, -) kaikki ideaalit ovat padideaaleja.
Millaiset péaaideaalit ovat maksimaalisia ideaaleja?

Lause 2.2.9. Renkaan (Z,+,-) maksimaalisia ideaaleja ovat tarkalleen ne
padideaalit (p), missi p on alkuluku.

Todistus. Luennolla.
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2.3 Tekijarengas

Samalla tavoin kuin ryhmélle maériteltiin tekijaryhma, voidaan renkaalle
madritella tekijarengas. Tekijaryhmét muodostettiin normaalien aliryhmien
suhteen, jolloin sivuluokkien joukossa oli mahdollista maéritella laskutoimi-
tus. Tekijarenkaan tapauksessa on pystyttava maéritteleméaédn kaksi laskutoi-
mitusta, yhteen- ja kertolasku.

Olkoon [ renkaan (R, +,-) ideaali, jolloin (I,+) < (R,+). Nyt (R,+) on
Abelin ryhmé, joten (I,+) < (R, +). Siten tekijaryhmé (R/I,+) on olemas-
sa. Tekijaryhmén alkioina ovat sivuluokat r +1 = {r + z | « € I}, missi
r € R, ja sivuluokkien yhteenlasku maééritelldén siten, etta
(rm+I1)+(ro+1)=(r1+re) +1

aina, kun r1,ry € R. Talloin ryhmén (R/K,+) nolla-alkio on 0 + I = I ja
alkion a + I € R/K vasta-alkio on (—a) + I.

Maééritellddn sivuluokkien vélinen kertolasku (-) siten, etta
(ri+1)-(ro+1)=(rirg) + 1
aina, kun 71,79 € R. Osoitetaan, ettd nédin maéaritelty kertolasku on hyvin-
maaritelty. Jos a1 +1 =bi+1jaas+1 =by+ 1, niinay € by+1 jaas € bo+1,
joten ay; = by + i1 ja as = by + 19 joillakin 71,15 € I. Talloin
(a1 +1)-(as+ 1) =aras+ 1 = (by +i1)(ba +i2) + 1
= (biby + byia + 11by +dyia) + 1
= (biby + 1) + (byiz + I) + (i1bo + I) + (iria + 1)
= (b +1)+O0+1)+(O0+1)+(0+1)
=bby+1=(b+1) (bo+ 1),

silla byig, 41bo, 129 € I, koska I on ideaali. Tulo on siis riippumaton sivu-
luokkien edustajista.

Lause 2.3.1. Olkoon I renkaan (R,+,-) ideaali ja R/I = {r+1|r € R},
missi r+ 1 = {r+ x| x € I}. Tdlloin (R/I,+,-) on rengas, missi (+) ja
() ovat edelld madritellyt sivuluokkien yhteen- ja kertolasku.

Todistus. Osoitetaan, ettd méaritelmén 2.1.1 ehdot toteutuvat.
1. (a) Olkoon a+ I, b+ 1 € R/I. Télléin
(a+ D)+ (b+1)=(a+b)+1€R/I
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(b) Olkoon a+ 1, b+ 1, c+ 1 € R/I. Talloin

a+(b+c)+1
a+b)+c)+1
a+b)+1I)+(c+1)
a+1)+b+1)+ (c+1).

~~ T/~

(c) Nyt 0O+1=1¢€R/I ja
O+ +(@a+D)=(a+1)=(a+1)+(0+1)

kaikilla a + I € R/I, joten 0+ I = I on nolla-alkio joukossa R/I.
(d) Olkoon a+ I € R/I. Talloin (—a) + 1 =—a+1 € R/I ja

(a+I)+(—a+I)=(a—a)+1=0+I=(—a+I1)+(a+1),

joten —a + I on alkion a + I vasta-alkio joukossa R/I.
(e) Olkoon a+1I, b+ 1 € R/I. Télloin

(a+1)+b+1)=(a+b)+I1=(b+a)+1=0b+1)+ (a+1).

Kohtien (a)-(e) nojalla (R/I,+) on Abelin ryhma.

2. (a) Olkoon a+1I, b+1 € R/I. Talléin (a+1)-(b+1) = ab+1 € R/I.
(b) Olkoon a + I, b+ 1, c+ 1 € R/I. Tillsin

(a+1)-((b+1)-(c+1)=(a+1I)-(bc+1)
=a(bc) + 1 = (ab)c+ I
=(ab+1)-(c+1)
=(a+I)-(b+1)) (c+1).

(c) Nyt 1+1 € R/I ja
I+ -(a+)=(a+1)=(a+1)-(1+1)

kaikilla a + I € R/I, joten 1 + I on ykkdosalkio joukossa R/I.
Kohtien (a)-(c) nojalla (R/I,-) on monoidi.

13



3. Olkoona+ 1, b+ 1, c+1 € R/I. Tall6in

(a+1)- (b+ D)+ (c+I)=(a+1)-((b+c)+1)
=alb+c)+1=(ab+ac)+1
= (ab+ 1)+ (ac+ 1)
=(a+1)-(b+I1)+(a+1I) - (c+1)
ja
((a+I)+(b+1)) (c+I)=((a+b)+1I)-(c+1)
=(a+b)c+1=(ac+bc)+1
= (ac+ 1) + (be+ 1)
=(a+1)-(c+1)+(b+1I) (c+1).

Kohtien 1-3 nojalla (R/I,+, ) on rengas.

Huomautus. Jos (R, +,-) on kommutatiivinen rengas, niin myos tekijirengas
(R/I,+,-) on kommutatiivinen rengas, silla talléin

(a+1)-(b+1)=ab+IT=ba+1=(b+1) (a+1)

kaikillaa+ I, b+ 1 € R/K.
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2.4 Rengashomomorfismi

Maaritelmé 2.4.1. Olkoon (R, +, ) ja (R, &, ®) renkaita. Télléin kuvaus-
ta f: R — R’ sanotaan rengashomomorfismiksi (ring homomorphism), jos
se tayttaa seuraavat ehdot:

1. fla+b)= f(a)® f(b) kaikilla a,b € R,
2. f(ab) = f(a) ® f(b) kaikilla a,b € R,

3. f(1g) = 1.

Huomautus. Jos f on rengashomomorfismi, niin mééaritelméan kohdan 1 no-
jalla f on my6s ryhmédhomomorfismi (R, +) — (R, ®). Téten kurssilla Lu-
kuteoria ja ryhmaét todistetun lauseen nojalla pétee

f(Ogr) =0p ja
f(—=a) = —f(a) kaikilla a € R.

Lisdksi, kohdista 2 ja 3 seuraa, etti jos a~! on olemassa, niin

fa™) = f(a)™! kaikilla @ € R.

Maaritelméa 2.4.2. Olkoon f: R — R kuvaus, S C R ja S’ C R'. Joukon
S kuva (image) kuvauksessa f on joukko f(S) = {f(s)|s € S}.
Lisdksi joukon S’ alkukuva (inverse image/preimage) kuvauksessa f on jouk-

ko f[7Y(S")={re R]| f(r) € S'}.
Lause 2.4.3. Olkoon f : (R,+,-) — (R',®,®) rengashomomorfismi. Tdl-
loin seuraavat vditteet pdatevdt.
1. Jos S on renkaan R alirengas, niin f(S) on renkaan R’ alirengas.
2. Jos S’ on renkaan R’ alirengas, niin f~(S’) on renkaan R alirengas.
3. Jos I on renkaan R ideaali, niin f(I) on renkaan f(R) ideaali.
4. Jos I' on renkaan R’ ideaali, niin f~'(I') on renkaan R ideaali.
Todistus.

1. Olkoon S renkaan (R, +,-) alirengas. Selvisti f(S) C R/, ja f(S) # 0,
silla 0 € S, joten f(0r) € f(S). Olkoon ¢,d € f(S). Télléin on
olemassa sellaiset a,b € S, ettd ¢ = f(a) ja d = f(b).
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(a) Koska S on renkaan R alirengas, niin a — b € S. Téllin

fla=b) = fla+(=b)) € f(S).

Kuvaus f on rengashomomorfismi, joten
c®(=d) = fla) @ (=f (b)) = fla) ® f(=b) = fla+(=D)) € f(5).

(b) Koska S on renkaan alirengas, niin a-b € S. Siispé f(a-b) € f(.5).
Koska f on rengashomomorfismi, niin

cOd= f(a)© f(b) = fla-b) € f(5).

(c) Koska S on renkaan R alirengas, niin 1z € S. Koska f on rengas-
homomorfismi, niin

1r = f(1r) € f(95).

Nyt kohtien (a)—(c) ja alirengaskriteerin nojalla f(S) on renkaan R’
alirengas.

. Olkoon S’ renkaan R’ alirengas. Selviisti f~1(S’) C R. Nyt f on rengas-
homomorfismi ja S’ on renkaan R’ alirengas, joten f(0r) = Or € 5.
Néin ollen 0r € f~1(9’), joten f~1(S’) # 0. Olkoot a,b € f~1(5"),
jolloin f(a), f(b) € S'.

(a) Koska S” on renkaan R’ alirengas, niin f(a) ® (—f(b)) € S’. Koska
f on rengashomomorfismi, niin

fla=b) = fla+ (=b)) = fa) & f(=b) = fa) & (= f()) € 5"

Néin ollen a — b € f~1(9").

(b) Koska S” on renkaan R’ alirengas, niin f(a) ® f(b) € S’. Koska f
on rengashomomorfismi, niin

fla-b) = f(a) © f(b) € 5"
Néin ollen a - b € f~1(5").

(c) Koska S" on renkaan R’ alirengas, niin 1z € S’. Koska f on ren-
gashomomorfismi, niin

f(]-R) =1pr € S’

Néin ollen 1 € f~1(9).

16



Nyt kohtien (a)—(c) ja alirengaskriteerin nojalla f~!(S’) on renkaan R
alirengas.

3. Olkoon I renkaan R ideaali. Talloin O € I, joten ) # I C R. Nain
ollen ) # f(I) C f(R). Koska R on renkaan R alirengas, niin edelld
todistetun kohdan 1. nojalla f(R) on renkaan R’ alirengas. Siispa f(R)
on rengas.

(a) Olkoon c¢,d € f(I). Téalloin on olemassa sellaiset a,b € I, etta
¢ = f(a) jad = f(b). Koska I on renkaan R ideaali, niin a —b € I
eli f(a—10b) € f(I). Koska f on rengashomomorfismi, niin

c® (=d) = fla) & (= (b)) = fa) ® f(=b) = fla—0) € f(I).
Siispé (f(1), ®) < (f(R), ®).

(b) Olkoon x € f(I) ja s € f(R). Télloin on olemassa sellaiset a € [
jar € R, ettd o = f(a) jas = f(r). Koska I on renkaan R ideaali,
niin a-r, r-a € I, jolloin f(a-r), f(r-a) € f(I). Koska f on
rengashomomorfismi, niin

rOs=fla)O f(r)= fla-r)e f(I)
ja
sOr=[(r)© fla) = f(r-a) € f(I).
Kohtien (a) ja (b) nojalla f(I) on renkaan f(R) ideaali.
4. Olkoon I’ renkaan R’ ideaali. Talloin O € I’, joten koska f(0Or) = O/,
niin 0z € f~1(I'). Siispa @ # f~1(I') C R.

(a) Olkoon a,b € f~Y(I"). Téallsin f(a), f(b) € I'. Koska I’ on renkaan
R’ ideaali, niin f(a) ® (—f(b)) € I'. Koska f on rengashomomor-
fismi, niin

fla=0b) = fla+(=b)) = f(a) ® f(=b) = f(a) B (- f(b)) € I".
Niin ollen a — b € f~1(I'). Siispa (f~1(I'),+) < (R, +).

(b) Olkoon a € f~!(I") jar € R. Talléin f(a) € I' ja f(r) € R'. Koska
I’ on renkaan R’ ideaali, niin f(a) ® f(r) € I' ja f(r)® f(a) € I'.
Koska f on rengashomomorfismi, niin

fla-r)=fla)® f(r)el
ja

fr-a)=f(r)o fla) €I
Siispd a-r, r-a € f71(I").
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Kohtien (a) ja (b) nojalla f~1(I’) on renkaan R ideaali.

Maéiritelma 2.4.4. Rengashomomorfismia f : R — R’ sanotaan rengasi-
somorfismiksi (ring isomorphism), jos f on bijektio. Rengasta R sanotaan
isomorfiseksi renkaan R’ kanssa, jos on olemassa jokin isomorfismi R — R'.
Talloin merkitdin R = R/.
Huomautus. Erikoistapauksissa homomorfismeilla on omat nimensé:

e monomorfismi = injektiivinen homomorfismi,

e cpimorfismi = surjektiivinen homomorfismi,

e endomorfismi = homomorfismi joukolta itselleen,

e automorfismi = isomorfismi joukolta itselleen.

Maaritelma 2.4.5. Olkoon f : R — R’ rengashomomorfismi. Homomor-
fismin f ydin (kernel) on joukko

Ker(f) ={re R| f(r) = Or}.

Homomorfismin f kuva (image) on joukko

Im(f) ={f(r)[r e R}.

Lause 2.4.6. Jos f : R — R’ on rengashomomorfismi, niin

1. Ker(f) on renkaan R ideaal,

2. Im(f) on renkaan R’ alirengas.

Todistus.

1. Koska Ker(f) = f~'({0g}) ja {Or } on renkaan R’ ideaali, niin lauseen
2.4.3 kohdan 4 nojalla Ker(f) on renkaan R ideaali.

2. Koska Im(f) = f(R) ja R on renkaan R alirengas, niin lauseen 2.4.3

kohdan 1 nojalla Im(f) on renkaan R’ alirengas.

Lause 2.4.7 (Renkaiden homomorfismilause). Jos f : (R, +,-) = (R',®,®)
on rengashomomorfismi, niin

R/Ker(f) = Im(f).
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Todistus. Olkoon f : (R,+,) = (R',®,®) rengashomomorfismi ja merki-
tadn K = Ker(f). Mééaritellddn kuvaus F': R/K — Im(f) siten, ettd

Fla+ K) = f(a)

kaikilla a € R. Osoitetaan, ettd kuvaus on hyvinmaaritelty. Olkoon a,b € R
jaa+ K =b+ K. Talloin b € a+ K eli b = a + k jollakin k € K. Koska f
on ryhméhomomorfismi ja k € K = Ker(f), niin

Fb+K) = fb) = fla+k) = fla)® f(k) = fla) ®0r = f(a) = Fla+ K).

Siis jos a+ K = b+ K, niin F(a+K) = F(b+K), joten F' on hyvinmééritelty.

1.

3.

Olkoon = € I'm(f). Talloin on olemassa sellainen a € R, ettd z = f(a).
Nyt
z = fla) = Fla+ K),

missd a + K € R/K, joten F': R/K — Im(f) on surjektio.
Olkoon a+ K, b+ K € R/K ja F(a+K) = F(b+ K). Talloin kuvauksen

F maéritelmén mukaan f(a) = f(b), joten koska f on rengashomomor-
fismi, niin

Op = fla) & (=f(b) = fla) & f(=b) = fla—b).

Siispd a — b € K. Néin ollen (a —b) + K = K, josta saadaan lisddmalla
puolittain b 4 K, etta

b+ K)+((a—b)+K)=b+K
eli a + K = b+ K. Niin ollen F' on injektio.

(a) Olkoon a + K,b+ K € R/K. Koska f on rengashomomorfismi,
niin
Flla+K)+(b+K))=F((a+b)+K)=fla+b)= f(a)® f(b)

=Fla+K)® F(b+ K).

(b) Olkoon a + K,b+ K € R/K. Koska f on rengashomomorfismi,

niin

F((a+ K)(b+ K)) = F((ab) + K) = f(ab) = f(a) © f(b)
= Fla+ K)® F(b+ K).
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(c) Nyt 1z + K on tekijarenkaan R/K ykkosalkio, ja 1r on myos
renkaan R’ alirenkaan I'm(f) ykkosalkio. Koska f on rengashomo-
morfisimi, niin

F(lp+ K) = f(1r) = 1

Kohtien (a)-(c) nojalla F' on rengashomomorfismi R/K — Im(f).

Kohtien 1-3 nojalla F' on rengasisomorfismi R/K — Im(f) ja néin ollen
R/Ker(f) = Im(f).

Maaritelmé 2.4.8. Olkoon (R, +, -) rengas ja a € R. Kun n on positiivinen
kokonaisluku, niin merkintd na on lyhennysmerkintd summalle a 4 ... + a,
missé alkioita a on n kappaletta. Alkio na on renkaan alkion a n. monikerta.
Ykkosalkiota kayttden voidaan alkio na esittdd renkaan operaationa, nimit-
tdin na = (nl)-a = (1+ ...+ 1) - a. Negatiivisilla kokonaisluvun n arvoilla
alkio na on alkion |n|a vasta-alkio eli na = —a + (—a) + (—a) + ... + (—a),
missé alkioita —a on n kappaletta.

Lause 2.4.9. Olkoot m jan kokonaislukuja. TallGin renkaan (R, +,-) alkiot
toteuttavat seuravat laskulait:
1. (m+n)a =ma+ na,
(mn)a = m(na),
n(a + b) = na + nb,
n(a-b) = (na)-b=a-(nb),

SRS

(na) - (mb) = (nm)(a - b),
aina, kun m,n € Z ja a,b € R.

Todistus. Harjoitustehtava.
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2.5 Kokonaisalue

Maaritelmé 2.5.1. Renkaan (R, +,-) nolla-alkiosta eroava alkio a on ren-
kaan R nollanjakaja, jos renkaassa R on sellainen nolla-alkiosta eroava alkio
b,ettd ab=0 tai ba=0.

Maaritelma 2.5.2. Kommutatiivista rengasta, jossa ei ole nollanjakajia,
sanotaan kokonaisalueeksi.

Esimerkk:.

e Rengas (Z,+, ) on kokonaisalue.

e Rengas (Z4,+, ") ei ole kokonaisalue.

Lause 2.5.3. Olkoon (R,+,") kokonaisalue ja a € R, a # 0. Tdlloin

ab=ac=b=c ja
ba =ca=0b=c.

Todistus. Luennolla.
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3 Kuntien teoriaa

Maaritelma 3.1. Kommutatiivista rengasta (K, +,-) sanotaan kunnaksi
(field), mikali (K \ {0},-) on Abelin ryhmé. Ryhmé (K \ {0}, -) on kunnan
multiplikatiivinen ryhmd ja ryhmé (K, +) on kunnan additiivinen ryhmd.

Toisin sanoen (K, +,-) on kunta, jos seuraavat ehdot toteutuvat.

1. (K,+) on Abelin ryhmaé:

e (+) on bindérinen operaatio joukossa K eli a + b € K kaikilla

a,be K.

e (+) on assosiatiivinen operaatio eli a+ (b+c) = (a+b) + ¢ kaikilla
a,b,ce K.

e On olemassa nolla-alkio 0 € K, jolle 0 + a = a + 0 = a kaikilla
a€ K.

e Jokaiselle a € K on olemassa vasta-alkio —a € K, jolle pétee
a+(—a)=-a+a=0.

e (+) on kommutatiivinen operaatio eli a+b = b+a kaikilla a,b € K.
2. Operaatiolle (-) patevit seuraavat ehdot:

e (-) on bindérinen operaatio joukossa K eli a-b € K kaikilla

a,be K.

e () on assosiatiivinen operaatio eli a - (b-¢) = (a - b) - ¢ kaikilla
a,b,ce K.

e On olemassa ykkosalkio 1 € K, jolle 1-a = a -1 = a kaikilla
a€ K.

e Jokaiselle a € K \ {0} on olemassa kadnteisalkio a™' € K \ {0},
jolle pitee a-at=a"t!-a=1.

e (-) on kommutatiivinen operaatio eli a-b = b - a kaikilla a,b € K.
3. Osittelulait patevat:

e a-(b+c)=a-b+a-ckaikilla a,b,c € K.
o (a+b)-c=a-c+b-ckaikilla a,b,c € K.
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Huomautus. Olkoon (K, +,-) kommutatiivinen rengas. Mikali talloin jokai-
selle a € K \ {0} on olemassa kiiinteisalkio a=! € K \ {0}, niin t#lléin () on
bindérinen operaatio joukossa K \ {0}.

Lause 3.2. Jadanndsluokkarengas (Z,,+,+) on kunta tarkalleen silloin, kun
n on alkuluku.
Todistus. Luennolla.

Maéritelma 3.3. Kunnan (K, +, ) osajoukko F' # () on kunnan K alikun-
ta, jos (F,+,-) on kunta.

Lause 3.4 (Alikuntakriteeri). Kunnan (K,+,-) osajoukko F # 0 on kun-
nan K alikunta jos ja vain jos seuraavat ehdot pdtevdt:

1. Osajoukossa F' on vihintddin kaksi alkiota,

2. a—b=a+(-b) € F kaikilla a,b € F ja

3. 3= a-bt € F kaikilla a,b € F,b+# 0.

Todistus. Luennolla.

Maéritelma 3.5. Jos (K, +,-) ja (K',®,®) ovat kuntia, niin rengashomo-
morfismia [ : K — K’ sanotaan kuntahomomorfismiksi. Rengasisomorfismia
f: K — K’ sanotaan kuntaisomorfismiksi.

Masritelma 3.6. Adrellisen kunnan (K, +,-) ykkosalkion 1 additiivista
kertalukua sanotaan kunnan karakteristikaksi, merkitdan char K. Siis char K
on pienin positiivinen kokonaisluku n, joka toteuttaa ehdon nl = 0 (char K
on siis alkion 1 kertaluku ryhméssé (K, +)).

Huomautus. Karakteristika voidaan maéritella néin jo kokonaisalueen ta-
pauksessa.

Lause 3.7.
1. Adrellisen kunnan karakteristika on véilttamdtti alkuluku.

2. Jos kunnan (K, +, ) karakteristika on alkuluku p ja a € K, niin pa = 0.

23



Todistus. Luennolla.

Lause 3.8. Jokaisen ddrellisen kunnan (K,+,-) kertaluku on p™, missdi p
on alkuluku ja n > 1. Talloin char K = p. Lisdksi samaa kertalukua olevat
kunnat ovat keskenddn isomorfisia.

Todistus. Todistus kurssilla Permutaatiot, kunnat ja Galois’n teoria.

Jos kunnan kertaluku on p™, missa p on alkuluku ja n € Z,, niin kyseisesta
kunnasta kiytetddan merkintdd GF(p™) ja sitd kutsutaan Galois'n kunnaksi
kertalukua p™ (Galois field of order p™). Voidaan myos todistaa, ettd muita
aarellisia kuntia ei ole olemassa.

Tutkitaan lopuksi hieman renkaiden ja kuntien vilistda suhdetta.

Lause 3.9. Kunnan (K,+,-) ainoat ideaalit ovat (0) ja K.

Todistus. Luennolla.

Lause 3.10. Olkoon (R, +,-) kommutatiivinen rengas, jonka ainoat ideaalit
ovat (0) ja R (triviaalit ideaalit). Tdlloin (R,+,-) on kunta.

Todistus. Luennolla.

Kommutatiivisesta renkaasta voidaan aina laajentaa kunta sen maksimaali-
sen ideaalin avulla seuraavalla tavalla:

Lause 3.11 (Kuntalaajennuslause). Olkoon (R, +,-) kommutatiivinen ren-
gas ja M renkaan R maksimaalinen ideaali. Tdlloin tekijarengas R/M on
kunta.

Todistus. Koska R on kommutatiivinen rengas, niin R/M on myts kommu-
tatiivinen rengas. Osoitetaan, ettd (R/M \ {0 + M}, ) on Abelin ryhma.
Koska R/M on kommutatiivinen rengas, riittdé osoittaa, etté jokaiselle teki-
jarenkaan nolla-alkiosta eroavalle alkiolle on olemassa kianteisalkio joukossa
R/M\ {0+ M}.

Olkoon a + M € R/M jaa+ M # 0+ M. Télléin a ¢ 0+ M = M, joten
(a) # M. Lauseen 2.2.3 nojalla M+ (a) on renkaan R ideaali ja M C M +(a).
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Koska M on renkaan R maksimaalinen ideaali, niin M + (a) = R, ja edelleen
lauseen 2.2.5 nojalla R = M + Ra.

Nyt 1 € Relil € M + Ra, joten 1 = m + ra joillakin m € M jar € R.
Télloin tekijarenkaan R/M ykkosalkio

1+M=m+ra)+M=m+M)+ (ra+M)=(0+ M)+ (ra+ M)
=ra+M=(r+M) - (a+ M).

Koska tekijarengas R/M on kommutatiivinen, niin myos
(a+M)-(r+M)=1+ M.

Néain ollen 74+ M on alkion a+ M kdanteisalkio ja luonnollisesti r+M # 04+ M.

Kéanteisalkion olemassaolon seurauksena sivuluokkien tulo on bindérinen

operaatio joukossa R/M \ {0 + M} ja niin ollen (R/M \ {0+ M},-) on
Abelin ryhma. Siispé tekijarengas (R/M,+,-) on kunta.

Huomautus. Kunta (K, +,-) on aina kokonaisalue.
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4 Polynomirengas

4.1 Polynomirenkaan teoriaa

Maéritelmé 4.1.1. Olkoon (K, +, ) kunta. Merkitdén
K[l‘] = {anxn‘i‘anflxnil +...+ax+ a ’ a; € K,n > 0}

Téamaéan joukon alkioita kutsutaan K -kertoimisikst polynomeiksi ja koko jouk-
koa K [z] varustettuna polynomien yhteen- ja kertolaskulla polynomiren-
kaaksi kunnan K suhteen (the ring of polynomials in x over K'); merkitdéan

(K [‘T] , +, )
Huomautus. Polynomirengas (K[x], +, ) on rakenteeltaan kommutatiivinen
rengas.

e Nolla-alkio on nollapolynomi f(x) =0, 0 € K.

e Ykkosalkio on vakiopolynomi g(xz) =1, 1 € K.

Maaritelma 4.1.2. Olkoon K kunta. Jos
f(z) = anz™ + ap_12" ' + ...+ ayx + ag € K]
ja a, # 0, niin kyseisen polynomin aste on n; merkitdan deg f(z) = n.

Edelleen, jos a # 0, niin vakiopolynomin f(x) = a aste on nolla eli deg a = 0.
Sovitaan lisdksi, ettd deg 0 = —oo.

Miiritelma 4.1.3. Olkoon f(z) = ap,2™ +an, 12" 1+ ...+ as2® + ayx + ag
polynomirenkaan K[z| polynomi ja a, # 0. Télléin kerroin a,, on polynomin
f(x) johtava kerroin.

Polynomia f(x) sanotaan pddpolynomiksi (principal polynomial), jos sen joh-
tava kerroin on kunnan (K, +,-) ykkdosalkio.

Lause 4.1.4. Jos f(z),g(x) € K|x], niin

deg (f(v)-g(x)) =deg f(x)+deg g(x).

Todistus. Luennolla
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Lause 4.1.5 (Jakoalgoritmi polynomeille). Mikdli f(x),g(x) € Klx] sekd
g(x) # 0 (nollapolynomsi), niin on olemassa sellaiset yksikasitteiset polynomit
q(x),r(x) € K[z], ettd

f(x) = q(x)g(x) + r(z),

ja deg r(x) < deg g(x).
Todistus. Olkoon f(x),g(x) € K[z] ja g(x) # 0.

1. Olemassaolo. Tarkastellaan joukkoa

S = {f(z) — s(@)g(a) | s(x) € K]z},
Selvasti ) # S C KJz]. Olkoon r(z) € S polynomi, jonka aste on
mahdollisimman pieni. Nyt r(z) = f(z) —q(z)g(z) jollakin ¢(x) € K|x]
eli f(z) = q(x)g(x) + r(x). Osoitetaan, etta deg r(z) < deg g(x).
Vastaoletus: deg r(z) > deg g(z). Merkitdan r(z) = ra™ + ...+ 19 ja

g(x) = bpx™+ ...+ by, missé r,, # 0 ja b, # 0. Vastaoletuksen nojalla
n > m. Talléin k(x) = b, lr,2" ™ € K[z]. Olkoon

=r(z) — k(z)g(z)
= 2™ . 1o — b " (b ™ A bo)
=72+ 1 — (e b b ™).

t(x

~—

Siis deg t(x) < n eli deg t(x) < deg r(z). Toisaalta
t(x) = r(x) — k(z)g(z) = f(z) - Q(l’)g(x) — k(x)g(z)
= f(x) = la(z) + k(2)]g(x) € S,

miké on ristiriita polynomin r(z) valinnan kanssa. Siispd vastaoletus
on vadrd, joten deg r(z) < deg ¢g(x).

(x)+r(z) voidaan esittia

issil ¢'(x),7'(x) € Klz] ja
)) < deg g(x). Toisaalta
(

) —d'(x)g(x))

2. Yksikasitteisyys. Oletetaan, ettd f(x) = q(z
my6s muodossa f(z) = ¢'(z)g(x) + (),
deg 7'(x) < deg g(x). Selvésti deg (r(x) —

(r(z)
r(z) —r'(z) = (f(z) — q(x)g(x)) -
= [d'(z) — q(x)]g(z).
Siten deg (r(z) — r'(x)) = deg (¢'(x) — q(x)) + deg g(x). TAméa on

mahdollista vain, kun deg (¢'(z) — ¢(x)) = —o0, joten ¢'(x) — q(z) = 0
eli ¢'(z) = q(z). Talloin my6s r(x)—r'(z) = 0-g(x) = 0 elir(z) = r'(x).

)9
r'(x
(f

E%
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Maéritelméi 4.1.6. Jos f(z) = a2™+...+a1x+ap € K[z] ja o € K seki
fla)=a,a" + ...+ aa+ a9 =0,

niin v on polynomin f(z) nollakohta (tai yhtalon f(z) = 0 juuri).

Huomautus. Polynomirenkaan K[z]| 1. asteen polynomilla on aina nollakoh-
ta kunnassa K.

Maéritelma 4.1.7. Jos f(z),g(z) € K[z] ja
f(x) = q(x)g(x) erddlla ¢(z) € K],
niin sanotaan, etta g(z) jakaa polynomin f(x). Merkitddn g(z) | f(x).

Lause 4.1.8. Olkoot f(z) € K[z] ja o € K. Tdllgin
fl@) =0 (z—a)| f(z).

Todistus. Luennolla

Maaritelmé 4.1.9. Polynomi f(x) € K|[z]| on jaoton (irreducible) polyno-
mirenkaassa K[z], mikéli deg f(x) > 1 ja polynomia f ei voida esittdd kahden
positiivista astetta olevan polynomin tulona polynomirenkaassa K [x].

Lause 4.1.10. Olkoon f(z) € K|x] ja deg f(z) = 2 tai deg f(z) = 3.
Tdllgin f(x) on jaoton jos ja vain jos silld ei ole nollakohtaa kunnassa K.

Todistus. Luennolla

Luennolla annetaan esimerkki neljinnen asteen reaalipolynomista, joka on
jaollinen, mutta jolla ei ole reaalisia nollakohtia.

Lause 4.1.11. Olkoon f(z) € Klz|. Jos deg f(x) = n, niin polynomilla
f(z) on korkeintaan n nollakohtaa kunnassa K.

Todistus. Luennolla

Huomautus. Olkoon (K, +,-) kunta. Talloin K[z] on kommutatiivinen ren-
gas. Jos f(z) € K[x], niin Lauseen 2.2.5 nojalla

(f(2)) = Kla] - f(x) = {k(2) - f(2) | k(x) € Kx]}.
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Lause 4.1.12. Olkoon K kunta. Polynomirenkaan K|z| jokainen ideaali on
pddideaals.

Todistus. Luennolla.

Huomautus. Jos I on polynomirenkaan (K[z],+, ) ideaali, niin I = (f(z)),
missé f(x) on jokin padpolynomi.

Lause 4.1.13. Jos p(z) € K[x] on jaoton polynomi, niin (p(x)) on renkaan
K[x] maksimaalinen ideaali.

Todistus. Luennolla.

Seuraus 4.1.14. Jos K on kunta ja p(z) on polynomirenkaan K|x] jaoton
polynomi, niin tekijirengas K[x]/ (p(x)) on kunta.

Ylla esitetty seuraus antaa menetelmén kuntalaajennuksen konstruointiin
(esimerkkeja luennolla).

4.2 Polynomien suurin yhteinen tekija

Maéritelma 4.2.1. Olkoon f(z),g(x) € K[z] polynomeja, joista ainakin
toinen on nolla-alkiosta eroava. Polynomien f(z) ja g(x) suurin yhteinen
tekiji (greatest common divisor) syt(f(z),g(x)) on polynomi d(z) € K|x],
joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. d(x) on pa#apolynomi.

2. d(x) | f(x) jad(x) | g(x).

3. Jos h(z) | f(x) ja h(z) | g(z), niin h(z) | d(z).
Lause 4.2.2. Jos f(z),9(x) € Klz], f(x) # 0 ja g(x) # 0, niin suurin
yhteinen tekiji syt(f(x), g(x)) = d(z) € K|x] on olemassa ja se on yksikd-
sitteinen. Lisdksi tdlldin on olemassa sellaiset polynomit a(x),b(z) € K|x],
etti d(x) = syt(f(z), g(x)) = a(x) f(z) + b(z)g(x).
Todistus. Olkoon f(z),g(x) € Klz], f(z) # 0, g(x) # 0 ja

I = {r(2)f(2) + s(0)g(x) | r(x), s(x) € K[a]}.
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Selvésti I on polynomirenkaan K[z] epatyhja osajoukko. Osoitetaan, ettd [
on renkaan K [z] ideaali.

1. Olkoon iy (z),iz(z) € I, jolloin

i(x) = ri(x)f(2) + s1(2)g(x)
ja
ia(x) = ra(x) f(2) + s2(2)g(x)
joillakin r1(x), r2(x), s1(x), s2(x) € K[x]. Talloin
i(x) — ia(x) = [r(x) = rao(2)] f(2) + [s1(2) — s2(2)]g(x) € I,
joten (I,+) < (K[z], +).

2. Olkoon i(z) € I jak(zx) € K|x]. Nyti(x) = r(x)f(x)+s(x)g(x) joillakin
r(x),s(z) € K[z], jolloin

Liséksi i(z)k(z) = k(z)i(z) € I, silld K[z] on kommutatiivinen rengas.

Kohtien 1 ja 2 nojalla I on polynomirenkaan K [x] ideaali.

Lauseen 4.1.12 ja sen huomautuksen nojalla on olemassa sellainen paapoly-
nomi d(z) € K[z], ettd I = (d(x)). Koska

f(@),9(x) € I = (d(z)) = Klx] - d(x),

niin d(z) | f(x) ja d(z) | g(x). Polynomi d(x) on siis polynomien f(z) ja g(x)
yhteinen tekijd. Koska d(z) € I, niin on olemassa sellaiset a(x),b(z) € K|x],
etta

A(x) = a(2) f(2) + bx)g ()

Jos h(z) | f(x) ja h(z) | g(x), niin h(x) | a(z)f(x) ja h(z) | b(x)g(x), ja siten
h(z) | a(z) f(z) + b(z)g(z)

eli h(x) | d(z). Néain ollen d(x) = syt(f(z), g(x)).

Osoitetaan vield suurimman yhteisen tekijan yksikésitteisyys. Olkoon siis

d(z) = syt(f(z),g(x)) ja d'(x) = syt(f(z),g(x)). Koska d(x) on syt, niin
méadritelmén 4.2.1 nojalla d'(x) | d(x). Toisaalta, koska d'(x) on syt, niin
d(z) | d'(z). Koska seké d(z) ettéd d'(x) ovat pdépolynomeja, niin d(z) = d'(z).
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Polynomien f(x) ja g(z) suurin yhteinen tekiji saadaan mééréttyd kiyt-
tamaélla samanlaista menettelyd kuin kokonaislukujen tapauksessa. Prosessi
tunnetaan Eukleideen algoritmina. Menetelméssa sovelletaan jakoalgorit-
mia toistuvasti.

Oletetaan, ettd f(z) # 0 ja g(x) # 0. Nyt
f

~—

(x) = qo(z) - f(x) +r1(z), missd 0 < degri(x) < deg f(x)
q1(x) - ri(x) + ro(z), missd 0 < degry(x) < degry(x)

7’1(1’) q2

- Q
I

(x
q2(x) - ro(x) + r3(z), missd 0 < degrs(x) < degrye(z)
q3(x) - r3(x) + ry(z), missd 0 < degry(x) < degrs(z)

Tk(2) = Qi1 () - i1 (x) + (), missd 0 < degrpi2(z) < degriy1(x)

Te41(T) = Gy () - Trpa().

Télloin viimeinen jakaja 742(x) on polynomien f(z) ja g(x) suurin yhtei-
nen tekijd. Edellistd yhtaloryhméa takautuvasti kidyttamalla polynomien f(x)
ja g(x) suurin yhteinen tekija d(x) = rpyo(x) voidaan kirjoittaa muodossa

d(z) = a(z)f(x) + b(x)g(x).

Méaritelma 4.2.3. Jos polynomien f(z) ja g(x) € K[x] suurin yhteinen
tekija on 1, niin sanotaan, ettd f(x) ja g(x) ovat keskenddn jaottomia poly-
nomeja (relatively prime polynomials).

Lause 4.2.4. Jos f(z),g(z) € K[z] ovat keskendin jaottomia polynomeja,
niin a(x) f(z) + b(x)g(x) = 1 joillakin a(x),b(x) € K|x].

Kidntden, jos a(z)f(x) +b(z)g(x) = 1 joillakin a(x),b(z) € K[z], niin f(x)
ja g(x) ovat keskenddn jaottomia.

Todistus. Luennolla.
Lause 4.2.5. Jos q(z) ja f(z) ovat keskenddn jaottomia polynomeja, ja

a(@) | f(@)g(x), nitn tillin q(x) | g(x).

Todistus. Luennolla.
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5 Osamaarakunta

Tarkennetaan hieman rationaalilukujen ja rationaalifunktioiden késitteita ja
sitd kautta niilld operointia.

Maaritelma 5.1. Olkoon (D, +,-) kokonaisalue ja a,b,c,d € D, b # 0,
d # 0. Asetetaan relaatio
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Lause 5.2. Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa
D=Dx(D\{0})=A{(a,b) |ae D,be D\ {0}}.
Todistus. Olkoon a,c,e € D jab,d, f € D\ {0}.
1. Nyt (a,b) ~ (a,b), silld ab = ba, koska D on kommutatiivinen rengas.
2. Olkoon (a,b) ~ (¢,d) eli ad = be. Télléin ¢b = da, joten (¢, d) ~ (a,b).

3. Olkoon (a,b) ~ (¢,d) ja (c,d) ~ (e, f) eli ad = be ja cf = de. Télléin
adcf = bede eli afde = bedce, joten lauseen 2.5.3 nojalla af = be. Siispa
(a,b) ~ (e, f).

Maaritelma 5.3. Ekvivalenssiluokille
[(a,b)] = [a,b] = {(c,d) € D | (c,d) ~ (a,b)}
sovitaan yhteenlasku
la1, b1] + [ag, ba] = [a1ba + asgby, b1bs]

ja kertolasku
[al,bﬂ : [a2,bz] = [a1a2, 5152]

aina, kun (al, bl) s (CLQ, bQ) e D.
Merkitaan viela
a/b= % =la,b] ja Q(D)={a/b|(a,b) € D} ={[a,] | (a,b) € D}.

Télloin laskutoimitukset voidaan kirjoittaa muodossa

aq a9 . Clle + (lgbl

n ok bib
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ja
a1

by

a2 a1a2

by biby

kalkllla 42
by

bl € Q(D).

Lisdaksi suoraan maéaritelmésta seuraa, ettd supistamis- ja laventamislait

da
db

ac

be o

_a a4 _
=7 ;=

ovat voimassa.

Lause 5.4. Kolmikko (Q(D),+,-) on kunta.
Todistus.

Osoitetaan, ettd méadritelmén 3.1 ehdot toteutuvat.

L. ()Olkoon EQ( ). Talloin
a ¢ ad+cd
7t 9= T c QD).
(b) Olkoon %,C—Ci,? Q(D). Tallsin
a _a cf +ed a(df) + (cf + ed)b
i (v7) =3 (5) ="
(d—l—cb)f—I—e(bd)i ad + cb e
arr ()
_(a ¢ e
—(z+a)+7
(€) Nyt 3 € Q(D) ja
0 a O0b+al a i @ 0 al+0b a
I TR S S T S

kaikilla % € Q(D), joten nolla-alkio on g Liséksi

0 0

2 —10,1=10,d] = -

0.1] = 0.0 =

kaikilla a € D\ {0}, sillai 0a =0=0-1 eli (0

a e D)\ {0}.
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(d) Olkoon % € Q(D). Tillsin _Ta € Q(D) ja

a —a ab+(—a)b ab—ab 0 O

b b b? b? b2

seka,
—a a (-a)b+ab —ab4ab O

b b b2 b2 b2

joten alkion % = [a, b] vasta-alkio on

)

0
1

—% - _T“ eli —[a,b] = [~a,b].
(e) Olkoon %’CEZ € Q(D). Talloin
E+E:ad+cb:cb+adzg+g.
b d bd b d b
(a) Olkoon %cfz € Q(D). Tallsin
a cC ac
b b 9P
(b) Olkoon % 2; € Q(D). Tallsin

Lo _lo_a ol a_a
1 b 1 b b 1 bl b
1
kaikilla & e Q(D), joten ykkosalkio on T Liséksi
1 a
1.1 = i

kaikilla a € D \ {0}, silla 1a = a = al eli (a,a) ~ (1,1) kaikilla
a € D)\ {0}.
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b
(d) Olkoon % € Q(D)\ {2} Tillsin ~ € Q(D) \ {2} ja
a b ab ab 1 i b a ba ba 1
b'a ba ab 1 a'b ab ba 1
joten alkion ¢ [a, b] kidanteisalkio on
(%)1 _ 2 eli [a,b]~" = [b,a].
(e) Olkoon %’CEZ € Q(D). Téllsin
a ¢ _ac _ca ¢ a
b'd bd db d b
3. Olkoon %, 2,% € Q(D). Talloin
a (c e\ a (cf+ed\ alcf+ed) acf+aed
()= ) e - e
_ (ac)(bf) + (ae)(bd) ac ae a c a e
T Gd0f)  bd b b d b ]
ja
a ¢\ e ad+cb\ e (ad+cble ade+ cbe
(—+—)._:( )._: _
b d/ f bd f (bd) f bdf
_ (ae)(df) + (ce)(bf) _ae ce a e c e
(b.f)(df) Sof df b f d f

Kohtien 1-3 nojalla (Q(D), +, -) on kunta.

Maéritelma 5.5. Olkoon (D, +,-) kokonaisalue. Télloin kunta Q(D) on
kokonaisalueen D osamdadrdikunta (quotient field, field of fractions).

Lause 5.6. Olkoon (D, +,-) kokonaisalue. Tdlloin
{[a,l]\aED}:{%MED}%D.

Todistus. Merkitdén A = {[a,1] | a € D} ja osoitetaan ensin, ettd A on
renkaan (D) alirengas.
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1. Olkoon [a, 1], [b,1] € A. Téll6in

(a,1] — [b,1] = [a,1] + [=b,1] = [(a — b),1] € A

2. Olkoon [a,1],[b,1] € A. Tall6in [a,1] - [b,1] = [(a-b),1] € A.

3. Renkaan Q(D) ykkosalkio on [1,1] ja [1,1] € A.

Kohtien 1-3 ja alirengaskriteerin nojalla A on renkaan Q(D) alirengas. Eri-
tyisesti siis (A, +, ) on rengas.

Maéritelldén kuvaus f : (A, +,-) = (D, +, ) siten, ettd f([a,1]) = a kaikilla
a € D. Osoitetaan, ettd f on rengasisomorfismi A — D.

1. Olkoon x € D. Télléin [z,1] € A ja f([x,1]) = z, joten f on surjektio.

2. Olkoon [a,1],[b,1] € A ja f([a,1]) = f([b,1]). Talléin a = b, joten
[a, 1] = [b, 1]. Siispa f on injektio.

3. (a) Olkoon [a,1],[b,1] € A. Télléin
f(la, 1]+ [0,1]) = f([(a +b),1]) = a+ b= f([a, 1]) + f([b, 1]).
(b) Olkoon [a, 1], [b, 1] € A. Tillsin
f([a,1] - [b,1]) = f([(a-b),1]) = a- b= f([a,1]) - f([b, 1]).

(c) Renkaan (A, +,-) ykkosalkio on [1,1], missd 1 € D on renkaan
(D, +,+) ykkosalkio. Nyt f([1,1]) = 1.

Kohtien (a)—(c) nojalla f on rengashomomorfismi.
Kohtien 1-3 nojalla f on rengasisomorfismi A — D, joten

A={a,1]|a€ D} = D.

Edellisen lauseen nojalla voidaan tehda samaistus a = a/1. Jos a,b € D ja
b~! on olemassa, niin



Maaritelma 5.7. Rationaalilukujen kunta Q = Q(Z).

Maaritelma 5.8.  K-kertoimisten rationaalifunktioiden kunta K (z) = Q (K [z]).

Huomautus. Rationaalifunktiot ovat muotoa f(x) = ——=, missi p(z) ja
q

q(z) ovat polynomeja.

Talloin patevat ylla esitetyt supistamis- ja laventamissaannot, jolloin esimer-
kiksi 24 . .

(x* — )x::c—ir 4t
(x — 1) 22 x x
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