TILASTOTIETEEN PERUSTEET, kl 2011

Luku 3: TILASTOLLINEN KUVAILU

Téssé luvussa esittelemme menetelmié, joilla havaintomatriisin yhden sarak-
keen eli yhden muuttujan havaintojen sisdltdmé informaatio kuvaillaan tau-
lukoiden, graafisten esitysten ja tunnuslukujen avulla.

3.1 Frekvenssijakauma

Muuttujan X yksiulotteisella frekvenssijakaumalla tarkoitetaan seuraa-
vanlaisen taulukon sisaltoa

X:n mahdolliset absoluuttinen  suhteellinen

arvot t. luokat frekvenssi  frekvenssi (%)
Ay my D1
A2 mo b2
AT m?“ pr
yhteensa n 100

Absoluuttinen frekvenssi m; kertoo arvon A; saaneiden tai luokkaan Aj
kuuluvien havaintoyksikkojen lukumaéaarén; £ =1,2,...,r € N.
Suhteellinen frekvenssi p, = my/n kertoo luokkaan Ay kuuluvien suhteel-
lisen osuuden, joka tavallisesti ilmaistaan prosentteina.

Tama esitystapa kay kaikilla mitta-asteikoilla. Luokittelu- ja jérjestysastei-
kon muuttujilla luokat ovat yleensd valmiina. Vialimatka- ja suhdeasteikon
muuttujille joutuu yleensé ensin suorittamaan arvojen luokittelun (ks. 3.6).

Esim. 3.1. Erédille tilastotieteen kurssille osallistuneiden TaTK:n opiskeli-
joiden koulutusohjelman jakauma oli seuraavanlainen:



koulutusohjelma  lkm %

markkinointi 25 38
kansantaloustiede 18 27
laskentatoimi 15 23
jokin muu 8 12
yhteensa 66 100

Jakauman moodi eli tyyppiarvo, merkitddn Mo, on se arvo tai luokka,
jonka frekvenssi on suurin.

Esimerkissa 3.1.koulutusohjelman jakauman moodi on “markkinointi”.

Seuraavassa esitetddn pylvaskuvio koulutusohjelman jakaumasta.
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Pystyssé olevien pylviiden hahmottaminen ja niiden suuruuksien vertailu ei
valttamaéatta toimi yhtd hyvin kuin vastaavan palkkikuvion palkkien, jotka
ovat alekkain vaakasuorassa olevia pylvaité.
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Huomattavasti tehokkaampi data-mustesuhde (data-ink ratio) luokitellun
muuttujan jakauman graafiselle esitykselle saadaan pisteviivakuvion (dot-
chart) avulla:

Markkinointi = |- N
KTT [ .-
Laskentatoimi [« o
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Opiskelijoita

Kaikissa em. kuvioissa voidaan absoluuttisten frekvenssien asemesta kuvata
eri luokkien suhteelliset frekvenssit.

Piirakkakuviota (pie chart) pidetdén perustellusti huonoimpana niista graa-
fisista esityksisté, joita yleisesti kiytetdan luokitellun frekvenssijakauman ku-
vaamiseen (ks. esim. http://www.stat.auckland.ac.nz/ “ihaka/courses/787/
lectures-presentation-graphics. pdf).

Lopuksi todettakoon, ettd kun luokkia on néinkin vdhan kuin téssé esimer-
kissé, niin tutkimusraportissa ison tilan vievin kuvion asemesta sdédstelidam-
pééa ja vahintddn yhté informatiivista on tyytyé yksinkertaiseen taulukkoon
tai sen sisdltdmén muutaman luvun esittdmiseen tekstissa.



3.2. Jatkuvat muuttujat: luokittelematon aineisto

Tarkastelemme nyt luonteeltaan jatkuvan vélimatka-asteikon muuttujan ja-
kauman kuvaamista erilaisia graafisia esitystapoja ja tunnuslukuja kéyttéaen.
Esimerkkiaineiston tarjoavat muuttujan PITUUSM mittaustulokset kl 2009 pi-
detyn kurssin “Tilastotieteen perusteet A” osallistujista (n = 50). R-ohjelmas-
sa funktiokutsulla sort (PITUUSM) suuruusjarjestykseen lajitellut havainnot
(cm) olivat:

[1] 157 159 160 160 160 160 160 160 161 161 163 164 165 165 165 165
[20] 167 167 168 168 170 170 170 171 172 172 174 175 175 175 176 176
[39] 178 180 182 182 182 182 183 185 186 188 188 193

Kun muuttujan X alkuperiiset havainnot x4, ..., z, jirjestetddn pienimmés-
td suurimpaan, niin kaytetdan merkintad

x(;) = jérjestyksessd i:nneksi pienin havaintoarvo, i =1,...,n,

jolloin (1) < w(g) < -+ < (). NAilld merkinnéilld mm. x(;) on muuttujan X
pienin arvo eli minimi ja z(,) suurin arvo eli maksimi, ja lukupari (1), Z())
on vaihteluvili. Téssé aineistossa vaihteluvili on (157 cm, 193 c¢m), joka
saadaan R-funktion range() avulla argumenttina PITUUSM.

Pituusarvojen runko-lehtikuvio saadaan funktiolla stem() ja on seuraavan
nékoinen

The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |

15 | 79

16 | 0000001134
16 | 55556667788
17 | 0001224

17 | 555666778
18 | 022223

18 | 5688

19 | 3

Sitten piirrdmme pistekuvion eli yksiulotteisen parvikuvion

[ T T T T 1
150 160 170 180 190 200
Pituus (cm)

166 166 166
176 177 177



Taméa kuvio noudattaa erinomaisesti kuuluisan tilastograafikon Edward R.
Tuften periaatetta: Above all else, show the data! Téta iskulausetta on sit-
temmin jatkettu: ... all the data, and nothing but the data.

3.3. Sijaintiluvut

Yksiulotteisen empiirisen jakauman tunnuslukuja ovat mm. sijainti- eli kes-
kiluvut, hajontaluvut, vinousluvut ja huipukkuusluvut.

Sijaintilukuja ovat mm. moodi, mediaani seké aritmeettinen keskiarvo. Ha-
jontalukuja ovat mm. vaihteluvili, kvartiilivéli ja keskihajonta.

Pituuden moodi néyttéisi olevan 160 cm, koska tdméa yksittdinen pituusarvo
néayttid esiintyvén aineistossa muita arvoja suuremmalla frekvenssilla. Jatku-
van muuttujan tapauksessa moodi kannattaa mieluummin méaaréita luokitel-
lusta aineistosta (ks. 3.6-3.8), koska varsinkin pienilla aineistoilla yksittéisista
havainnoista laskettu moodi voi olla hyvinkin satunnainen.

Jakauman mediaani, merk. Md, méaritellaan

(a) Md = Z(41)/2 kun n on pariton ja

(b) Md = (z(n/2) + Z(n/2+1))/2, kun n on parillinen.

Esimerkkiaineistossamme n = 50 on parillinen, joten mediaani on havain-
toarvojen x o5y = 170 ja x(26) = 170 keskiarvo eli Md = 170 cm.

Mediaani jakaa jérjestyksessd olevat havainnot keskeltd kahtia niin, etta puo-
let jakaumasta on sen vasemmalla ja puolet oikealla puolella.

Mediaani on seké arvoltaan ettd tulkinnaltaan erittédin stabiili tunnusluku.
Sen arvoon ei vaikuta jakauman muoto (esim. vinous tai paksuhéntiisyys)
eivatka jotkin muista havainnoista huomattavasti poikkeavat havainnot.

Jakauman kvartiilit jakavat jarjetetyt havainnot neljéian yhté suureen osaan:

e alakvartiili (); on sellainen X:n mahdollinen arvo, jonka vasemmalle
puolelle jaa 25% jakaumasta.

e keskikvartiili () = Md eli mediaani, ja

e ylidkvartiili ()3 on sellainen X:n mahdollinen arvo, jonka vasemmalle
puolelle jaa 75% jakaumasta.



Esimerkkiaineistossamme alakvartiili on @) = x(13y = 165 cm ja ylékvartiili
Qg = T(38) = 177 cm.

Kvartiilit ovat erikoistapaus laajemmasta sijaintilukujen luokasta, joita yh-
teisesti kutsutaan fraktiileiksi eli kvantiileiksi. Jakauman p-fraktiili on sel-
lainen muuttujan X mahdollinen arvo g,, jota pienempié arvoja havaintoai-
neistossa on p %. Téssa p:n el tarvitse olla kokonaisluku.

Huom. Laboratoriolddketieteessi kdytetdan usein 2.5%:n ja 97.5% fraktii-
leja rajaamaan jonkin kliiniskemiallisen tai fysiologisen muuttujan 95% wvii-
tevili eli sellainen mahdollisten laboratorioarvojen vili, jolle 95% terveen t.
“normaalin” véeston viitearvot sijoittuisivat.

Fraktiilien madradminen empiirisesséd jakaumassa ei ole yksikésitteistéa. Esi-
merkiksi R:n funktio quantile () tarjoa 9 erilaista vaihtoehtoista laskukaavaa
fraktiileille! Seuraavassa esittelemme R:n oletusarvoisesti tarjoaman laskuta-
van.

Kun otoskoko on n, ja halutaan p-fraktiili g,, jossa 0 < p < 100, niin toimi-
taan seuraavasti:

(1.) lasketaan k* = (n — 1)p/100 + 1,
(2.) merkitdéan k:lla luvun &* kokonaisosaa

k=max{j e N|j<k'} =[k"],

(3.) lasketaan k*:n desimaaliosasta painokerroin w = k* — k (0 < w < 1),

(4.) lasketaan p-fraktiili ¢, havaintojen x () ja (1) painotettuna keskiar-
vona

@p = (1 —w)z@) + WTg ).

Jos k* sattuu olemaan kokonaisluku, niin & = k* ja w = 0, jolloin ¢, = x ().

Mediaanin tapauksessa tdmé kuin myos kaikki muut vaihtoehtoiset lasku-
tavat tiivistyvéat kahteen edelld esitettyyn varianttiin, jotka maaraytyvat ai-
neiston koon n parillisuudesta tai parittomuudesta.

Vilimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan X aritmeettinen keskiarvo,
lyhyemmin keskiarvo, merk. z, on kaikkien havaintoarvojen z; summa jaet-
tuna aineiston koolla n.

Keskiarvo on teoreettisen jakauman odotusarvon p = E(X) empiirinen vas-
tine. Se kuvaa havaintojen jakauman tasapainopistetté.



Esimerkkiaineistossamme keskiarvo, joka saadaan R-funktion mean() kutsul-
la, on
T=(157+---4193)/50 = 171.36 cm.

Kun jakauma on likimain normaalijakauman muotoinen eli symmetrinen, yk-
sihuippuinen ja riittdvéan “ohuthéntédinen” jakauman, niin keskiarvo on opti-
maalinen tunnusluku kuvaamaan jakauman sijaintia.

Jos jakauma on kovin “paksuhéntdinen” tai vino jompaan kumpaan suun-
taan, jolloin siinéd on joitakin hyvin suuria tai hyvin pienid arvoja, niin tél-
laiset muusta aineistosta poikkeavat arvot vaikuttavat keskiarvoon suurella
painolla. Niinpé keskiarvoa ei pidetd jakauman muodon suhteen yhtd robus-
tina eikd yksittdisten poikkeavien havaintojen suhteen yhtéd resistanttina
tunnuslukuna kuin esimerkiksi mediaania.

Geometrinen G keskiarvo maaritellaan

1 n
G= (21 -9 ... xp)"" = exp {EZIOg(asi)} :
i=1

Se edellyttéd vahintddn suhdeasteikon mittaustasoa ja kaikkien havaintoarvo-
jen x; positiivisuutta. Geometrista keskiarvoa kaytetdan sijaintilukuna tyy-
pillisesti oikealle vinojen jakaumien yhteydesséd. Se on optimaalinen tunnus-
luku kun havainnot noudattavat likimain log-normaalijakaumaa, jolloin G' ~
Md. Yleisesti patee epayhtéilo G < z. — Pituusjakaumassa G = 171.12 cm.

3.4. Hajontaluvut

Empiirisessé jakaumassa havaintoarvojen vaihtelua kuvaavia tunnuslukuja
kutsutaan hajontaluvuiksi. Niitd ovat mm. edelld madritelty vaihteluvéli
Ra = (z(1), 2(»)) kuin my6s kvartiilivéli, kvartiilivdlin pituus seké keskiha-
jonta.

Kvartiilivali QI = [, Q3] kattaa aineiston keskipuolikkaan eli keskimméi-
set 50% muuttujan X havaituista arvoista.

Kun lasketaan yld- ja alakvartiilin erotus, saadaan hajontaluku nimeltdéan
kvartiilivilin pituus Q* = Q3 — Q.

Pituusjakauman kvartiilivili on QI = [165 c¢m, 177 c¢m)] ja kvartiilivélin pituus
Q* = 177 — 165 = 12 cm

Keskihajonta eli lyhyemmin hajonta, merk. s (tai s, kun halutaan koros-



taa, ettd kyse on muuttujan X hajonnasta) lasketaan kaavalla

n

s ni12<mi_@2'

=1

Hajonnan nelié s? on jakauman empiirinen varianssi joka on teoreettisen
jakauman varianssin 02 = D?(X) = var(X) empiirinen vastine. Varianssi on
additiivisuutensa vuoksi teoreettisissa tarkasteluissa téarked tunnsuluku. Kes-
kihajonta on kuitenkin kaytannossé kayttokelpoisempi ja selkedmmin tulkit-
tavissa, koska sen mittayksikko on sama kuin muuttujan X itsensé.

Esimerkissaimme pituusdatan havaintojen keskihajonta on R-funktion sd ()
kutsun tuloksena

1
5= \/50—1 [(157 — 171.36)2 + - - - + (193 — 171.36)?] = v/83.50 = 9.14 cm.

Keskihajonta on parhaiten tulkittavissa, jos jakauma muistuttaa likimain
normaalijakaumaa eli on yksihuippuinen seké riittdvin symmetrinen, ja “ohut-
héntdinen”. Ideaalitilanteessa eli puhtaassa normaalijakaumassa vili [z —
s, T + s] sisiltdd n. 68% jakauman keskeltd, vili [z — 2s,Z + 25| kattaa n.
95%, ja vilin [T — 3s,Z + 3] sisille ja4 miltei koko jakauma.

Jos muuttuja X on suhdeasteikollinen, jolloin sen kaikki arvot ovat ei-nega-
tiivisia, ja kovin vino oikealle, em. tulkinnat eivét péade. Jo yksi keskihajonta
keskiarvosta vasemmalle saattaa viedd reaaliakselin negatiiviselle puolikkaal-
le. Talloin véleilld [z — ks, T + ks], jossa k = 1,2,..., ei ole mielekésté tul-
kintaa. Sen sijaan esim. kvartiileihin tai muihin fraktiileihin perustuvat vélit
sdilyttavat tulkintansa minkdmuotoisessa jakaumassa tahansa.

3.5 Otoskertyméifunktio ja laatikko-janakuvio

Jérjestettyjen havaintojen pohjalta voidaan myds tarkastella muuttujan otos-
kertyméfunktiota F'(x). Tamé funktio mééritellddn

~ #{i| xe < o} a
F(z) = 7;) = om) (),
=1

jossa I : R — {0,1} tarkoittaa joukon A C R indikaattorifunktiota s.e.
I4(a) =1, kun a € A ja Ia(a) = 0 kun a ¢ A jok. A C R. Toisin sanoen
F (x) on kaikissa pisteessd oikealta jatkuva porrasfunktio, joka lihtee tasolta
0, kun = < (1), hyppéa kullakin ¢ = 1,2,...,n — 1 tasolle i/n, kun z = ),
pysyen télld tasolla, kunnes arvolla & = x(;41) nousee tasolle (i 4+ 1)/n, jne.
ja péétyy lopulta tasolle 1, kun = > z(,). — Seuraavassa pituuden jakauman
otoskertyméafunktion kuvaaja.
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R-funktio ecdf (X) laskee argumenttina annetun vektorin X otoskertyméafunk-
tion arvot, ja plot (ecdf (X)) piirtdd ao. kuvaajan.

Kuviossa on lisdksi tasoja 25%, 50% ja 75% merkitty katkoviivoin, ja niiden
avulla voidaan maarata graafisesti jakauman kvartiilit, jotka siis ovat (), =
165 cm, Md = @2 = 170 cm ja Q3 = 177 cm.

Laatikko-janakuvion tai lyhyemmin laatikkokuvion perusversio tiivistaé
jakauman kuvauksen viiteen tunnuslukuun (five-number summary): minimi,
alakvartiili, mediaani, yldkvartiili ja maksimi.

[ I I I I 1
150 160 170 180 190 200
Pituus (cm)

Nykyéddn suositumpi ja mm. R-ohjelmassa funktion boxplot () oletusarvoi-
sesti soveltama laatikkokuvion piirtdmisperiaate on hieman mutkikkaampi.
Siind madritellddn ensin ns. sisdaidat

alempi sisdaita = Q1 — 1.5 x Q~,
ylempi sisdaita = Q3 + 1.5 x Q*

Laatikosta ldhtevét janat tai “viikset” piirretdén nyt siten, ettd alemman ja-
nan toinen padtepiste on pienin havaintoarvo x;, joka on alempaa sisdaitaa
suurempi, kun taas ylakvartiilista lahtevén jana paattyy suurimpaan havain-
toon x;, joka jaa ylempééd sisdaitaa pienemméksi. Sisdaitaa pienemmét ja
ulkoaitaa suuremmat havaintoarvot ovat mahdollisia oudokkeja (outlier)
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eli vieraita havaintoja, jotka merkitddn yksitellen esim. pienelld ympyralla
'0’. Jos jakauma on kovin vino tai huipukas suhteessa normaalijakaumaan,
niin téllaisia havaintoja tulee hyvinkin helposti ilman, etté niissé sindnsé on
mitadn outoa.

Joissakin laatikkokuvion versioissa otetaan kayttoon vield lisédksi ns. ulkoai-
dat, jotka ovat 3x(Q* mittayksikon padssi ala- ja ylakvartiilista. Nédiden aito-
jen ulkopuolelle sijoittuvia vahvasti poikkeavia arvoja (extremes) merkitdan
ympyrin sijaan esim. tihdelld eli asteriksilla ™.

3.6. Jatkuvan muuttujan luokiteltu jakauma

Luokittelemme nyt pituuden kayttden 5 cm luokkavilejd. Seuraavassa tau-
lukossa on yksityiskohtaisesti esitetty luokittelun tulokset: luokkarajat seké
frekvenssijakauman erilaiset frekvenssit.

Pyoris- Luo-  Abs. Suht. Summa- Suht.
tetyt Todelliset ~ kan  frek-  frek- frek- summa-
luokka- luokkarajat  kes- venssi venssi venssi frekv.
rajat ap_1, ar  kus my Dk M, b,
155-159  154.5, 159.5 157 2 4 2 4
160-164  159.5, 164.5 162 10 20 12 24
165-169  164.5, 169.5 167 11 22 23 46
170-174  169.5, 174.5 172 7 14 30 60
175-179  174.5,179.5 177 9 18 39 78
180-184  179.5,184.5 182 6 12 45 90
185-189  184.5, 189.5 187 4 8 49 98
190-194  189.5,194.5 192 1 2 50 100
Yhteenséa 50 100

Taulukon vasemman laidan 1. sarakkeessa on annettu eri luokkien pyoris-
tetyt luokkarajat olettaen, ettd mittaustulokset on pyoristetty lahimpéaén
kokonaiseen senttimetriin.

Témén pohjalta kunkin luokan Ay (k = 1,...,r) todelliset luokkarajat
méadrdytyvit suraavasti: todellinen alaraja ax_; on 0.5 cm pyoristettyd ala-
rajaa pienempi ja todellinen yldraja a; on pyoristettyd ylarajaa 0.5 cm suu-
rempi.

Luokassa Ay luokkavilin pituus (tai leveys) Ay on todellisen yldrajan ja
todellisen alarajan erotus: A, = a, — ap_1. Luokkakeskus &, on todellisen
alarajan ja todellisen yldrajan keskiarvo: @y = (ax + ax_1)/2.
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Kahdessa oikeanpuoleisessa sarakkeessa olevat luvut saadaan seuraavalla pe-
riaatteella:

e absoluuttinen summafrekvenssi eli kumulatiivinen frekvenssi
k

e suhteellinen summafrekvenssi P, = Z?Zl p; = My/n.

Jos havaintoaineisto on valmiiksi luokiteltu ja taulukoitu edelld olevaan ta-
paan, ja alkuperéisid havaintoarvoja ei ole kiytettavissd, niin muuttujan X
aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo seké keskihajonta saadaan likiméé-
réisesti lasketuksi eri luokkien frekvenssien ja luokkakeskusten pohjalta seu-
raavasti.

Téssé aineistossa nédiden tunnuslukujen arvot olivat
1
97;:%(2'157+10'162+--~—|—1~192) =172 cm,

- 1
G =exp {%[2 -log(157) 4+---+1- 1og(192)]} = 171.78 cm,

1
8_\/5()_1[2'(157_172)2+"'+1'(192—172)2]—8.86 T

3.7. Histogrammi ja frekvenssimonikulmio

Histogrammissa kunkin luokan Ay (k = 1,...,r) absoluuttista tai suhteel-
lista frekvenssia kuvaa pylvés, jonka korkeus f, méaédrdytyy seuraavasti:

suhteellinen frekvenssi  px

fr = korkeus = k=1,... k.

luokkaleveys T A

Niinpé pylvidn korkeus fi on esim. toiseksi alimmassa luokassa 8%/5 cm =
1.6 per 100 cm, ja luokassa 175-179 cm se on 18%/5 cm = 3.6 per 100 cm.
Pylvasan korkeus kuvaa siis ao. luokan frekvenssitiheytti. Pylvéan sijain-
nin ja leveyden x-akselilla méardaéavét ao. luokan todelliset luokkarajat. Kun
kyseessé on jatkuva muuttuja, niin pylvaét piirretdén kiinni toisiinsa.

Néiden periaatteiden mukaan on R-funktion hist() avulla piirretty pituu-
den histogrammi, joka esitetddn seuraavassa kuviossa. Jakauman moodiksi

11



voidaan nyt méaratd Mo = 167 cm eli korkeinta pylvistid vastaava luokka-
keskus.

Tiheys (per 100 cm)

o —

I T T T T T T T T T 1
150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200

Pituus (cm)

Histogrammin ajatellaan usein toimivan parametrittomana estimaattina taus-
talla olevassa perusjoukossa ao. muuttujalle oletetun jakauman jatkuvalle ti-
heysfunktiolle f(z). Niinpa y-akselin asteikoksi onkin luontevaa ottaa kunkin
luokan suhteellinen frekvenssitiheys. Ndin normitettujen pylvaiden kokonais-
pinta-ala summautuu arvoon 1 eli 100%.

Todettakoon, ettd R-ohjelman histogrammifunktion hist () oletusarvoinen
luokittelutapa ei noudata edellé esitettyé “oikeaoppista” piirtdmisperiaatetta,
jonka mukaan pylvéiden sijainnin x-akselilla maardaavat olettamamme pyo-
ristysperiaatteen (eli pyoristys lahimpéén pyoreddn lukuun) mukaiset tarkat
luokkarajat. Niinpd mm. tésséd esimerkissd funktiokutsulla hist (PITUUSM)
ilman lisdargumentteja saadaan histogrammi, jonka pylviiden leveydet ovat
kyllakin kaikki 5 cm, mutta esim. alimpaan luokkaan tulevat siséllytetyksi
kaikki pyoristetyt pituusarvot valiltd 156-160 cm, ja kuitenkin vastaava pyl-
vés on sijoitettu z-akselilla vilille ]155, 160] eli kidyténnossé perdkkéisten
luokkien pydristettyjen yldrajojen véliin.
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Histogram of PITUUSM
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Téssé histogrammissa pylvaiden korkeudet ovat itse asiassa samat kuin luok-
kien frekvenssit, mikéa kdy péinséd, kun luokittelu on tasavélinen.

Pienissé aineistoissa, joiden havaintoarvot ovat vahvasti pyoristettyjé, voi-
daan ndhdéa isojakin satunnaisia eroja eri luokitusten pohjalta piirrettyjen
histogrammien véalilld. Kun aineisto on kooltaan suuri, eikd muuttujan arvo-
ja ole voimakkaasti pyoristetty, luokittelun ja luokkarajojen yksityiskohdilla
ei ole endd kovin suurta merkitysta lopputuloksen muotoon, vaikka kaytet-
taisiin suhteellisen kapeitakin luokkia.

Huomattakoon silti, etta funktiolla hist () saadaan piirretyksi haluttuja tark-
koja luokkarajoja noudattava histogrammi, kun funktiokutsussa lisdargu-
menttina annetaan vastaavien katkaisupisteiden (breaks) vektori esim. tyy-
liin breaks = 154.5 + 5%(0:10). Né&in on menetelty mm. ensimméiisessé
histogrammissa edellé.

3.8. Vino jakauma ja pyoristys alaspéin

Tarkastelemme nyt luokittelua ja histogrammin piirtdmista jatkuvalle muut-
tujalle, jonka arvot on tapana pyoristdd lahimpéddn pienempédn pyoredin
lukuun (kuten iké téysind vuosina) ja jonka luokittelussa on syytd kdyttaa
vaihtelevansuuruisia luokkaleveyksia Aj. Oheisessa taulukossa esitetdan sa-
man opiskelijaryhmén ikien luokiteltu frekvenssijakauma.
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Pyoris- Luo-  Abs. Suht. Summa Suht.

tetyt Todelliset ~ kan  frek-  frek- frek- summa-
luokka- luokkarajat  kes- venssi venssi  venssi frekv.
rajat (v) ap—1, ap  kus my Dk M, P,
19 19,20 19.5 21 42 21 42
20 20,21 20.5 17 34 38 76
21-22 21,23 220 6 12 44 88
23-25 23,26 245 2 4 46 92
26-31 26, 32 29 4 8 50 100
Yhteensé 50 100

Nyt kahden alimman luokan luokkaleveydet ovat 1 v, kolmannen leveys 2 v,
neljénnen 3 v, ja ylimmén luokan leveys on 5 v. Niinp& histogrammipylviiden
korkeudet eli frekvenssitiheydet fi ovat luokittain

f1=42%/1 v = 42 per 100 v, fo=34%/1 v = 34 per 100 v,
fs=12%/2 v = 6 per 100 v, fa=4%/3 v =1.33 per 100 v,
fs =8%/6 v =1.33 per 100 v.

0.4

0.3

Density
0.2

0.1

0.0
L

18 20 22 24 26 28 30 32

IKA

3.9. Frekvenssimonikulmio ja summakéyra

Tilastotieteen seké yliopistotason ettd lukion oppikirjoissa pidetéddn edelleen
tarkedné opeteltavana kuviotyyppiné frekvenssimonikulmiota, vaikka sité
ei oppikirjojen ulkopuolella nyky&dén kaytadnnossa juurikaan kohtaa. Kuvion
ytimen muodostaa tasokoordinaatistoon piirretty murtoviiva, jonka kaén-
nepisteiden koordinaatit ovat (&, fr) = (luokkakeskus, pylvddn korkeus);
k=1,...,r. Murtoviiva alkaa kuitenkin alinta luokkaa edeltdvin tyhjan luo-
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kan luokkakeskuksesta z( tasolta 0 ja péadttyy lopulta tasolle 0 ylintd luokkaa
seuraavan tyhjéan luokan luokkakeskuksen ,.,; kohdalla.

Ohessa pituusarvoista piirretty frekvenssipolygoni, jonka periaatetta havain-
nollistaa taustaksi pisteviivoin hahmotettu vastaava histogrammi.

Tiheys (per 100 cm)

150 200

Pituus (cm)

Summakiyra on murtoviivakuvio, jolla havainnollistetaan jatkuvan muut-
tujan summafrekvenssien kehitystéd luokasta toiseen. Téma on alkuperéisis-
td havainnoista piirrettavin otoskertyméfunktion porraskuvion vastine luo-
kitellulle aineistolle, ja sitd voidaan myo6s pitdd taustalle oletetun jatkuvan
teoreettisen jakauman kertyméfunktion F'(x) graafisena estimaattina.

Summakéyrédn murtoviiva ldhtee tasolta 0 (%) ja paatyy tasolle 1 = 100%,
ja sen kddnnepisteet ovat (ag, P;) = (todellinen yliraja, suhteellinen summa-
frekvenssi); £ = 1,...,r. Kuvion avulla voi myos arvioida graafisesti medi-
aanin ja kvartiilien arvoja luokitellusta aineistosta samalla periaatteella kuin
otoskertyméafunktion kuvaajastakin.

100
|

Suht. summaf. (%)
50
|

25

o i o

I T T T T T T T T T 1
150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200

Pituus (cm)
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Mediaanin ja kvartiilien graafiset arviot ovat (sentin tarkkuudella) Md =
171 em, Q1 = 165 cm ja Q3 = 179 cm. Mediaanin ja ylédkvartiilin arviot siis
hieman poikkeavat niistd tarkoista luvuista, jotka laskettiin alkuperaisisté
havainnoista.

3.10. Histogrammien silotus

Histogrammin (kuin my®6s frekvenssimonikulmion) ongelmana on kuvion muo-
don riippuvuus luokkarajoja ja luokkien leveyksia koskevista valinnoista, jot-
ka usein ovat varsin mielivaltaisia. Erityisesti pienissé ja keskisuurissa ai-
neistoissa tihed luokitus, joka sisdllollisesti voi olla hyvinkin perusteltavissa,
tuottaa helposti satunnaisia lopputuloksia. Riittdvén harvalla luokituksella
padstadan ehké stabiilimpaan kuvaan, mutta téalloin jakauman jotkin olennai-
set yksityiskohdat saattavat jaavat pimentoon.

Toisaalta jatkuvan muuttujan luokittelu merkitsee myos histogrammin vaki-
valtaista diskretoimista, ts. tiheyden muutokset luokkarajojen kohdalla néyt-
tavat epajatkuvilta hyppéayksilta. Tama pykalittaisyys haittaa myos kahden
eri ryhmén histogrammien vertailua samassa kuvassa.

Tietokoneiden ja ohjelmien kehittyminen on luonut mahdollisuuden piirtaé
histogrammin sijaan sopivalla menetelméilla silotettu tai tasoitettu (smoot-
hed) histogrammi, jota voidaan pitda tavanomaista histogrammia luontevam-
pana graafisena estimaattina taustalle oletetulle jatkuvalle tiheysfunktiolle

f().

™
o
o
€
o
g S
~ o
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3]
S
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o
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P ‘ T Y T ‘
150 160 170 180 190 200
Pituus (cm)

Ohessa ydinmenetelméilla (kernel method) silotettu histogrammi, joka esit-

-~

taa pituuden tiheysfunktion f(z) ydinestimaattoria f(x). Ydinestimaattorin
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arvo jokaisella x lasketaan havainnoista x1, ..., x, seuraavasti

Flr)= 31K (l“;f) |

=1

jossa K (z) on valittu ydinfunktio, ja h on silotusparametri tai “kaistan-
leveys” (bandwidth). Tassd kédytetddn Gaussin ydintd eli K(z) = ¢(z) eli
N(0,1)-jakauman tiheysfunktiota ja kaistanleveytend on h ~ 3.7 cm. Huo-
maa myos z-akselin “matonrimpsut” (rugplot). Ne kuvaavat pistekuvion ta-
paan aineiston havaittuja arvoja, joiden pohjalta silotettu histogrammi on
piirretty.

Todettakoon, ettd niin histogrammi ja frekvenssimonikulmio kuin myos si-
lotettu histogrammi antavat sen vaikutelman, ettd pituuden jakauma téssé
opiskelijajoukossa olisi seké kaksihuippuinen etté jossain méérin oikealle vino.
Téllaiset piirteet saattavat syntyé pienten ja keskisuurten aineistojen pohjal-
ta piirrettyihin kuvioihin pelkéstéan sattumalta, vaikka “todellinen” jakauma
olisi symmetrinen ja yksihuippuinen. Téssé tapauksessa kaksihuippuisuuteen
ja vinouteen on kuitenkin selked selitys: aineistossa on 33 naista ja 17 mies-
td. Kummallakin sukupuolella pituuden luonnollinen jakauma lienee varsin
ldhelld normaalijakaumaa.

3.11. Kahden ryhméan vertailu
Esitdmme nyt rinnakkain — tai alekkain — naisten ja miesten pituusjakaumat

eri kuviotyyppeja kayttden. Ensin ryhmittédinen pistekuvio

i T naiset

miehet

[ T T T T 1
150 160 170 180 190 200
Pituus (cm)

Sitten ryhmittainen laatikkokuvio
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Lopuksi silotetut histogrammit molemmille sukupuolille
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Luokittelu- ja jarjestysasteikon muuttujille havainnollisen tavan esittda pro-
senttijakaumia eri ryhmien vililla tarjoavat alekkain asetetut osiin jaetut
palkkikuviot.
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3.12. Taulukkoja koskevat suositukset

Hyvéa taulukko on seké tiivis ja luettava ettd mahdollisimman paljon olen-
naista informaatiota vélittava. Ndiden vaatimusten samanaikainen tayttami-
nen ei ole helppoa, ja taulukon laadinta onkin vaikeampi tehtava kuin yleen-
sd ajatellaan. Kaikkiin tilanteisiin yleispéatevid neuvoja ei voi antaa, mutta
erditd muodollisia periaatteita kannattaa pyrkid noudattamaan.

(T1)

(T2)

(T3)

(T4)

(T5)

(T6)

(T7)

(T8)

(T9)

(T10)

Taulukon on oltava mahdollisimman yksinkertainen ja itsensa selittavé.
Se on kyettdva ymmartamain “Aineisto ja menetelmét’-lukuun pereh-
tymisen jilkeen ilman tukeutumista tekstiin.

Taulukossa on otsikko, joka kertoo, misté aineistosta tai sen osasta on
kysymys ja mité tietoja taulukko sisaltaa.

Léhde on mainittava, jos tiedot ovat perdisin muusta julkaisusta tai
aineistosta, jota artikkelissa ei péadsadantoisesti késitella.

Jokaisella rivilld ja sarakkeella on tiivis yksikésitteinen nimi tai otsikko
(esim. ikdvuosien luokitus 0-15, 15-25, 25-35, ... ei ole yksikésitteinen
mutta 0-14, 15-24, 25-34, ...on).

Kaytetyt mittayksikot, koodit ja lyhenteet on selvitettava, tarvittaessa
alareunaan sijoitettavissa viitteissa.

Sarakkeiden otsikot ja alaviitteet erotetaan muusta taulukosta vaaka-
suorin viivoin. Eri hierarkiatasojen sarakeotsikot erotetaan myos toisis-
taan vaakaviivoin siten, ettd ylemmén tason otsikon alle tuleva yhté-
jaksoinen viiva kattaa vain télle otsikolle alisteiset sarakkeet.

Sarakkeita ei nykyisin vallitsevan kdytdnnon mukaan erotella pystyvii-
voilla. Téssé tosin julkaisusarjojen kayténnot hieman vaihtelevat.

Vertailtavat suureet kannattaa sijoittaa mahdollisimman ldhelle toisi-
aan. Lukujen vertailu alekkain on helpompaa kuin rinnakkain, joten jos
muut nakokohdat antavat kohtuudella myé6ten, kiinnostavin luokittelu-
tekija kannattaa usein sijoittaa sisimmaéksi rivimuuttujaksi.

Tyhjid soluja ei jatetéd. Jos tieto puuttuu, se korvataan kahdella pis-
teelld. Jos lukua ei ole mielekkésti olemassa (esim. eturauhassyovan
tapausméira naisilla), merkitdan yksi piste. Yhdysviiva tarkoittaa, etté
ao. lukumééra tai sithen perustuva suhteellinen osuus on nolla, mutta
luku 0 kuvaa arvoa, jonka suuruus on alle puolet pyoristystarkkuudesta
(esim. alle 0.5 %).

Taulukoitaessa luokiteltuja muuttujia ristiin prosenttilaskujen suunnan
yleisperiaate on se, ettd esitetddn kohde- tai vastemuuttujan arvojen
prosenttijakaumat selittdvén tai ennustavan muuttujan luokissa, jos
otanta-asetelma sallii. Prosenttien nimittédjien taytyy myos nakyé esim.
omilla riveillddn tai sarakkeillaan (usein suluissa).
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(T11) Erityisesti lukuméédrd- ja prosenttijakaumien yhteydessd on hyvi las-
kea nékyviin myos summariveja ja -sarakkeita. Periaatteessa kaikkien
yhteenlaskettavien lukujen tulisi olla ndkyvissd, eli myos luokan “tie-
to puuttuu” (joskaan télle luokalle ei aina valttdmétta tarvitse varata
omaa rivié tai saraketta, kunhan ainakin alaviitteessé ilmaistaan, kuin-
ka moni puuttuvan tiedon omaava havaintoyksikko siséltyi ao. rivi- tai
sarakesummaan).

(T12) Taulukon luettavuutta parantaa usein, jos rivit ja sarakkeet jérjeste-
tadn niiden “suuruuden” mukaisesti (esim. reunajakaumien, summari-
vien tai sarakkeiden lukujen perusteella, suurinta lukua vastaava luokka
ylimmélle riville tai vasemmanpuolimmaiseksi sarakkeeksi, jne.), ellei
luokkien jarjestystd tdysin méadrdd painavampi siséllollinen kriteeri.

3.13. Kuvioesityksia koskevia suosituksia

Hyvien ja informatiivisten tilastollisten kuvien piirtdminen on vield vaati-
vampi taiteenlaji kuin taulukointi. Kuvaesitysten visuaalinen voima on suu-
ri erityisesti muuttujien vélisten yhteyksien, trendien ym. hahmottamises-
sa, mutta yksi kuva voi helposti valehdella enemmén kuin miljoona sanaa.
Datatekniikan kehitys on tuonut jokaisen tutkijan ulottuville helppokéyttoi-
sid grafiikkaohjelmia, joissa on runsas valikoima yleisimpié tyyppikuvapohjia.
Monet ns. bisnesgrafiikan kuvatyypit ovat kuitenkin tieteelliselté, tilastolli-
selta ja havaintopsykologiselta kannalta ala-arvoisia (esim. piirakkakuviot ja
monet kolmiulotteisen vaikutelman antavat kuvat).

Kuvaesitysten osalta seuraavaa osin lahteistd Tufte (1983), Cleveland (1985),
Hakulinen ja Teppo (1988) poimittua ohjelistaa voi pitdd minimaalisena.
(Em. ohjeet (T1) — (T3) ovat suoraan kddnnettévissd vastaaviksi kuvaoh-
jeiksi.)

(K4) Kuvan tyypin valinnassa ja sen yksityiskohtien toteutuksessa kannat-
taa tdhditd data/muste-suhteen (data/ink ratio) maksimointiin eli
kayttaa viivaa, symboleita, varjostuksia ym. sdéstelidésti olennaisen in-
formaation vélittadmiseksi.

(K5) Kuva-alue taytetdén mahdollisimman tehokkaasti. Akselin asteikko ulo-
tetaan hieman ao. muuttujan havaitun vaihteluvélin ulkopuolelle. Te-
hokas tayttdminen voi joskus vaatia asteikon katkaisua, jota pitda kui-
tenkin kéyttad varoen.

(K6) Vaaka- ja pystyakselien kuvaamat suureet mittayksikoineen on nimet-
tavi selvisti. Asteikon jakopisteitd merkitdédn riittdvésti (minimi on
kolme) mutta ei liian tiheédsti. Havaitun vaihteluvilin ulkopuolisia ja-
kopisteitd on yksi kummallakin puolella. Jakoviivat merkitdin kuva-
alueesta ulospéin.
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(K7)

(K8)

(K10)

(K11)

Lukumaaria, suhteellisia osuuksia ym. ei-negatiivisia suureita kuvaava
lineaariasteikko alkaa periaatteessa nollasta (ks. kuitenkin (K5)).

Kuva-alue kannattaa usein kehystdd kopioimalla vaaka-akseli alueen
yldreunaan ja pystyakseli oikeaan reunaan, jakoviivat edelleen ulospéin.
Jomman kumman akselin muutamia térkeitd viitearvoja voi paikallis-
taa toisen akselin suuntaisilla ohuilla viivoilla yli koko kuva-alueen.

Kaytettavit symbolit, viivatyypit, rasterit, varjostukset, koodit, lyhen-
teet, tunnukset ym. on selitettava lyhyesti joko otsikon yhteydessa tai
tiiviilla avaimella, joka on selvésti erilldén datan tayttdmén alueesta.

Eroteltaessa eri luokkia, ryhmid ym. toisistaan tdytyy kayttdd hyvin
toisistaan erottuvia symboleita, viivoja ym.

Erityisen kriittinen pitda olla kolmiulotteisen vaikutelman antavien ku-
vien suhteen; niité ei varsinkaan pida kayttaa silloin, kun kolmas ulottu-
vuus ei pida sisdlldan erillista sisallollista ulottuvuutta eli uutta muut-
tujaa.
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TILASTOTIETEEN PERUSTEET, kl 2011

Luku 4: TILASTOLLINEN PAATTELY

4.1 Paittelytilanteita ja -kohteita

Esim. 1. Eri puolueiden k € {kok, sdp, kes, ps, vih, vas, rkp, kd, muu} kan-
natusosuudet 8y, (jossa ), 0, = 1 eli 100%) dénestdjakunnassa télld hetkelld?

Esim. 2. Narkolepsiaan sairastuvien lasten ja nuorten lukumé&éran Y odo-
tusarvo 6 = E(Y}) vuosina k + 2005, k = 1,2, 3,47 Poikkeaako vuoden 2010
arvo 05 muiden vuosien tasosta ja kuinka paljon?

Esim. 3. Miesopiskelijoiden pituuden Y; (i = 1,2,...,N) jakauman keski-
tai odotusarvo 6 = E(Y;) ja keskihajonta o = \/var(Y;) yliopisto- ja korkea-
kouluopiskelijain populaatiossa lukuvuonna 2010-117

Esim. 4. Flunssaepisodien keskiméarainen kesto (vrk) 0c, jos ottaa sdannol-
lisesti 1 g C-vitamiinilisédn joka paivéa, ja 6p, jos ei nauti C-vitamiinilisdi
péivittain, sekd néiden erotus 6 = 60c — O tai suhteellinen erotus p =
(0 — 6¢)/0p nuorilla kilpauimareilla?

Suureet 0,0x,0c,0p,0,0 ja p ovat tutkijoita kiinnostavia mutta arvoltaan
tuntemattomia parametreja. Niiden arvoista halutaan informaatiota asian-
mukaisen tilastollisen tutkimuksen avulla.

Kuvailevia kysymyksiéd ovat esim. 1.-3. ja esim. 4. on syy-seuraussuhdetta
koskeva.

4.2 Paittelyn kysymykset

e Millainen havaintoaineisto antaisi mahdollisimman luotettavaa (harha-
tonta ja tarkkaa) informaatiota tuntemattomista parametreista?

e Miké on @:n (fx:n, jne.) oikea tarkka arvo? Mikid on havaintoaineiston
pohjalta paras yksittainen arvio 6:lle?

e Onko havaintoaineisto hyvin sopusoinnussa jonkin 6:lle oletetun arvon
0y kanssa, vai antaako se nayttoid fy:aa vastaan?

e Kuinka laaja tai kapea on sellaisten #:n arvojen joukko, joiden kanssa
havainnot ovat hyvin sopusoinnussa?
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e Miten parhaiten ennustaa saman populaation jonkin uuden havainto-
yksikon saamaa arvoa kohdemuuttujalla?

e Onko analyysissd sovellettu tilastollinen malli riittdvan hyvéssid so-
pusoinnussa havaintojen kanssa?

4.3 Tilastollinen malli

Esim. 5. Nastanheitto: Tapahtuma A; = “nasta jia seléilleen 7. heitossa”.
Heitot i = 1, ..., n ovat riippumattomia, kussakin heitossa § = P(A;). Olkoon
Y; = 1,4, tapahtuman A; ilmaisin:

Y; =1, kun A; toteutuu, Y; =0, kun A{ toteutuu.

Kunkin Y; todennikoisyysjakauma on Bern(6). Riippumattomuudesta seu-
raa, etta summa

n
M = Z Y; = “selélleen péédttyneiden lkm n toistossa”
i=1

noudattaa Bin(n, #)-jakaumaa, jonka pistetodennédkoisyydet ovat

n

P(M =m;0) = ( )«9’"(1—0)”_’", m=0,1,...,n,

m

odotusarvo E(M) = nf ja varianssi var(M) = nf(1 — ).

Riittdvéan suurella n:n arvolla, samalla kun @ ei ole liian ldhelld arvoja 0 ja 1,
pétee likimé&érdisesti (sivuuttaen ns. epédjatkuvuuskorjaus) normaaliapprok-
simaatio: M ~ N(nf,nf(1 —0)) eli M/n ~ N(6,0(1 —60)/n); ts.

N m — nf B m/n—0
o sy (o) —o BT

Todennakoisyyslaskennassa lahdetéén siitd, ettd kun n € N ja @ € ]0, 1] ovat
arvoltaan tunnettuja, niin satunnaismuuttujan M jakauma on téydellisesti
méadratty, ja voidaan tarkasti laskea kaikki piste-tn:t, odotusarvo, varianssi
ym. jakaumatunnusten arvot.

Esimerkiksi, kun n = 25 ja # = 0.3, saadaan oheisenlainen pistetodennékoi-
syyksien P(M = m;0.3) kuvaaja, odotusarvona ja varianssina E(M) = 7.5
ja var(M) = 4.75.
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M ~ Bin(25, 0.3), E(M) = 7.5, var(M) = 4.75
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Jos edelleen n = 25 mutta nyt § = 0.6, niin jakauman painopiste siirtyy
edelliseen verrattuna oikealle péin, ja odotusarvo ja varianssi ovat E(M) =
15, var(M) = 6.

M ~ Bin(25, 0.6), E(M) = 15, var(M) = 6
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Tilastollisessa ongelmassa lahtokohta on se, ettd tapahtuman A; todennakoi-
syys 0 = P(A;) on tuntematon. Siitd pyritdan hankkimaan informaatiota n
toistosta saatavien A;:n havaittujen esiintymisten yi,...,y, ja niiden sum-
man m ja suhteellisen osuuden p = m/n avulla. Pienelld kirjaimella merki-
tyt suureet ovat vastaavien isokirjaimisten satunnaismuuttujien, kuten M ja
M /n, realisaatioita mallin Bin(n, ) puitteissa.

Tilastolliset tehtéavit ja kysymykset koskien parametria 6 ovat seuraavia

(i) Piste-estimointi: Miki on se #:n mahdollinen arvo 0, joka parhaiten
ennustaisi satunnaismuutujan M havaitun arvon m?

(ii) Testaus: Onko havainto M = m riittdvén hyvin sopusoinnussa jonkin
0:a koskevan ennalta asetetun nollahypoteesin Hy : 0 = 6, (kuten
0p = 0.5) kanssa, vai antaako aineisto néyttod Hy:a vastaan?
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(ili) Valiestimointi. Miké on sellainen 6:n mahdollisten arvojen vili [6,, 6],
joiden kanssa havainto M = m on kohtuullisen hyvin sopusoinnussa?”

4.4 Uskottavuusfunktio

Tilastollisen padttelyn kysymyksiin vastaamisessa lahestymistapa perustuu
keskeisesti parametrin 6 uskottavuusfunktioon, joka on omaksutun mallin
seké havaintojen maaraama.

Jos esim. Bin(n, #)-mallissa on havaittu M = m, niin uskottavuusfunktiossa
L(#) = L(A;m) tarkastellaan juuri tdimén arvon todennikoisyytta erilaisilla
parametrin arvoilla; ts.

n

L(0) = P(M = m;0) = ( )9m(1_e)"m, m=0,1,....n,

m

Erotuksena pistetodennéikoisyysfunktioon, jossa 6 on kiinted ja tunnettu ja
jossa vaihtelevana argumenttina on satunnaismuuttujan M mahdollinen rea-
lisaatio, on uskottavuusfunktiossa juuri tdméa M:n havaittu arvo m kiinnitet-
ty, mutta vaihtelevana argumenttina on parametri 6.

Esim. Olli Opiskelija heitti nastaa n = 25 kertaa, ja selédlleen padtyneiden
heittojen lukumééraksi héan sai m = 11. Tamén havainnon todennékoisyydet
erdilla valituilla 6:n arvoilla olisivat

25
11
25
11

0=03: P(M=11;0.3)= ( )0.3“(1 —0.3)" = 0.0536,

0=04: PM=11;04)= ( )0.411(1 —0.4)" = 0.1465,

25
0=05: PM=11;05) = (11)0.5“(1 —0.5)" =0.1328,

25

0=06: P(M=11;0.6) = (11

)0.6“(1 —0.6)"* = 0.0434.

Kun sama laskelma tehdéén jokaiselle mahdolliselle #:n arvolle O:n ja 1:n
vélilld, saadaan jatkuva uskottavuusfunktio L(6) tdysin méérityksi.

Seuraavalla sivulla on ensin neljan edella késitellyn binomijakauman Bin(25, 6),
0 € {0.3,0.4,0.5,0.6} pistetodennékoisyysfunktioiden piikkikuvaajat. Niiden
alla on téstd mallista saadun havainnon m = 11 médrddmén uskottavuus-
funktion kuvaaja. Oikeanpuoleisella y-akselilla on suhteellisen uskottavuus-

funktion L(0)/L(0) asteikko, jota péadsdéntoisesti sovelletaan uskottavuus-
funktion tarkasteluissa.
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Uskottavuusfunktio siséltééd kaiken informaation, mitd havainnot yq,...,y,
ja summa m kertovat mallin Bin(n, f) tuntemattomasta parametrista 6.

Kuvaajasta voi mm. arvioida, ettd havaintojen valossa kaikkein uskottavin
f:n arvo on 0.44, joka on uskottavuusfunktion maksimipiste. Lisdksi varsin
uskottavia arvoja ovat mm. 0.4 ja 0.5. Sen sijaan mitd kauemmaksi maksi-
mipisteestd 0:n ja 1:n suuntaan edetdén, sitd epauskottavampiin 6:n arvoihin
paadytasan talla aineistolla.

Huomattakoon, ettd uskottavuusfunktiota L(€) ei voi tulkita parametrin
todennékoisyystiheytené, eiké sen integroiminen yli koko yksikkoévélin tai sen
minkéédn #drellisen osavilin tuota mitdén tulkittavissa olevaa funktiota tai
lukua.

Uskottavuusfunktion logaritmia [(§) = log L(6) kutsutaan log-uskottavuus-
funktioksi. Se siséltaa kaiken saman informaation kuin L(#) mutta on mo-
nissa laskelmissa kayttokelpoisempi. Log-uskottavuusfunktion 1. derivaatta
u(f) = U'(f) on parametrin 6 pistemiiri- tai gradienttifunktio, ja 2. de-
rivaatan vastaluku j(0) = —1”(#) on puolestaan informaatiofunktio.

Mallin Bin(n, #) yhteydessé ja havainnon M = m médradmané niiden funk-
tioiden lausekkeet ovat
[(0) = mlog(0) + (n —m)log(l — 0) + log (n))
m
m n—m _m-—nl
6 1-60 0(1—-0)
m  n—m

j(0) :§+m~

4.5 Piste-estimointi

Parametrin 6 piste-estimaatti on sopiva havaittujen arvojen yy, . . ., y, funk-
tio t = t(y1,- .., yn). Piste-estimaattori on puolestaan vastaava satunnais-
muuttuja T = #(Y7,...,Y,). Estimaattori 7' on satunnaismuuttuja, jonka

vaihtelua mahdollisesta samankokoisesta otoksesta toiseen kuvaa T:n teo-
reettinen otantajakauma. Tédmén otantajakauman toivotaan keskittyvin
parametrin oikean arvon 6 ldhiympéaristoon. Ero estimaattorin ja estimaatin
valilla on analoginen sen kanssa, mikéd on ero muuttujan ja muuttujan arvon
valillA.

Jos erityisesti otantajakauman odotusarvolle pétee E(7T") = 6, niin estimaat-
tori T' on harhaton; muussa tapauksessa harhainen. Lievd harha ei valtta-
métta ole ongelmallinen, kunhan estimaattori on tarkentuva, mika tarkoit-
taa sitd, ettd havaintomédran n kasvaessa odotusarvo suppenee kohti 6:a ja
otantajakauman varianssi var(7) suppenee kohti 0:aa.
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Mallipohjaisessa tilastollisessa pééttelyssé optimaalinen piste-estimointi pe-
rustuu suurimman uskottavuuden menetelméén (su-menetelmé). Se ar-
VO 5, jolle pétee, etta L(@) > L(0") jokaisella mahdollisella arvolla &, on para-
metrin # suurimman uskottavuuden estimaatti, lyhemmin su-estimaatti
tai SUE.

Jos uskottavuusfunktio L(6) tayttdéd tietyt matemaattiset saannollisyyseh-
dot, niin silld on yksikésitteinen maksimi. Se on samalla log-uskottavuusfunk-
tion maksimi samoin kuin pisteméaarifunktion nollakohta. Néin ollen SUE 6
on piste, joka on estimointiyhtalon u(6) = 0 yksikésitteinen ratkaisu.

Bin(n, #)-mallissa havainnon M = m pohjalta yhtalo u(f) = 0 toteutuu tis-
milleen arvolla 6 = m/n eli “onnistuneiden toistojen” havaittu suhteellinen
osuus, joka onkin téssé mallissa 6:n su-estimaatti. Nastanheittoesimerkissém-
me SUE on siis § = 11/25 = 0.44, kuten graafisesti voitiin jo havaita.

Yksittdisestd havaintosarjasta (y1,. .., ¥y,) estimoitu = 5(y1, ...,Yn) oOn siis
realisaatio vastaavasta satunnaismuuttujasta, jonka arvot vaihtelisivat mah-
dollisesta samankokoisesta toistokoesarjasta tai otoksesta toiseen. Tétd sa-
tunnaismuuttujaa § = 6(Yy,...,Y,) kutsutaan #:n suurimman uskotta-
vuuden estimaattoriksi. Sitd on tapana merkitd samoin kuin yksittaista
estimaattia.

Bin(n, #)-mallissa 6:n su-estimaattori on § = M /n, jossa siis satunnaismuut-
tuja M /n on “onnistuvien toistojen” havaittavissa oleva osuus.

Bin(n, #)-mallissa su-estimaattorin 6 = M /n otantajakauma on skaalattu bi-
nomijakauma, jonka odotusarvo on E(M/n) = 6 ja varianssi on var(M/n) =
6(1—0)/n. Koska téssé tapauksessa parametrin 6 su-estimaattorin odotusar-

vo on 6 itse, on # harhaton estimaattori 0:lle.

Huomataan myos, ettd SUE:n otantajakauman varianssi ldhenee 0:aa kun n
kasvaa, joten estimaattorimme on myo6s tarkentuva. Estimoinnin satunnais-
virhe on siis sitd pienempi mitd suurempi otos on.

Keskeisen raja-arvolauseen ansiosta tité otantajakaumaa on mahdollista ap-
proksimoida normaalijakaumalla N (0,0(1 — 0)/n).

Koska 6 on edelleen tuntematon, sen estimaattiin 0 joudutaan turvautumaan
mm. kun lasketaan estimoinnin satunnaisvirheen “keskimééaraista” suuruutta
mittaava estimaattorin keskivirhe (standard error, SE). Tama tunnusluku
on estimaattorin otantajakauman estimoitu keskihajonta eli estimoidun va-

~

rianssin nelicjuuri: SE(0) = @\(1 —0)/n.
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4.6 Tilastollinen testaus

Tarkastellaan edelleen mallia Bin(n, 6), jossa kiinnostus saattaa kohdistua sii-

hen, onko havaintoaineisto (y1, ..., y,) ja siitd laskettu SUE ) sopusoinnussa
jonkin ennalta asetetun mahdollisen parametrin arvon 6, kanssa.

Jos todellisuudessa olisi niin, etté oletettu # olisi #:n oikea arvo, niin seuraava

testisuure R
0 — 06

90(1 — ‘90)/717

joka on su-estimaattorin f:n standardoitu muunnos, noudattaisi likimain
standardinormaalijakaumaa N (0, 1).

7 =

Néin ollen, jos siis em. oletus eli nollahypoteesi H, : 8 = 6, pétisi, niin
Z:n odotusarvo olisi 0, varianssi ja keskihajonta 1. Edelleen, téssa tilanteessa
todennékaisyys saada Z:m arvoja esim. vililtd [—1, 1], olisi likimain 0.683, ja
vélille [—2, 2] osumisen todennikoisyys olisi n. 0.954. Sen sijaan todennékoi-
syys saada Hy:n vallitessa itseisarvoltaan suurempia Z:n arvoja kuin 2.5 olisi
vain 0.0027.

Nastanheitossa kiinnostava nollahypoteesi voisi olla symmetriaoletus eli H :
6 = 0.5. Lasketaanpa télla oletuksella suureen Z toteutunut arvo Zy,,, kun
heittoja oli n = 25 ja selilleen jaéneiden havaittu lukumééré oli 11, jolloin

0 = 0.44:
0.44 - 0.5

~ J05(1-05)/25

Todennékoisyys saada havaittua Z:n arvoa itseisarvoltaan véhintddn yhté
suuria poikkeamia odotusarvosta 0, on nyt

hav

P(|Z|> | Zyaw|) = P(Z < —0.6) + P(Z > 0.6) ~ 0.55,

mikéd on kohtalaisen suuri todennékoisyys. Voi siis pédtelld, ettd havaittu
tulos ja piste-estimaatti & = 0.44 on hyvin sopusoinnussa oletuksen 6 =
0.5 kanssa, koska véhintdéan havaitunsuuruisen poikkeaman todennékoisyys
nollahypoteesin vallitessa on ndinkin suuri.

Tétd todenndkoisyyttd P = P(|Z| > |2nay|) kutsutaan yleisesti nimelld ha-
vaittu merkitsevyystaso eli P-arvo. Sitd kiytetdin yleisesti mittana ha-
vaintoaineiston sisdltdmén ndyton voimakkuudesta nimen omaan nollahypo-
teesia vastaan: mité pienempi P, sitd vahvempi on néytto Hy:a vastaan. Toi-
saalta, suuri P, joka viittaa sopusointuun Hy:n kanssa, ei sellaisenaan vield
tarkoita sité, ettd havainnot antaisivat tukevaa nédyttoa erityisesti Hy:n méaa-
rittelemén pistearvon 6, puolesta.

Esimerkiksi nastanheitossa saamamme P-arvo P = 0.55 ei sinédnsé tue nol-
lahypoteesia Hy : 6 = 0.5 sen enempéaé kuin vaikkapa sitd epdsymmetristé
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mahdollisuutta ettd f:m arvo olisi 0.38. Toisaalta havaittu tulos 8 = 0.44 ja
P = 0.55 eivat téssé tilanteessa eli nédin pienelléd toistojen méaaralla n = 25
myoskadan sisélla ldhestulkoonkaan riittavaa ndyttoda symmetriaoletusta 6 =
0.5 vastaan.

P-arvojen tulkinta ei ole yksikésitteisté, vaan siiné pitda ottaa huomioon usei-
ta tilannekohtaisia seikkoja. Monilla soveltavilla tieteenaloilla on silti edelleen
hyvin tavallista, ettd P-arvoja tulkitaan ajattelematta ja mekaanisesti jon-
kin mielivaltaisen ennalta asetetun merkitsevyystason kuten 0.05 perusteella
tyyliin: “Jos P < 0.05, niin tulos on ‘tilastollisesti merkitseva’ ja jos taas
P > 0.05, niin tulos ei ole ‘tilastollisesti merkitsevd’ 7. Pahimmillaan jalkim-
maéinen vaihtoehto tulkitaan usein virheellisesti niin, ettd Hj saa havainnoista
tukea.

Télla kurssilla pyrimme vélttdméan taméantapaisia yksioikoisia tulkintoja P-
arvoista. Seuraavassa hyvin karkea ohjenuora:

e Jos P > 0.1, niin aineisto on kohtalaisesti sopusoinnussa Hy:n kanssa,

e Jos 0.01 < P < 0.1, niin havainnot antavat heikkoa nayttoa Hy:a
vastaan,

e Jos P < 0.01, niin havainnot antavat nayttod Hy:a vastaan,
Testitulosten tulkintaan vaikuttavia osin ulkotilastollisia tekijéitd ovat mm.

e tutkimusasetelma: kaytettiinkd kontrolloitua sattumaa eli havaintoai-
neiston hankinnassa aitoa satunnaisotantaa tai ryhmiin jakamisessa sa-
tunnaistusta, joihin testisuureen otantajakauman nimelliset ominaisuu-
det perustuvat,

e ctukiiteen siséllollisesti térkedksi katsottu ero tai poikkeama nollahy-
poteesin mukaisesta parametrinarvosta,

e aineiston koko: suurilla n:n arvoilla on suuri todennékoisyys saada pieni
P-arvo, vaikka todellinen ero ei olisi siséllollisesti tarked, kun taas n:n
ollessa pieni jad P helposti suureksi eikd anna tarpeeksi nayttoa sité
vastaan, vaikka todellisuudessa ero olisikin merkittéva,

e ilmitta koskeva taustatieto tai aikaisempi kokemus.

Monissa paattelytilanteissa luottamusvilit (ks. seuraava alaluku) ovat huo-
mattavasti informatiivisempia kuin testaaminen ja P-arvot.

4.7 Luottamusvali
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Nyt siirrymme tarkastelemaan ns. virhemarginaalia ja sen médrdédmista. Vir-
hemarginaalilla tarkoitetaan parametrin 6 luottamusvilid joka lasketaan
halutulla luottamustasolla 100(1 — «)%, jossa « on pieni todenndkoisyys-
taso. Tavanomaisia luottamustasoja ovat esim. 95% ja 90%, jolloin « on vas-
taavasti 0.05 tai 0.1.

Luottamusvilin CI = [5(1, 5;,] ala- ja yldraja 5(1 ja 5b ovat ennen aineiston han-
kintaa ja mittauksia luonteeltaan satunnaismuuttujia. Niiden arvot vaihteli-
sivat mahdollisesta samankokoisesta ja samalla tavalla hankitusta satunnai-
sotoksesta toiseen #:n otantajakauman méardamaélla tavalla siten, ettd vali
CI peittéisi tuntemattoman parametrin 6 oikean arvon todennikoisyydella
1—oa.

Toteutuneesta havaintoaineistosta (y1, . . . , ¥, ) laskettu luottamusvéli on edel-
14 luonnehditun satunnaisvélin realisaatio. Sité ei voi tulkita frekventistisen
tilastotieteen viitekehyksessé seuraavasti: “todennékoisyys sille, ettd laskettu
luottamusvili siséltdd 6:n oikean arvon, on 1 — «.” Omaksuttu luottamus-
taso kuvaa vain luottamusvélin laskentamenetelmén ominaisuutta tuottaa
ao. tason mukaisella osuudella oikean parametrin arvon peittavia valeja, jos
otantaa toistettaisiin samalla otoskoolla pitkénéd otossarjana.

Luottamusvili konstruoidaan tavallisesti vastaavan testisuureen avulla. Nyt
kuitenkaan ei kiinnittdydytd yhteen yksittdiseen nolla-arvoon 6, ja lasketa
vain sille, kuinka suuria ovat vastaava testisuureen arvo ja P-arvo. Sen sijaan
kiinnitetddn luottamustaso ja sen mukainen « ja haetaan kaikki sellaiset 6:n
mahdolliset arvot #’, jotka ovat havaintojen kanssa sopusoinnussa niin, etti
hypoteesia H' : § = #' vastaava P-arvo on suurempi kuin a. Tamé toteute-
taan seuraavalla tavalla.

Olkoon 6" parametrin 6 oikea arvo. Tarkastellaan testisuureen Z = Z(¢')
otantajakaumaa. Véhintddn likimdardisesti patee nyt, ettd Z(0") ~ N(0, 1),
jolloin mm. pétee, etta

P(zap < Z(0') < 21-072) =P Z(0')| < 2120p2) = 1 —
jossa z, tarkoittaa N (0, 1)-jakauman u-fraktiilia, eli
P(Z < z,) = ®(z,) =u, jok.ue€]0,1].
Kun esimerkiksi luottamustaso on 95 %, niin a = 0.05 ja
Zaj2 = 20025 = —1.96,  z1_q/2 = 20.975 = 1.96.

Normaalijakauman symmetrisyyden ansiosta em. todennékéisyys voidaan kir-
joittaa myds muotoon

P(Z(0)] < 21-as2) =P(Z(0') < 2_opp) =1 -0

Nyt tehtévind on ratkaista 2. asteen epéayhtilo Z(60')* < zi /o tuntemat-

toman argumentin ¢’ suhteen, ja ratkaisuksi saadaan haluttu luottamusvéli
(04, 0p).
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Bin(n, 0)-mallissa téitéd periaatetta sovellettaessa paadytadn epayhtaloon

60—

Z 9/ 2 — (— < 2

( ) 6/(1 _ 0/)/77/ — 21704/2

Téamén epayhtilon tarkka ratkaisu (harjoitustehtdvéil) tuottaa ns. Wilsonin
luottamusvilin parametrille 6. Sen ala- ja ylarajat méarittelevi tarkka lause-
ke on kuitenkin tarpeettoman mutkikas.

Erittdin hyvén likiarvoisen ratkaisun em. epayhtélolle tarjoaa seuraava Agres-
tin ja Coullin esittdmé AC-luottamusvili. Lasketaan ensin piste-estimaatin
ja keskivirheen muokatut arvot
~ M+2 ~ o(1—0
joite SE(f) = 0(1-9)
n—+4 n+4

Téamén jalkeen luottamusvilin ala- ja ylaraja méaraytyvat kaavoista

0a =0 — 21_aj2 X SE(0), 6 =0+ 2o x SE(6).
Kaikkein yksinkertaisin ja edelleen ylivoimaisesti suosituin tapa laskea li-

kiméarainen luottamusvili Bin(n, #)-mallin parametrille § perustuu muok-

kaamattomaan estimaattiin 0 ja sen keskivirheeseen SE(@\) = \/é\(l - é’\) /n,

joiden mukaiset rajat maardytyvat kaavasta
é\j: Z1—a/2 X SE(é\)

Pienilla otoksilla ja #:n arvon ollessa ldhelld 0:aa tai 1:t4, tdma kaava saattaa
johtaa yli laitojen meneviin epédloogisiin véleihin; ts. joko alaraja on negatii-
vinen tai yldraja on suurempi kuin 1.

Nastanheittoesimerkissimme, jossa n = 25 ja havaittiin 6 =11 /25 = 0.44,
saadaan muokattujen suureiden arvoiksi

~ 1142 ~ 0.4483(1 — 0.4483
f—— 04483, SE(0)— \/ ( ) _ 0.09235,
25+4 29

joiden pohjalta 95% AC-luottamusvéli on
0.4483 4+ 1.96 x 0.09235 = [0.2673,0.6293].

Tavanomaisella kaavalla laskettu keskivirhe on

~ 44(1 — 0.4
SE(f) = \/ %5) = 0.09928

ja siitéd luottamusvéliksi tulee

0.44 + 1.96 x 0.09928 = [0.2454,0.6346].
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Téassé tapauksessa, kun piste-estimaatti on lahella arvoa 0.5, erot eri mene-
telmien tuottamien vélien kesken eivét ole olennaisia.

Lisdatietoja binomimallin parametrin erilaisista luottamusvéleistd ks. esim.
http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_proportion_confidence_interval.

4.8 Kahden riippumattoman otoksen vertailu

Yksittéaisten populaatioiden parametrit ovat joissakin erikoistilanteissa riit-
tavan kiinnostavia niin, ettd on hyoddyllistd estimoida niitéd ja laskea niille
luottamusviilejd, ehké jopa testata relevantteja nollahypoteeseja. Useimmat
kiinnostavat tutkimuskysymykset ovat kuitenkin vertailevia.

Esim. 1. (jatkuu). Puolueen k kannatusosuutta télld hetkelld halutaan usein
verrata vaikkapa puolta vuotta aikaisempaan kannatusosuuteen. Kysymys
asetetaan esimerkiksi, onko néyttoa siitd, ettd kannatusosuudessa olisi ta-
pahtunut jotain muutosta ajankohtien vélilld ja mihin suuntaan? Vahintdén
yhté mielenkiintoista on tietdd kannatusosuuksien mahdollisista eroista eri
puolueiden vililla samana ajankohtana.

Ensimmaisessé tilanteessa vastauksen hakeminen perustuu dénestéjikunnas-
ta eri ajankohtina poimittuihin otoksiin, joita voidaan pitéé toisistaan riippu-
mattomina. Eri puolueiden vertailu saman otoksen sisélla puolestaan merkit-
see sitd, ettd havaittavat kannatusosuudet My /n ovat toisistaan tilastollisesti
riippuvat, koska osuuksien summaa yli kaikkien puolueiden sitoo lineaarinen
riippuvuus: Y, M/k = 1 eli 100%. Tama riippuvuus pitédéd asianmukaisesti
ottaa huomioon osuuksien erotuksen virhemarginaalia laskettaessa.

Kahden riippumattoman toistokokeen vertailuun kohdistuva malli rakenne-
taan seuraavasti. Olkoot M; ja M, toisistaan riippumattomia satunnaismuut-
tujia, jotka kuvaavat “onnistuneiden tulosten” lukumééria kahdessa eri tois-
tokoetilanteessa, joissa “onnistumistodennékoisyydet” 8 ja 05 voivat olla eri-
laiset samoin kuin toistojen maéérit eli otoskoot n; ja ns. Nyt oletamme,
ettd kummallekin j = 1,2 pétee M; ~ Bin(n;,0;), ja lisdksi M;M,. Kiin-
nostavana vertailuparametrina tarkastelemme todennakoisyyksien erotus-
ta 0 = 0, — 0. Toisinaan todennékoisyyksien vertailuparametreina kaytetadn
myos suhdetta ¢ = 6, /6, ja vetosuhdetta ¢ = [61/(1 — 601)]/[02/(1 — 65)]

Riippumattomuudesta ja muista mallioletuksista sekd normaalijakautunei-

den satunnaismuuttujien summaa koskevista jakaumatuloksista seuraa suo-
raviivaisesti, etta

e 01:n ja Oy:n su-estimaattorit ovat @\J = M,;/n;, 7 = 1,2, ja ne ovat
toisistaan riippumattomat,
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e su-estimaattorien é; likimé&éaraiset otantajakaumat ovat
N(0;,0;(1 = 05)/n;), j = 1,2,

e crotuksen § = 0; — 05 su-estimaattori on 5= 51 — 52,

o erotuksen su-estimaattorin § likim#aréinen otantajakauma on N (0, var(g)),
jossa

Var(g) = 6:1(1 = 6)) + (1 = 92).

ni no

Nailta pohjilta erotusparametria ¢ koskevaa nollahypoteesia Hy : § = dg tes-
taava testisuure sekd d:n likim#érdinen luottamusvili tasolla 100(1 — a)%
voidaan konstruoida samoja periaatteita noudattaen kuin edellisisséa alalu-
vuissa koskien yksittdistd #:a. Sivuutamme nyt kuitenkin matemaattiset yk-
sityiskohdat ja toteamme, ettd hyvét likiméaraiset tulokset saavutetaan seu-
raavilla menetelmill&.

Lasketaan ensin su-estimaattorin g muokattu arvo sekid muokattu keskivirhe:

~ Mj4+1 ~ 6,(1—4,)
e =1.2 E(6. — 2 I
b n;+2’ I SE(6) n;+2 ’
5=0,—0,  SEQ) — \JSE(@) + SE@,).

Huomaa, ettd muokkausperiaate poikkeaa hieman siitd, mitéa sovellettiin yk-
sittdisen #:n analyysissé.

Nollahypoteesia Hy : 0 = dy voidaan nyt testata seuraavalla suureella:
04
 SE(9)

Siind tilanteessa, ettd nollahypoteesi péitee, on tdménkin suureen likimaarai-

nen otantajakauma standardinormaalijakauma, eli Z ~ N(0, 1), kun Hy tosi.
P-arvo haetaan myos samalla tavalla kuin alaluvussa 4.6.

Luottamusvilin ala- ja ylarajat tasolla 100(1 — a)% lasketaan seuraavasta

kaavasta _ ~
== Z1—a/2 X SE(5)

Yksinkertainen ja laajalti kdaytetty mutta pienilla otoksilla epétarkempi li-
kiarvoinen testisuure ja luottamusvéli saadaan soveltamalla muuten samoja
kaavoja kuten ylld mutta korvaamalla muokatut estimaatit ja keskivirheet
niiden tavanomaisilla versioilla, jossa erityisesti muokkaamaton keskivirhe
erotukselle saadaan kaavoista

SE(3) = \/SE(#)2 + SE(B,)2



Esim. 6. Englannissa toteutettiin 1990-luvulla kliininen hoitokoe, jonka koh-
depopulaation muodostivat kotonaan sepelvaltimotukoksen eli sydéninfark-
tin saaneet henkilot. Kokeen tehtdvéna oli selvittéd, olisiko hyodyllista aloit-
taa jo potilaan kotona tukoksen liotushoito, jonka suorittaisi paikalle kut-
sutun ambulanssin henkilokunta, ja voitaisiinko téalla tavalla vahentdd po-
tilaiden kuolemanvaaraa verrattuna tavanomaiseen kédypéédn hoitoon, jossa
ambulanssi vie ensin potilaan sairaalaan, ja vasta sielld aloitetaan aktiivinen
hoito.

Kokeeseen satunnaistettiin yhteensd 311 potilasta, joista 163 koeryhméén
(liotushoito aloitettiin jo kotona) ja 148 vertailuryhméédn (aktiivinen hoito
aloitettiin vasta sairaalassa). Vasteena tarkasteltiin kuolemaa 30 vrk kulues-
sa. Téna ajanjaksona koeryhmén kuolleisuus oli 13/163 = 8.0% ja vertailu-
ryhméssd 23/148 = 15.5%.

Vertailuparametrin eli eri hoitovaihtoehtoihin liittyvien kuolemanriskien 6,
ja 0y erotuksen o piste-estimaatti on & = 0.0798 — 0.1554 = —0.0756 eli n.
7.6 %-yksikkod. Sen keskivirhe on

= 0.0366,

.0798(1 — 0. 1554(1 — 0.1554
SE:\/OO798( 0.0798) , 0.1554(1 — 0.1554)
163 148

eli n. 3.7 %-yksikkod.

Téllaisissa vertailevissa tutkimuksissa tavanomainen nollahypoteesi ilmais-
taan sanallisesti: “uusi hoitokayténto ei muuta potilaiden keskiméaraista en-
nustetta vanhaan kdytdntoon verrattuna”’, mika voidaan pukea yksinkertai-
seen viitteeseen Hy : 0 = 0. Laskemme nyt tétd nollahypoteesia testaavan
Z-suureen arvon seké vastaavan kaksitahoisen P-arvon perustuen yksinker-
taiseen “estimaatti/keskivirhe™kaavaan:

—0.0756
L =——-—=—2.
0.0366 069,

josta P-arvoksi saadaan P = 2 x (1 — ®(2.069)) = 0.0386. Kuolemanriskien
erotuksen 95% likiméaidrdinen luottamusvili kaavaa “estimaatti + z-fraktiili
x keskivirhe” noudattaen on

—0.0756 £ 1.96 x 0.0366 = [—0.1473, —0.0040],
eli —14.7 %-yksikostd —0.4 %-yksikkoon.

Koetulosten sisaltdméa naytto uuden hoitokdytdnnén paremmuudesta on lu-
pauksia herattdva mutta ei vield kovin vakuuttava. Itse asiassa skeptisten
asiantuntijoiden mielestd kuoleman todennikdéisyyden néin suuri suhteelli-
nen viaheneminen eli 100 x (15.5 — 8)/15.5% = 48% alkuperiisesté tasosta ei
ole téllaisenaan kovin uskottava. Kuolemanriskien erotuksen virhemarginaali
on varsin leved, ja sen oikea laita on hyvin ldhelld 0:aa, joten epavarmuus ko-
tona aloitetun liotushoidon todellisesta vaikuttavuudesta jai verrattain suu-
reksi pelkéastdan taméan yksittédisen kokeen tulosten pohjalta.
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Muokattuja kaavoja soveltaen saamme seuraavat tulokset:

~ 13+1 ~ 23+1

— —0.084 0, — =01
Y7 16312 0.0848, 27 148+ 2 0-1600
5 = 0.0848 — 0.1600 = —0.0752,
~ 0.0848(1 — 0.0848)  0.16(1 — 0.16)
E(5) = -0
SE(9) \/ 163 + 2 148 + 2 0.0370,
—0.0752
J=_—"""2__9o
0.0370 033,

P =2x (1—®(2.033)) = 0.042,
CI = 0.0752 £ 1.96 x 0.0370 = [—0.1476, —0.0027].

Eri laskentamenetelmilld saadut numeeriset tulokset eivit téssi tapauksessa
poikkea olennaisesti toisistaan.
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TILASTOTIETEEN PERUSTEET, kl 2011

Luku 5: JATKUVAN VASTEEN ANALYYSI

5.1 Johdanto

Téssé luvussa kasittelemme mitta-asteikoltaan jatkuvan (vélimatka- tai suh-
deasteikon) kohde- tai vastemuuttujan Y jakauman parametreja koskevaa
padttelya. Tavallisesti ensisijainen mielenkiinto kohdistuu muuttujan jakau-
man odotusarvoon p = E(Y') yhdessd populaatiossa, odotusarvojen erotuk-
siin pp — po kahden populaation tai vaihtoehtoisten olosuhteiden valilld, tai
sithen, kuinka vasteen odotusarvo riippuu jostakin selittavistd muuttujasta

X.

Tyypilliset mallioletukset, jotka néisséd analyyseissé tehdéédn, ovat sellaiset,
etta

e vastemuuttujasta Y tehtdvit havainnot Y7, ..., Y, ovat toisistaan riip-
pumattomat; ts. ne on hankittu yksinkertaisella satunnaisotoksella taus-
talla olevasta populaatiosta,

e kullakin havaintoyksikolla ¢ vasteen Y; satunnaisvaihtelu noudattaa nor-
maalijakaumaa odotusarvonsa ympirilld vakiovarianssilla o2.

Néiden oletusten realistisuutta ja yhteensopivuutta havaintoaineiston kans-
sa kannattaa arvioida kriittisesti itse kussakin sovellustilanteessa. Toisaal-
ta keskeisen raja-arvolauseen (ks. todennikoisyyslaskennan peruskurssi) an-
siosta odotusarvoja koskevassa paéttelyssa muuttujan Y todellisen jakauman
muodon merkitys laskelmien patevyyteen heikkenee sitd mukaa kuin otosko-
ko kasvaa. Normaalijakaumamalliin nojautuvat menetelmét ovat siis varsin
robusteja mallioletuksista poikkeamille. Sen sijaan kriittisempié oletuksia
ovat havaintojen riippumattomuus ja oletus vakiovarianssista.

Esim. 1. Kuinka suuria ovat miesopiskelijoiden pituuden Y; (i = 1,2,..., N)
jakauman keski- tai odotusarvo 8 = E(Y;) ja keskihajonta o = /var(Y;)
Oulun yliopiston opiskelijapopulaatiossa lukuvuonna 2010-117 Vuonna 2008
toteutetussa koko maan korkeakouluopiskelijoiden terveystutkimuksessa odo-
tusarvoksi estimoitiin 180 cm. Onko odotusarvo OY:n opiskelijoiden joukossa
tdnd lukuvuonna mahdollisesti tésta poikkeava?

Esim. 2. Tarkastellaan seuraavaa satunnaistettua vertailevaa koetta. Koe-
ryhmén rottia, joita oli 13 kpl, pidettiin tiety aika hyvin polyisessa elintilassa.
Vertailuryhmén 12 rotan asuinpaikan sisdilma sité vastoin oli puhdas koko
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ajan. Altistusjakson paatyttyé rotat tapettiin ja jokaisen keuhkot punnittiin.
Seuraavassa keuhkojen painot (grammaa) ryhmittéin:

5.4,5.6,5.4,6.5,6.8,6.0,4.2,4.4,4.8,4.9,6.9,4.9,5.2, §, = 5.46,s; = 0.87,
5.1,3.8,5.0,6.4,5.0,4.0,3.2,4.4,4.1,5.6,4.8, 4.5, 3o = 4.66, s, = 0.86.

Olkoon ao. rottapopulaatiossa keuhkojen painon tuntematon odotusarvo s,
kun rottia ei altisteta polylle, ja p; sen jidlkeen kun ne ovat eldneet polyn
keskelld méadrdatyn ajan. Odotusarvojen erotus 6 = pu; — po on kiinnostava
vertailuparametri.

5.2 Yhden populaation odotusarvo, varianssi tunnettu

Olkoot y = (y1,...,yn) vastemuuttujasta Y tehtyjen havaintojen vektori
n havaintoyksikon otoksesta. Padttelyn kohteena on vasteen Y tuntematon
odotusarvo p taustalla olevassa populaatiossa.

Analyysi ldhtee liikkeelle tavanomaisesta mallioletuksesta, jonka mukaan em.
havaintosarja on realisaatio vastaavien satunnaismuuttujien jonosta tai vek-
torista (Y1, ...,Y,), jotka ovat toisistaan riippumattomia ja joista kukin Y; ~
N (u,0?). Tdssd alaluvussa teemme sen yksinkertaistavan mutta tosieldméssé
harvoin realistisen oletuksen, etté Y;:den populaatiovarianssi o on tunnettu.

Havaintosarjan (yi,...,y,) miadradméi parametrin p uskottavuusfunktio on
satunnaisvektorin Y = (V7,...,Y,) yhteistiheysfunktion arvo havaitulla ar-
gumentin arvolla y = (yi,. .., ¥,), kun jakauman parametreina ovat u ja 2.

Niinpa koko havaintosarjan méaraama uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa
yksittédisten havaintojen y; médrddmien uskottavuuksien (y;:den tiheyksien)

tulona
n

L(p) = fy(yim,0%) =[] f(wis . 0®)

i=1

Koska Y; ~ N(p,0%) on f(yi; pt, o) = (1/V2m0?) exp{—(y; — 1)*/(20*)} jok.
1 =1,...,n, jolloin uskottavuusfunktio on téllaisten tekijoiden tulo:
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jossa havainnot tiivistyvéit kahteen tyhjentdvéddn tunnuslukuun, jotka ovat
vanhat tutut otoskeskiarvo ja otosvarianssi:

n

I 1 _
y=ﬁ;y¢, 82=n_12(yi—y)2-

i=1

Uskottavuusfunktion logaritmi on

L@ — )2 + (0 — 1),

n
l(p) =log L(p) = —§1Og(27m2) v

jonka ensimméinen derivaatta p:n suhteen on sievennysten jéalkeen muotoa

u(p) = V() = ==(5 - ).
Yhtélon s(p) = 0 ainoa nollakohta on g. Koska log-uskottavuusfunktio on p:n
suhteen alaspéin aukeava paraabeli, on sen derivaatan nollakohta 7 siten log-
uskottavuuden ja samalla uskottavuusfunktion L(u) maksimoiva u:m arvo.
Niinpé p:n suurimman uskottavuuden estimaatti 7 on havainnoista laskettu
otoskeskiarvo .

Havaintosarjasta y = (y1, . . . ,yn_) laskettu su-estimaatti ¢ on realisaatio vas-
taavasta satunnaismuuttujasta Y = > | Y;/n, joka on siis p:n su-estimaattori
ja jonka arvot vaihtelisivat mahdollisesta samankokoisesta otoksesta toiseen

sen mukaan, miké on keskiarvon Y otantajakauma.

Todennékoisyyslaskennan peruskurssilla olemme oppineet, etta riippumatto-
mien satunnaismuuttujien Y3, ..., Y, summan U = > Y; odotusarvo E(U)
on yksittdisten Y;:den odotusarvojen E(Y;) summa, ja summan varianssi
var(U) vastaavasti varianssien var(Y;) summa. Edelleen, Y;:den keskiarvo

on Y = cU, jossa ¢ = 1/n ja jolle niin muodoin pitee E(Y) = cE(U) ja

var(Y) = c*var(U). Koska E(Y;) = p ja var(V;) = o2 jok. i = 1,...,n,

40



paddytiin siithen, ettd E(Y) = u ja var(Y) = o02/n. Lisiiksi todenniikoi-
syyslaskennassa on osoitettu, ettd normaalijakautuneiden muuttujien sum-
ma ja keskiarvo noudattavat myos normaalijakaumaa em. odotusarvoilla ja
variansseilla. Loppupéételméné on siis, ettéd néilla oletuksilla otoskeskiarvon
otantajakaumalle pitee: Y ~ N(u,o02/n).

Tésté jakaumatuloksesta seuraa vélittomaésti, ettd kun p:n oikea arvo on g,
niin keskiarvon standardoitu eli normitettu muunnos

Y — po
o/v/n

noudattaa jakaumaa N(0,1). TAmé on siten testisuureen Z otantajakauma
nollahypoteesin Hy : p = po vallitessa. Kaksitahoinen P-arvo saadaan sa-
maan tapaan kuin alaluvussa 4.6:

Z = Z(j) =

P = IP>(|Z| > ‘Zhavl) =2X (1 - (I)(’ZhavD)'

Edelleen, ratkaisemalla epiyhtdls Z(u')? < 27 /o argumentin i/ suhteen
saadaan luottamustasolla 100(1 — «) % olevan p:n luottamusvilin alaraja fi,
ja ylaraja [, seuraavasti

S o - o
fo =Y — 21 a2 X —= py =Y + 21_q/2 X —=.

V' Vi

Esim. 1. (jatkuu). OY:n opiskelijoista 2010-11 poimittiin 25 miehen otos.
Heidén pituutensa mitattiin, ja keskiarvoksi saatiin 182 cm. Oletetaan po-
pulaatiossa varianssi tunnetuksi: o = 62 cm?. Nollahypoteesia Hy : u = 180
koskevan testisuureen havaittu arvo on

182 — 180
Ihay = ———— = 1.667.

6/v/25

Tata vastaava P-arvo on
P=P(Z >1.667 tai Z < —1.667) = 2[1 — ®(1.667)] = 2(1 —0.952) = 0.096.

OY:n miesopiskelijain pituusjakauman odotusarvon pu luottamusvéliksi tasol-
la 95% saadaan

182 £1.96 x 0 = [179.6, 184.4].

V25

5.3 Yhden populaation varianssin estimointi

Tilanne, joissa varianssin o2 arvo populaatiossa olisi tdysin tunnettu, on li-
hinnd teoreettinen mutta yksinkertaisuudessaan pedagogisesti hyoddyllinen.
Kaytéinnossa varianssi on odotusarvon lailla tuntematon, joten se taytyy es-
timoida. Varianssin estimointiin liittyvi satunnaisvirhe pitda myos ottaa huo-
mioon odotusarvoa p koskevassa padttelyssa.
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Jos edellisessé alaluvussa madriteltyéd uskottavuusfunktiota tarkastellaan sa-
manaikaisesti kahden parametrin eli g:m ja o:m funktiona L(u,0?) ja maksi-
moidaan myds o%:n suhteen, paddytédn su-estimaattiin 6% = > | (y;—7)?/n.
Tamén asemesta on kuitenkin tapana estimoida varianssia jakamalla nelio-
summa luvulla n — 1 eiké otoskoolla n, joten varianssin tavanomainen esti-
maatti s? ja estimaattori S? ovat

n

1 1 _
2: E i__2 2: § K_Y2

Lukua n—1 kuvataan vapausasteluvuksi, joka on olemukseltaan lineaarial-
gebrallinen kéisite. Se tarkoittaa, ettd kun n havainnosta yi,...,%,-1, ¥y, On
laskettu keskiarvo g, niin ns. vapaita havaintoja on endé n—1 kpl: Kun tunne-
taan keskiarvo ¢ ja havaintoarvot v, ..., y,_1, niin viimeinen havainto y,, ei
ole enéd “vapaa’” vaan on néista lineaarisesti riippuvainen: y,, = niy— 2?2_11 Yi-

Tunnusluku S? on varianssin ¢ harhaton estimaattori; ts. E(S?) = o2. Li-
siksi, kun Y7, ..., Y, ovat toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia nor-
maalijakaumasta N (u, 0?), niin skaalatulle nelissummalle

> (Yi-Y)

i=1 (" - 1>52

2 - 2

o o

pitee, ettd se noudattaa khiin neligjakaumaa vapausasteluvulla n — 1,
jolloin merkitidén (n — 1)S?/o? ~ x*(n — 1).

Kaikilla mahdollisilla vapausasteluvuilla d = 1,2,... khiin neligjakauma
x%(d) on muodoltaan oikealle vino, sen odotusarvo on d ja varianssi 2d. x>-
jakauman valittuja fraktiileja eri vapausasteluvuilla 16ytyy monista tauluk-
kokokoelmista (mm. MAOL-taulukot). Nykyaikana kéyttokelpoisempia ovat
R -ohjelman funktiot pchisq() ja qchisq(), jotka antavat painettuja tau-
lukkoja yksityiskohtaisempaa tietoa nédiden jakaumien kertyméfunktioista ja
fraktiileista.

Seuraavassa kuvassa khiin neli6jakauman tiheysfunktioiden kuvaajia vapausas-

teluvuilla d = 1 (yhtendinen viiva), 2 (katkoviiva), 5 (pisteviiva) ja 10 (pis-
tekatkoviiva).
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5.4 Yhden populaation odotusarvo, varianssi tuntema-
ton

Kun varianssi o2 ei ole tunnettu, ei voi suoraan soveltaa alaluvun 5.2 tu-
loksia odotusarvoa koskevassa testauksessa ja luottamusvilien laskennassa.
Testisuureen Z = (Y — pg)(c/y/n) sijaan voidaan kuitenkin kiyttds hyvin
samanlaista testisuuretta, jossa o on korvattu sen estimaattorilla S? eli ta-
vanomaisella otosvarianssilla:

757_,“0
- S/Vn

Testisuureen nimittdjassd olevaa lukua S/y/n kutsutaan keskiarvon keski-
virheeksi ja merkitddn myos SE(Y). Se on keskiarvon Y otantajakauman
N(u,0?/n) keskihajonnan o/+/n estimaattori.

T

Voidaan osoittaa, ettd kun (Y7, ..., Y,) on satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u,0?) ja nollahypoteesi Hy : = o pitid paikkansa, niin testisuure T
noudattaa Studentin jakaumaa eli t-jakaumaa vapausasteluvulla n — 1,
mitéd asiantilaa voidaan merkitd esim. tyyliin 7" ~ Stud(n — 1), riippumatta
siitd, miké on tuntemattoman varianssin o2 arvo.

Studentin jakaumat Stud(d) kaikilla vapausasteluvuilla d = 1,2,... ovat
symmetrisid ja yksihuippuisia. Niiden moodi ja mediaani ovat 0 kuten stan-
dardinormaalijakaumassakin. Toisaalta t-jakaumat ovat N (0, 1)-jakaumaa pak-
suhéntédisempid. Jakaumalla ei esimerkiksi ole odotusarvoa, kun vapausaste-
luku on 1, eiké varianssia kun vapausasteita on korkeintaan 2. Kun odotusar-
Vo ja varianssi ovat olemassa, niiden arvot ovat

E(T) =0, var(T) = ——.
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Varianssi ldhestyy siis arvoa 1, kun vapausasteluku kasvaa. Kun d — oo,
Studentin jakauma yhtyy lopulta standardinormaalijakaumaan N (0, 1).

Seuraavassa kuvassa on piirretty t-jakaumien Stud(d) tiheysfunktioiden f(¢; d)
kuvaajat vapausasteluvuilla d = 1 (pisteviiva), d = 3 (katkoviiva), d = 10
(pistekatkoviiva) seké d = oo, jossa f(t;00) = () (vhtendinen viiva).

0.4

0.3

0.2

:n uneys

0.1

0.0

Studentin jakauman valittuja fraktiileja ¢,(d) eri vapausasteluvuilla 16ytyy
monista painetuista taulukkokokoelmista (mm. MAOL-taulukot), erityises-
ti kun u € {0.975,0.995,0.9995}, jotka vastaavat konventionaalisia “merkit-
sevyystasoja” 0.05, 0.01 ja 0.001. Kayttokelpoisia R-funktioita t-jakaumien
kertyméfunktioiden arvojen seké fraktiilien laskemiseksi ovat pt () ja qt ().

Jos siis testisuureen T' havaittua arvoa merkitddn Tj,,, niin vastaava 2-
tahoinen P-arvo saadaan samaan tapaan kuin testisuureelle Z (vrt. alaluku
5.2), eli

P =P(|T| = [Thav|) = 2 x (1 = F(|Thav|; d)),

jossa F'(t;d) = ffoo f(z;d)dz on Stud(d)-jakauman kertyméfunktion arvo
pisteessi ¢. Edelleen, ratkaisemalla epéyhtéls T'(1)? < t1_q/2(d)? parametrin
i suhteen saadaan luottamustasolla 100(1 — «) % olevan p:n luottamusvilin
alaraja fi, ja ylaraja pi, seuraavasti

~ 5 S

fy =Y + tiap(d) X —=.

la =Y — ti_a2(d) X NG

S
V'
Esim. 1 (jatkuu). Arvioidaan edelleen OY:n miesopiskelijoiden pituusjakau-
man odotusarvoa p mutta ilman tarkkaa tietoa jakauman todellisesta varians-
sista 0. Hankitussa otoksessa (n = 25) mitattujen pituuksien keskiarvoksi

saatiin y = 182 cm ja keskihajonnaksi s = 6 cm. Keskiarvon keskivirhe on
siis SE(y) = 6/v/25 = 1.2 cm. Vapausasteluku on d =n — 1 = 24.
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Testisuureen T havaituksi arvoksi saadaan niilla luvuilla

182 — 180
Thay = ———— = 1.667,
h 1.2

jota vastaava P-arvo on
P=P(T > 1.667 tai T < —1.667) = 2[1 — F(1.667;24)] = 0.109,

joka on hieman suurempi kuin jos varianssi o2 olisi tunnettu ja samansuu-
ruinen kuin otosvarianssi.

95% luottamusvélid varten tarvitaan Stud(24) jakauman 97.5 % fraktiili
to.975(24) joka on 2.064. Luottamusviliksi saadaan siten

182 +2.064 x 1.2 = [179.52,184.48],

joka on hieman levedmpi kuin populaatiovarianssin ollessa samansuuruinen
mutta tunnettu.

5.5 Kahden populaation odotusarvojen vertailu

Kun halutaan verrata odotusarvojen p; ja ps erotusta 6 = p; — ps kah-
den populaation véalilla tai periaatteessa samassa populaatiossa kahden eri
olosuhteen (esim. koekisittely ja vertailukasittely) vélilld, niin tilastollinen
analyysi nojautuu seuraavaan malliin.

Kummastakin populaatiosta r» = 1,2 poimitaan toisistaan riippumatta sa-
tunnaisotos t. havaintoyksikkojen ryhmé kooltaan n,, jossa vastemuuttujas-
ta Y tehty havaintosarja on Y, = (Y,1,...,Y,,,). Tdssd ensimméiinen indeksi
r viittaa siis otokseen /ryhméén ja toinen indeksi ¢ havaintoyksikkoon ryhmén
sisdlld. Ryhmén r kullekin havaintoyksikélle ¢ oletaan malli

Yy~ N(pp,0%), i=1,...,n,, r=12

Huomaa, ettd Y:n varianssi o2 oletetaan samaksi kummassakin populaatios-
sa, miké yksinkertaistaa laskukaavoja.

Mallioletuksista voidaan varsin suoraviivaisesti johtaa suurimman uskotta-
vuuden estimaattorit odotusarvoille ja niiden erotuksille

=Y, [lb=Yy 0=Y1-Y

jossa ryhmékeskiarvot Y; ja Y, madritelldsn kuten ennenkin:

E:%im, r=1,2.

=1
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Mallioletuksista seuraa edelleen keskiarvojen otantajakaumia koskien, ettd
Y, ~ N(u,,0%/n,), r = 1,2. Koska otokset ovat toisistaan riippumattomia,
pitee nyt keskiarvojen erotuksen § = Y; — Y5 otantajakaumalle

~ 1 1
5~N(5, - {_+_D.
ni n2

Realistisissa sovellustilanteissa o2 on tuntematon, joten se pitéé estimoida.
Harhaton estimaattori yhteiselle varianssille on muotoa

ny + No — 2

52:(

jossa S2 = >""" (Y, — Y,)?/(n, — 1) on otosvarianssi ryhméssi r; r = 1, 2.

Erotuksen 6 — Y, — Y, otantajakauman keskihajonnan ov/1/n1 + 1/ny esti-
maattori on erotuksen keskivirhe

SE(8) = S 1.1

ni no

Testattaessa nollahypoteesia Hy : 0 = dp kiytetdédn testisuureena seuraavaa
T-suureen versiota

T:g_ﬁ.
SE(9)

Jos mallioletukset ovat pétevéit ja Hy on tosi, niin testisuure 7' noudattaa
t-jakaumaa vapausasteluvulla d = ny + ny — 2. P-arvo katsotaan jakauman
Stud(d) hintidtodennikoisyyksista kuten aiemminkin.

Luottamusvili d:lle luottamustasolla 100(1 — «) % konstruoidaan samaan
tapaan kuin ennenkin:

0a =0 — t1_as(d) x SE(B), 0 =0+ t1_aya(d) x SE(3).

Esim. 2 (jatkuu). Rottien polyaltistuskokeessa keuhkojen painon ryhmékoh-
taiset tunnusluvut (grammoina) olivat:

Y1 = 5.462, s; = 0.871,
Yo = 4.658, 59 = 0.856.

Vertailuparametrin § piste-estimaatti on siten 5 = 5.462 — 4.658 = 0.804.
Yhteiseksi oleletun varianssin o2 estimaatti on
,  (13—1)-0.871% + (12 — 1) - 0.8562

= = (.864>
5 13+12—2 ’

jossa vapausasteluku on siis d = 13 + 12 — 2 = 23. Keskiarvojen erotuksen

-~

havaittu keskivirhe on SE(d) = 0.8644/1/13 + 1/12 = 0.346 grammaa.
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Nollahypoteesia Hy : 6 = 0 eli “polyaltistus ei vaikuta rottien keuhkojen
kokoon” testattaessa saadaan T-suureen arvoksi

~0.804
hav () 346

joka antaa P-arvoksi P = 2[1 — F'(2.322;23)] = 0.03. 95% luottamusvéliksi
d:1le tulee

= 2.322,

0.804 4 2.069 x 0.346 = [0.087,1.519].

Koetulokset antavat jossain méérin ndyttoda nollahypoteesia vastaan eli sen
puolesta, ettd polyaltistus todella lisdd keuhkokudoksen painoa. Rottien vé-
linen yksilollinen satunnaisvaihtelu aiheuttaa kuitenkin sen, ettd néin pie-
nilla koe- ja vertailuryhmilld vaikutusta kuvaava virhemarginaali ja& varsin
levedksi.

5.6 Regressio ja korrelaatio

Esim. 3. Francis Galton tutki 1800-luvun puolivilissi erilaisten biologisten
ominaisuuksien periytymistd. Galton oli kiinnostunut mm. siitd, kuinka vah-
vasti tdysikasvuisen ihmisen pituus riippuu hénen vanhempiensa pituudesta.
Oheisessa sirontakuviossa on kuvattu 33 naisopiskelijalta saadut havainto-
pisteet (x;,y;), jossa x; = opiskelijan 7 didin pituus (cm) ja y; on opiskelijan
oma pituus (cm).

Tyttaren pituus (cm)
165 170 175 180

160

155

155 160 165 170 175 180
Aidin pituus (cm)
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Tyttéren pituus Y on téssé tarkastelussa vastemuuttuja eli selitettéva tai
ennustettava muuttuja, ja didin pituus X on selittdva muuttuja tai ennus-
tetekija. X:n ja Y:n vilisestd riippuvuudesta voidaan esittdd mm. seuraavia
kysymyksia:

e minkd muotoinen ja kuinka vahva riippuvuus on,

e kuinka tarkasti voidaan ennustaa Y :n arvoa, jos tunnetaan X:n arvo?

Kun vastemuuttuja Y on jatkuva ja vdhintdan valimatka-asteikollinen muut-
tuja ja X on myos vilimatka- tai suhdeasteikon muuttuja, niin muuttujien
vilistd yhteyttd on ensimmaéisenéd tapana mallittaa yksinkertaisen lineaa-
risen regressiomallin avulla. Siind oletetaan, ettd kullakin havaintoyksi-
kolla ¢ vaste Y; noudattaa toisista havaintoyksikoistd riippumatta jakaumaa
N(u;,0?), jossa vasteen odotusarvo p; = E(Y;) riippuu havaintoyksikén ¢
saamasta selittdvan muuttujan X arvosta X;:

,ui:oH—ﬁXi, 221,,7’1,

Tamé on regressiosuoran yhtélo, jota odotusarvot noudattavat. Parametrit
a ja [ ovat mallin regressiokertomia. Niistd § on regressiosuoran kulma-

kerroin, joka tulkitaan A

B= 1%

eli vasteen Y keskimédrdinen muutos selittavin muuttujan yksikkomuutosta
kohti. Parametri a on vakiokerroin, joka kuvaa Y :n odotusarvoa siind usein
hypoteettisessa tilanteessa, jossa X = 0.

Malli voidaan myos esittdd muodossa
Y, =a+ fx; + ¢, 1=1,...,n,

jossa &; on ns. virhetermi, jonka jakaumasta oletetaan: g; ~ N (0, 0?).

Téssé yksinkertaisessa mallissa vasteen vaihtelun odotusarvon ympaérilla ei
anneta riippua X:n arvosta, vaan virhevarianssi ¢ = var(g;) oletetaan
vakioksi.

Havaintoparien (z;, y;) maaradmé uskottavuusfunktio on nyt seuraavanlainen

48



Uskottavuusfunktion logaritmi on

n

1

(e, 8,0%) = =3 log(270?) = = > [y — (o + Bi)]”.

i=1
Log-uskottavuuden maksimointitehtavé a:n ja B:n suhteen on yhtépitava sen
kanssa, ettd on minimoitava nelibsumma

n

a(e, ) = Y lyi — (a+ )],

i=1

Téstd paddytddn pienimmén nelidsumman menetelméin (pns) para-
metrien « ja 3 estimoinnissa.

Merkitdan aluksi X:n ja Y:n otoskeskiarvoja ja variansseja

_ 1 <& 1 n _
X:E;Xi, Si:n_I;(Xi—X){
_ 1 & 1 n _

Y:E;Yi, S%,:n_lz(yi_y)?

=1

Maaritellladn nyt X:n ja Y:n yhteisvaihtelua ja lineaarisen riippuvuuden voi-
makkuutta kuvaavat tunnusluvut kovarianssi Sxy ja korrelaatiokerroin

R seuraavasti
1 — _ _ 1 _
Sxy=——> (Xi—X)(V;-Y)= > (X - X)),

n—14% ,
=1 =1

_ i=1 _ Sxy
R . = = S5y
Z(Xz - X)Z Z(Y; - Y>2
=1 =1

Korrelaatiokerroin on laaduton luku, jonka arvot ovat vélilla [—1,+1], ja
|R| = 1 tdsmaélleen silloin, kun X:m ja Y:n vililla vallitsee tdydellinen line-
aarinen riippuvuus; ts. Y; = E(Y;) = a + X, todennikoisyydelld 1. Lineaa-
rinen riippuvuus on positiivinen kun R > 0, se on negatiivinen kun R < 0,
ja lineaarista riippuvuutta ei ole lainkaan kun R = 0.

Todettakoon, ettd R mittaa nimen omaan lineaarisen riippuvuuden voimak-
kuutta ja sitd ominaisuutta parhaimmillaan, kun muuttujaparin (X,Y") voi-
daan olettaa noudattavan kaksiulotteista normaalijakaumaa. Jos sen sijaan
yhteys X:n ja Y:n vililla on epélineaarinen, tai esim. X:n jakauma on vah-
vasti vino, niin korrelaatiokerroin on huono riippuvuuden mitta. Liséksi kor-
relaatiokerroin menettdé tulkittavuutensa, jos koesuunnittelun tai otannan
tehokkuusnékokohtien johdosta X:n jakaumaa on manipuloitu niin, ettd sen
hajonta on suurempi kuin jossain luonnollisessa populaatiossa.
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Palataan regressiomallin parametrien estimointiin. Nelibsumman ¢(a, 3) mi-
nimointi tuottaa regressiokertoimien pns-estimaattorien lausekkeiksi

2 (Xi = X)Y; _ Sxy _ RSY
Sia(X—-X)2 Sk S,

a=Y - jBX.

@)
I

Kullakin havaintoyksikolld estimoidut regressiokertoimet mééraévit vasteen
sovitteen Y; = a + fz;, jotka myos noudattavat suoran yhtalod. Téssa ta-
pauksessa kyse on havaintojen perusteella estimoidusta tai sovitetusta regres-
siosuorasta.

Esim. 3. Aitien ja tyttérien pituuksien (cm) keskiarvot ja otosvarianssit ovat

X =166.4, S% =5.8% Y =168.8, SZ =5.5%
Kovarianssin ja korrelaatiokertoimen arvoiksi tulee
Sxy =105 em®, R =0.328,

ja regressiokertoimien estimaateiksi
~ 10.5
b=rsy

5.8

Sovitettu regressiosuora on seuraavassa piirretty havaintopisteiden muodos-
tamaan sirontakuvioon.

= 0.31, a =168.8 —0.31 x 166.4 = 117.1.

180

175
L

170

165

Tyttaren pituus (cm)

160

155
L

155 160 165 170 175 180
Aidin pituus (cm)
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Jos esimerkiksi &didin pituus on ollut 160 cm, niin tyttédren pituuden sovite
eli estimoitu odotusarvo on 117.1 em + 0.31 x 160 cm = 166.7 cm. Aidin
pituuden ollessa 175 cm tyttédren pituuden sovite on puolestaan 117.1 ¢cm +
0.31 x 175 ¢cm = 171.4 cm.

Huomaa, kuinka téssdkin aineistossa toteutuu jo Galtonin havaitsema ilmio
nimelta regressio keskiarvoa kohti. Keskiméaraista pitempien &itien tyttarien
odotuspituudet ovat myos ikdluokkansa naisten keskiarvoa suurempia, mutta
eivit niin paljon oman sukupolvensa keskiarvosta poikkeavia kuin &itinsé
pituudet. Sama pétee keskimadraistd lyhyempien &itien tyttarille.

Regressiosuoran kulmakerroin ja korrelaatiokerroin kuvaavat eri asioita. Reg-
ressiokulmakerroin kertoo, kuinka paljon Y:n odotusarvo muuttuu, kun X:n
arvo lisdéntyy yhdelld mittayksikolla. Korrelaatiokerroin puolestaan mittaa
lineaarisen riippuvuuden voimakkuutta X:n ja Y:n vélilla, eli sitd kuinka vah-
vasti sirontakuviossa havaintopisteet ovat keskittyneet regressiosuoran ympé-
rille.

Jadnnosvarianssin o2 harhaton estimaattori on mallin jiinnéstermien eli
residuaalien F; = Y, — Y, keskineliosumma

1 ~
52 = n_QZ(Y;—Y;)Q.
=1

eli jadnnosneliosumma jaettuna jadnnosvapausasteiden lukumaaralla n — 2,
jossa jalkimméinen méaraytyy siité, ettd regressiokertoimien estimoinnin jél-
keen on olemassa n — 2 vapaata havaintoa.

Regressiokertoimien keskivirheet ovat

~ S o L X2
SE(B) = W’ SE(a) = S\/n + n—1)5%’

jossa S% = >0 (X; — X)? on muuttujan X otosvarianssi.

Olkoon Hj : # = [y kulmakerrointa koskeva nollahypoteesi. Jos havainnoille
tehty mallioletus ¥; ~ N(a + 8X;,0?) on pitevi ja nollahypoteesi on tosi,
niin testisuure R
_B=D
SE(3)
noudattaa Studentin jakaumaa vapausastein n—2. T&ltd pohjalta luottamus-
viilli B:1le luottamustasolla 100(1 —v) % on

B+t (n —2) x SE(B)

Esim. 3. Tyttérien pituuksien j Jaannosvarlan881 oli §% = 5.28% cm?. Estimoi-
dun kulmakertoimen ﬁ keskivirhe oli SE() = 5.28/1/(33 — 1)5.8%2 = 0.16 cm.
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Jos nollahypoteesina pidetdan Hy : 3 = 0, eli “didin pituudella ja tyttéren
pituudella ei ole mitddn yhteyttd”, niin 7T-suureen havaittu arvo on T,, =
0.31/0.16 = 1.93, jota vastaava P-arvo on saadaan Stud(31)-jakaumasta:
P = 0.063. Luottamusvéli S:lle luottamustasolla 95% on 0.31 £2.04 x 0.16 =
[—0.02,0.64]. Téssd aineistossa nédytto aidin ja tyttdren pituuksien vélisesta
riippuvuudesta jaa varsin heikoksi, miké on selitettévissd ainakin aineiston
pienuudella. Havaitun yhteyden heikkouteen ovat myos saattaneet vaikuttaa
mittausvirheet seké &didin etté tyttédrien pituuslukemissa.
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Normaalijakauman tiheysf‘unktio

L z;z'
@(2) = Le 2

N

3 2 1 0 1 2 3 2

Z 0 1 2 3 4 | %5 6 7 8 9

0, 10399 | 397 | 391 | 381 | 368| 352 | 333| 312 200| 266
1, | 242 218 | 194 | 171 | 150 | 130} 111 | 094 | 079 | o066
2, 054 | 044 | 035| 028 | 022| 018| 014| o010| 008 | 0086
3, 004 ] 003 ] 002 | 002| 001 | 001 | OOl | 0OO| 000| 00O

Normaalijakauman kertyméafunktio

1 £ L
() = e j e 2 dt

2z

®(a) = P(X < a), ®(-a) =1-d(a)

&@)] 09 | 095 [ 0975 | 0,990 | 0,995 | 0,999 0,9995 | 0,9999 |0,99995
2 |1,2816 |1,6449 |1,9600 [2,3264 |2,5758 [3,0902 (3,2905 [3,7190 |3,8906
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Studentin jakauma eli t-jakauma

Studentin jakauman fraktiileja t_u(d) eri

Esim. Kund =5 jau=0.975 on t_0.975(5)
(@) P
(P

d

(T < 2.57) = 0.975, (b) P(T > 2.57) =
(-2.57<T<257)=0.95

0.6 0.70.75 0.80.85 0.9 0.925

©CooNOU D WN

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
250
300
350
400
500

0.320.731.001.38 1.96 3.08 4.17
0.290.620.82 1.06 1.39 1.89 2.28
0.280.580.76 0.98 1.25 1.64 1.92
0.270.570.740.94 1.191.53 1.78
0.270.56 0.730.92 1.16 1.48 1.70
0.260.550.720.911.13 1.44 1.65
0.260.550.710.90 1.12 1.41 1.62
0.260.550.710.89 1.11 1.40 1.59
0.26 0.54 0.70 0.88 1.10 1.38 1.57
0.26 0.54 0.70 0.88 1.09 1.37 1.56
0.26 0.540.70 0.88 1.09 1.36 1.55
0.260.540.700.87 1.08 1.36 1.54
0.26 0.54 0.69 0.87 1.08 1.35 1.53
0.26 0.54 0.69 0.87 1.08 1.35 1.52
0.26 0.54 0.69 0.87 1.07 1.34 1.52
0.26 0.54 0.69 0.86 1.07 1.34 1.51
0.26 0.53 0.69 0.86 1.07 1.33 1.51
0.26 0.53 0.69 0.86 1.07 1.33 1.50
0.26 0.53 0.69 0.86 1.07 1.33 1.50
0.26 0.53 0.69 0.86 1.06 1.33 1.50
0.26 0.53 0.69 0.86 1.06 1.32 1.49
0.26 0.53 0.69 0.86 1.06 1.32 1.49
0.26 0.53 0.69 0.86 1.06 1.32 1.49
0.26 0.53 0.68 0.86 1.06 1.32 1.49
0.26 0.53 0.68 0.86 1.06 1.32 1.49
0.26 0.53 0.68 0.86 1.06 1.31 1.48
0.26 0.53 0.68 0.86 1.06 1.31 1.48
0.26 0.530.68 0.851.06 1.31 1.48
0.26 0.530.68 0.851.06 1.31 1.48
0.260.530.680.851.051.31 1.48
0.26 0.530.68 0.851.05 1.31 1.48
0.26 0.530.68 0.85 1.05 1.31 1.47
0.26 0.530.68 0.851.05 1.31 1.47
0.260.530.68 0.851.05 1.31 1.47
0.26 0.530.68 0.85 1.05 1.31 1.47
0.26 0.530.68 0.851.05 1.31 1.47
0.26 0.53 0.68 0.85 1.05 1.30 1.47
0.26 0.53 0.68 0.85 1.05 1.30 1.47
0.26 0.53 0.68 0.85 1.05 1.30 1.47
0.26 0.53 0.68 0.85 1.05 1.30 1.47
0.250.530.68 0.851.05 1.30 1.46
0.250.53 0.68 0.85 1.051.30 1.46
0.250.530.68 0.851.05 1.30 1.46
0.250.530.68 0.851.05 1.30 1.46
0.250.530.680.851.04 1.29 1.46
0.250.530.68 0.851.04 1.29 1.46
0.250.530.68 0.851.04 1.29 1.45
0.250.530.68 0.851.04 1.29 1.45
0.250.530.68 0.851.04 1.29 1.45
0.250.530.68 0.851.04 1.29 1.45
0.250.530.68 0.851.04 1.29 1.45
0.250.530.680.851.04 1.29 1.45
0.250.530.68 0.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.68 0.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.29 1.45
0.250.530.680.84 1.04 1.28 1.44
0.250.520.68 0.84 1.04 1.28 1.44
0.250.520.680.84 1.04 1.28 1.44
0.250.520.680.84 1.04 1.28 1.44
0.250.520.670.84 1.04 1.28 1.44

N(0,1) 0.250.52 0.67 0.84 1.04 1.28 1.44

o4

vapausasteluvuilla d, kun 0.5 < u < 0.9996
=2.57, jolloin patee, etté
0.025, (c) P(|T| > 2.57) = 0.05,

0.950.9750.985 0.99 0.9925 0.995 0.9975 0.999

6.3112.7121.20 31.82 42.43 63.66 127.32 318.31
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1.65
1.65

4.30 5.64 6.96
3.18 3.90 4.54
2.78 3.30 3.75
2.57 3.00 3.36
2.45 2.83 3.14
2.36 2.71 3.00
2.31 2.63 2.90
2.26 2.57 2.82
2.23 2.53 2.76
2.20 2.49 2.72
2.18 2.46 2.68
2.16 2.44 2.65
2.14 2.41 2.62
2.13 2.40 2.60
212 2.38 2.58
2.11 2.37 2.57
2.10 2.36 2.55
2,09 2.35 2.54
2.09 2.34 2.53
2.08 2.33 2.52
2,07 2.32 251
2.07 2.31 2.50
2.06 2.31 2.49
2.06 2.30 2.49
2.06 2.30 2.48
2.05 2.29 2.47
2.05 2.29 2.47
2.05 2.28 2.46
2.04 2.28 2.46
2.04 2.27 2.45
2.04 2.27 2.45
2.03 2.27 2.44
2.03 2.27 2.44
2.03 2.26 2.44
2.03 2.26 2.43
2.03 2.26 2.43
2.02 2.25 2.43
2.02 2.25 2.43
2.02 2.25 2.42
201 2.24 241
2.01 2.23 2.40
2.00 2.23 2.40
2.00 2.22 2.39
2.00 2.22 2.39
1.99 2.22 2.38
1.99 2.21 2.38
1.99 2.21 2.37
1.99 2.21 2.37
1.99 2.21 2.37
1.99 2.20 2.37
1.98 2.20 2.36
1.98 2.20 2.36
1.98 2.20 2.36
1.98 2.19 2.36
1.98 2.19 2.35
1.98 2.19 2.35
1.97 2.19 2.35
1.97 2.19 2.35
1.97 2.19 2.35
1.97 2.19 2.35
1.97 2.19 2.35
1.97 2.18 2.34
1.97 2.18 2.34
1.97 2.18 2.34
1.97 2.18 2.34
1.96 2.18 2.33
1.96 2.17 2.33

8.07 9.92 14.09 22.33

5.05
4.09
3.63
3.37
3.20
3.09
3.00
2.93
2.88
2.84
2.80
2.77
2.75
2.72
271
2.69
2.67
2.66
2.65
2.64
2.63
2.62
2.61
2.60
2.60
2.59
2.59
2.58
2.58
2.57
2.57
2.56
2.56
2.55
2.55
2.55
2.54
2.54
2.53
2.52
251
2.50
2.50
2.49
2.49
2.49
2.48
2.48
2.48
2.48
247
2.47
2.47
2.46
2.46
2.46
2.46
2.46
245
2.45
245
245
2.44
2.44
2.44
243

5.84
4.60
4.03
371
3.50
3.36
3.25
3.17
311
3.05
3.01
2.98
2.95
2.92
2.90
2.88
2.86
2.85
2.83
2.82
2.81
2.80
2.79
2.78
2.77
2.76
2.76
2.75
2.74
2.74
2.73
2.73
2.72
2.72
2.72
271
271
2.70
2.69
2.68
2.67
2.66
2.65
2.65
2.64
2.64
2.63
2.63
2.63
2.63
2.62
2.62
261
2.61
261
2.61
261
2.60
2.60
2.60
2.60
2.59
2.59
2.59
2.59
2.58

7.45
5.60
477
4.32
4.03
3.83
3.69
3.58
3.50
343
3.37
3.33
3.29
3.25
3.22
3.20
3.17
3.15
3.14
3.12
3.10
3.09
3.08
3.07
3.06
3.05
3.04
3.03
3.02
3.01
3.01
3.00
3.00
2.99
2.99
2.98
2.98
2.97
2.95
2.94
2.92
291
291
2.90
2.89
2.89
2.88
2.88
2.87
2.87
2.86
2.86
2.86
2.85
2.85
2.85
2.84
2.84
2.84
2.84
2.83
2.83
2.82
2.82
2.82
281

10.21
7.17
5.89
521
4.79
4.50
4.30
4.14
4.02
3.93
3.85
3.79
3.73
3.69
3.65
3.61
3.58
3.55
3.53
3.50
3.48
3.47
3.45
343
3.42
341
3.40
3.39
3.37
3.37
3.36
3.35
3.34
3.33
3.33
3.32
331
331
3.28
3.26
3.25
3.23
3.22
321
3.20
3.20
3.19
3.18
3.18
3.17
3.17
3.16
3.15
3.15
3.15
3.14
3.14
3.14
3.13
313
3.12
312
311
311
311
3.09



