
Algebra III

Kesätentti 8.8.2005 (T. Matala-aho)

EI LASKIMIA, EI MATKAPUHELIMIA

1. a) Olkoon M vapaa R-moduli, missä R on kokonaisalue.
Olkoon r ∈ R, m ∈ M ja rm = 0. Näytä, että r = 0 tai m = 0.

b) Olkoon M R-moduli ja J renkaan R ideaali. Osoita, että JM on alimoduli.

2. Oletetaan, että A, B, C ovat R-moduleita ja f, g ovat R-kuvauksia ja olkoon

0 → A
f→ B

g→ C → 0

eksakti jono. Osoita, että

A ∼=Imf ja B/Imf ∼= C.

3. Olkoot
f : AR → A′

R, g :R B →R B′

R-kuvauksia. Osoita, että on olemassa yksikäsitteinen Z-kuvaus

F : A ⊗R B → A′ ⊗R B′,

jolle pätee
F (a ⊗ b) = f(a) ⊗ g(b)

aina, kun a ∈ A, b ∈ B.

4. Valitse sellaiset Ri-modulit Mi, että

Q ⊗R1 Z3 ∼= M3
1 , R2 ⊗R2 C2 ∼= M4

2 , H ⊗R3 H ∼= M4
3 ,

missä Ri, Mi ∈ {Z, Q, R, C, H}.

5. Olkoon
Cn

∂n→ Cn−1 → · · · → C1
∂1→ C0

ketjukompleksi, missä `p =RankCp, Zp =Ker∂p, Bp =Im∂p+1,
Hp = Zp/Bp, Rp =RankHp. Osoita, että jono

0 → Zp
i→ Cp

∂p→ Bp−1 → 0

on eksakti ja, että
n∑

p=0

(−1)p`p =
n∑

p=0

(−1)pRp.


