ANALYYSI 3
Kesatentti 1.7.2009

L. (a) Osoita, ettd mj(4)) = 0. Voit olettaa tunnetuksi, ettd € on numeroituva. (3 p.)

(b) Olkoon A = {(z,y) € R? i z € Q, y € R}. Osoita, ettd m3(A) = 0. (3 p.)

2. Olkoon funktiojono
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Luonnollisesti vastaus on perusteltava. (6 p.)
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Esitd Fatoun lemma. (2 p.)

(b) Laske integraali
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Vastaus on tietysti perusteltava. (4 p.)

4. (a) Otkoot 7 C R" mitallinen joukko ja T < p < co. Midrittele avaruus LP(£) ja sen norini.
27p)
{h) Esitéd Holderin epayhtild. {2 p.)
(¢) Olkoot z € I*, ¢ = (2,)2, ja N € Z, kiinted sekii L : I — I, L(z) = zx. Oletetaan

n=1}
tunnetuksi, ettd L on lineaarinen ja jatkuva funktionaal. Etsi sellainen yo € 12, jolla

Vo € 1 L{x) = (x| ya). Sisdtulo on luonnollisesti avaruuden I "tavanomainen” sisétulo.
Montalko téllaista yy voi olla olemassa? (2 p.)

5. () Osoita, ettd R” varustettuna normilla ||z]| = max {|z| | 1<i<n} eiole sisituloava-
ruus. Muista perustelut. (2 p.)

(b) Olkoot H Hilbertin avaruus, S C H suljettu ja konveksi, lnonnollisesti S ja H epatyhijii
ja z € H kilnted. Osoita, ettd on olemassa sellainen gy € S, ctté

Iz = yoll = inf {||lz —ylj | y € 5} .

(4.)



