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2012, Huhtikuu 16Tehtävät 1-5 kuuluvat aineopintojen tenttiin ja tehtävät 1-6 kuuluvat syven-tävien opintojen tenttiin.1. Määrittele normaalijakauman avulla seuraavat jakaumat: (a) χ2-jakaumavapausastein n, (b) t-jakauma vapausastein n, () F -jakauma vapausas-tein n ja m.2. Olkoon

Y = X ′β + ǫ,missä Y ja ǫ ovat reaaliarvoisia satunnaismuuttujia, X on K×1 satun-naisvektori ja β on K × 1 vektori. Olkoon Z K × 1 satunnaisvektori.Oletetaan, että EZǫ = 0 ja EZX ′ on kääntyvä matriisi. Osoita, että
β = (EZX ′)−1EZY.3. Olkoon
Y = Xβ + ǫ,missä Y = (Y1, . . . , Yn)

′ ja ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn)
′ ovat n×1-satunnaisvektoreita,

X = (X1, . . . , Xn)
′ on n × K-matriisi ja β on K × 1-vektori. Olkoon

Z = (Z1, . . . , Zn)
′ n×L instrumenttimuuttujien matriisi, missä L ≥ K.Olkoon β:n estimaattori

bIV = (X̂ ′X̂ )−1X̂ ′Y ,missä
X̂ = Z(Z ′Z)−1Z ′X .Osoita, että

bIV =
[

X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X
]

−1X ′Z(Z ′Z)−1Z ′Y .1



4. Olkoon
Yi = α + βXi + ǫi, i = 1, . . . , n,missä Yi, Xi ja ǫi ovat reaaliarvoisia satunnaismuuttujia. Pienimmänneliösumman estimaattorit ovat

β̂ =
sxy

s2x
, α̂ = Ȳ − β̂X̄,missä sxy = n−1

∑n

i=1
(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ), X̄ = n−1

∑n

i=1
Xi, Ȳ =

n−1
∑n

i=1
Yi ja s2x = n−1

∑n

i=1
(Xi − X̄)2.Osoita, että jos (Xi, Yi), i = 1, . . . , n, ovat i.i.d, EX2

i < ∞ ja EY 2

i < ∞,niin
β̂

p−→ Cov(X, Y )Var(X)
,ja

α̂
p−→ EY − Cov(X, Y )Var(X)

EX,kun n → ∞.5. Olkoon
Y = Xβ + ǫ,missä Y = (Y1, . . . , Yn)

′ ja ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn)
′ ovat n×1-satunnaisvektoreita,

X = (X1, . . . , Xn)
′ on n × K-matriisi ja β on K × 1-vektori. Olkoon

(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) i.i.d., E(ǫ | X ) = 0 ja E(ǫǫ′ | X ) = σ2I.Oletetaan tunnetuksi, että
√
n (b− β)

d−→ N
(

0, σ2Q−1
)

,kun n → ∞, missä
b = (X ′X )−1X ′Yja Q = EXiX

′

i. Olkoon
Rβ = q,missä R on J ×K-matriisi ja q on J-vektori, missä 1 ≤ J ≤ K − 1.Osoita, että

F
d−→ χ2(J),missä

F = (Rb− q)′(s2R(X ′X )−1R′)−1(Rb− q)ja
s2 =

1

n−K

n
∑

i=1

(Yi −X ′

ib)
2.2



HUOM. Tehtävä 6 kuuluu vain syventävien opintojen tenttiin.6. Olkoon
Y = Xβ + ǫ,missä Y = (Y1, . . . , Yn)

′ ja ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn)
′ ovat n×1-satunnaisvektoreita,

X = (X1, . . . , Xn)
′ on n × K-matriisi ja β on K × 1-vektori. Olkoon

Z = (Z1, . . . , Zn)
′ n×K instrumenttimuuttujien matriisi.Olkoot (X1, Y1, Z1), . . . , (Xn, Yn, Zn) i.i.d,E(ZiX

′

i)
def
= Qzx jaE(XiZ

′

i)
def
=

Qxz kääntyviä, E(ǫ | Z) = 0 ja E(ǫǫ′ | Z) = σ2I. Merkitään lisäksi
Qzz = EZiZ

′

i.Olkoon β:n estimaattori
b0IV = (Z ′X )−1Z ′Y .Osoita, että

√
n (b0IV − β)

d−→ N
(

0, σ2Q−1

zxQzzQ
−1

xz

)

,kun n → ∞.
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