Hilbert-avaruuksien operaattorit

Loppukoe 10.5.2004

HUOMT1 Tehtivit 1-4 PAATTOKOE.

HUOM2 H on kompleksikertoiminen separoituva aaretonulotteinen
Hilbert-avaruus, ellei toisin mainita.

1. Olkoot V ja M H:n lineaarisia aliavaruuksia.
Osoita, ettd (V + M)t =V+tn Mt

2. Olkoon T € B(H) kompakti. Osoita, ettd T on kompakti.

3. a) Olkoon T': D(T) C H — H lineaarinen ja suljettu. Olkoon Y =
D(T) ja||ull? = ||u||*+]|Tu||? V u € Y. Osoita, ettd avaruus (Y, ||-||y)
on taydellinen.

b) Olkoon T : D(T) C H — H lineaarinen, tihedsti madritelty ja
suljettu. Osoita, etta T™ on suljettu.

4. Olkoon T': D(T) € H — H ja S : D(S) C H — H lineaarisia,
tiheasti maariteltyja ja suljettuja. Oletetaan, etta

D(ST) ={ue D(T)|Tu € D(S)}

on tihed avaruudessa H. Osoita, ettd (S7T)* on kuvauksen T*S* laa-
jennus.

5. (Loppukoetehtavé)
Olkoon T € B(H) itseadjungoitu ja oletetaan, ettd on olemassa sel-
lainen xg € H, etta ||zo|| =1 ja

Osoita, etta A on ominaisarvo ja xy vastaava ominaisvektori ts. Txqg =
)\ZIIO .



