Hilbertin avaruudet, loppukoe 8.8.2011

1. Olkoon E C R” mitallinen joukko ja p € [1,c0).

a) Méérittele avaruus LP(E) ja sen normi.
b) Milld luvun p arvoilla LP(E) on Hilbertin avaruus? (Pelkki vastaus riittas. )
¢) Olkoon E = (0,00) ja f(z) = i3 Milld luvun p arvoilla f € L?(E)?

2. Olkoon § sisdtuloavaruuden (H, (+|}) osajoukko.

« a) Maérittele joukon S ortogonaalinen komplementti S-.
b) Olkoon S = {(2,-2,0),(0,0,1)} C R3. Madraa S* ja (S4)*.

3. Olkoon (H, (+|)) sisatuloavaruus.

a) Madrittele sisdtulonormi ja esitd Cauchy-Schwarzin epéyhtilo (ilman todis-
tuksia}.

b) Olkoot (z,)32, ja (¥,)32, avaruuden H suppenevia jonoja. Osoita, etté jos
iMoo Tn = T ja lim, e 4 = ¥, niin limy o0 (Zn|ys) = (T]y).

4. Olkoon 1 < ¢ < p ja f € LP(E), missi E C R" on mitallinen joukko ja
m(E) < oo. Osoita, ettd f € LI(E) ja

1flle < m(B)YF (1 lp-

5. Olkoon (f»)52, totaali, ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa L?([a, b]). Os-
oita, ettd kaikilla = € [a, b] piitee




